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但 在 本 书 中 还 是 遵照 英文 原著 的 意思 , 称 抽象 线性 空间 中 的 元 素 为 “元 素 (element)”. 
不 足 之 处 , 获 请 读者 批评 指证 . 
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我 的 两 卷 本 教材 《 微 积 分 》 包 食 了 单 变 量 与 多 变量 遍 数 的 微 积分 、 徽 分 方程 、 无 
穷 级 数 、 线 性 代数 、 概 率 论 与 数值 分 析 等 内 容 . 多 年 来 , 朋友 们 一 直 催 促 我 在 《 微 积 分 
(第 2 版 )》 的 基础 上 编写 一 本 线性 代数 教材 .两 卷 本 《 微 积分 》 已 被 翻译 成 意大利 文 
并 分 成 三 卷 出 版 , 其 中 第 二 卷 介 绍 的 就 是 线性 代数 内 容 ,从 某 种 角度 说 , 朋友 们 对 我 
的 期 望 已 经 实现 . 本 书 是 作为 与 《 微 积分 》 的 各 卷 德 此 独立 的 教材 编写 的 . 

为 安排 有 关 背 景 材料 的 需要 , 本 书 从 回顾 某 些 预 备 知 识 (第 0 章 ) 开始 . 预备 知 
识 分 为 两 部 分 : 与 徽 积分 无 关 的 预备 知识 , 用 以 理解 从 第 1 章 到 第 7 章 的 内 容 ; 关于 
微 积分 的 预备 知识 , 这 会 在 第 8 章 到 第 10 章 中 用 到 , 第 ! 章 和 第 2 章 介绍 n 维 空间 
中 的 向 量 代 数 及 其 在 解析 几何 中 的 应 用 , 这 两 章 为 第 3 章 到 第 7 章 中 关于 线性 代数 
的 较为 抽象 的 处 理 提供 动力 并 给 出 实 价 . 

第 3 章 讨 论 线性 空间 、 子 空间 线性 无 关 性 、 基 与 维 数 ,内 积 、 正 交 性 以 及 Grant 
Schmidt 正 交 化 方法 , 第 4 章 介绍 线性 变换 和 徐 阵 及 其 在 线性 方程 给 中 的 应 用 . 第 5 
章 通过 行列 式 的 性 质 用 从 理化 的 方法 介绍 行列 式 , 该 章 对 行列 式 的 处 理 比 我 在 《 微 积 
分 》 中 的 处 理 简单 . 第 6 章 讨论 特征 值 与 特征 向 量 , 包括 用 以 导出 Cayley-Hamilton 
定理 的 三 角 化 定理 , 还 简要 介绍 了 Jordan 标准 型 . 第 7 章 在 欧 氏 空间 的 框架 下 继续 
讨论 特征 值 和 特征 向 量 , 及 其 在 二 次 型 和 二 次 曲线 中 的 应 用 . 

在 第 3 章 到 第 7 章 中 , 微 积分 概念 仅 偶尔 在 例题 与 习题 中 出 现 而 且 易 于 识别 , 即 
使 略 去 或 以 后 再 看 也 不 影响 教材 的 连续 性 .本 书 的 这 一 部 分 可 用 作 不 需要 用 到 关于 
微 积分 的 预备 知识 的 线性 代数 基础 课程 的 教材 . 然而 , 本 书 更 适合 于 那些 在 某 种 程度 
上 学 习 过 诸如 初等 微 积分 或 有 限 数 学 等 课程 的 读者 . 

第 8~10 章 当然 需要 读者 具有 微 积 分 背景 . 第 8 章 将 线性 代数 概念 用 于 n 阶 线 
性 微分 方程 , 特别 是 常 系数 线性 微分 方程 . 第 9 章 利用 矩阵 分 析 讨 论 微 分 方程 组 ,本 
章 主要 集中 在 由 线性 代数 与 矩阵 分 析 的 交互 作用 导出 指数 夭 阵 的 性 质 . 第 10 章 利用 
Picard 的 逐次 通 近 法 处 理 微分 方程 组 的 存在 性 和 唯一 性 问题 , 我 们 也 用 收缩 算 子 的 语 
言 对 此 展开 论述 

尽管 本 书 大 部 分 内 容 都 到 自我 的 《 微 积 分 》 一 书 , 但 还 是 对 某 些 主题 作 了 改动 或 
重新 安排 , 此 外 , 还 添加 了 一 些 新 内 容 与 靳 习题 . 

本 书 可 用 作 大 学 本 科 一 年 级 或 二 年 级 的 教材 , 对 于 那些 在 多 年 前 学 过 数学 但 未 学 
过 线性 代数 的 人 , 如 果 现 在 希望 学 习 线性 代数 及 其 基本 概念 又 不 过 分 强调 抽 银 性 与 形 
式 化 , 本 书 也 非常 适合 ， 
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本 章 的 第 一 部 分 篇 要 介绍 本 书 中 需要 用 到 的 与 微 积分 无 关 的 者 干预 备 知 识 : 关 
于 实数 、 直 角 举 标 系 、 复数 、 数 学 归纳 法 的 一 些 结果 . 第 二 部 分 则 介绍 本 书 中 用 到 
的 关于 御 积 分 的 若干 预备 知识 . 第 1 章 和 第 2 章 将 会 介绍 向 量 代 数 及 其 在 解析 几 
何 中 的 应 用 , 这 两 章 不 会 用 到 微 积 分 中 的 任何 知识 , 而 且 这 两 章 的 内 容 为 由 第 3 章 
开始 介绍 的 线性 代数 的 抽象 处 理 提供 了 动力 和 实例 . 在 第 3 章 到 第 7 章 中 , 微 积分 
仅 在 某 些 例题 和 习题 中 侦 尔 出 现 , 微 积分 出 现 的 地 方 将 会 清楚 地 标示 出 来 , 而 且 即 
使 跳 过 也 完全 不 会 影响 对 本 书 的 阅读 ， 

线性 代数 和 微 积 分 虽然 是 两 门 完 全 不 同 的 学 科 , 但 是 线性 代数 的 一 些 最 重要 的 
应 用 需要 微 积 分 中 诸如 积分 、 导 数 和 无 穷 级 数 等 概念 . 热 悉 一 元 微 积 分 对 理解 这 些 
应 用 , 特别 是 最 后 三 章 中 介绍 的 微分 方程 中 的 应 用 , 毫 无 疑问 是 至 关 重 要 的 . 同时 ， 
线性 代数 的 应 用 也 使 得 对 微分 方程 的 理解 显得 更 为 自然， 


I. 与 微 积分 无 关 的 预备 知识 


0.1 用 直线 上 的 点 表示 实数 


实数 可 以 用 几何 方法 表示 为 直线 上 的 点 . 在 直线 上 先 取 定 两 个 点 , 左边 的 点 表 
示 0, 右边 的 点 表示 1, 如 图 0.1 所 示 , 这 样 的 取 法 给 定 了 这 个 表示 的 单位 长 度 . 由 
欧 氏 几何 的 公理 可 知 , 每 一 个 实数 在 此 直线 上 都 有 且 仅 有 一 个 点 与 之 对 应 . 相应 地 ， 
此 直线 上 的 每 一 个 点 都 有 且 仅 有 一 个 实数 与 之 对 应 . 我 们 通常 称 这 条 直线 为 实 直线 
{real line) 或 实 轴 (real axis), 称 实数 x 所 对 应 的 点 为 点 z. 我 们 用 记号 及 来 表示 实 
数 全 体 所 组 成 的 集合 . 

车 z < gy, 则 点 zx 在 点 y 的 左边 , 如 图 0.1 所 示 , 任意 正 实数 x 对 应 的 点 在 零 
点 右 方 x 长 度 处 , 任意 负 实 数 x 对 应 的 点 在 零点 左 方 |zx| 长 度 处 . 


0 1 于 y 
图 0.1 实数 在 直线 .上 的 几何 表示 


0.2 ”用 平面 上 的 点 表示 实数 对 
平面 上 的 点 可 以 用 实数 对 来 表示 . 选 定 平面 上 两 条 相互 垂直 的 参考 直线 : 一 条 
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水 平 的 x 轴 和 一 条 竖 直 的 y 轴 . 两 轴 的 交点 称 为 原点 (origin), 用 口 表示 , 在 > 轴 
上 取 原 点 右 方 的 一 点 表示 1, 它 和 原点 之 间 的 距离 称 为 单位 距离 (unit distance)j. 通 
常 在 gy 轴 上 也 使 用 相同 的 单位 距离 . 平面 上 的 每 一 点 都 有 一 个 实数 对 与 之 对 应 , 该 
实数 对 称 为 该 点 的 坐标 {coordinate), 它 告诉 我 们 如 何 找到 这 个 点 . 如 图 0.2 所 示 ， 
华 标 为 (3, 2) 的 点 在 y 轴 右 方 3 个 单位 踪 离 和 x 轴 上 方 2 个 单位 距离 外 , 其 中 数 3 
称 为 该 点 的 x 坐标 或 横 坐 标 (abscissa), 数 2 称 为 它 的 y 坐标 或 纵 坐 标 (ordinate). 
y 轴 左 方 的 点 的 横 坐 标 为 负 , zx 轴 下 方 的 点 的 维 坐 标 为 负 . 为 了 纪念 解析 几何 葛 基 
人 之 一 一 一 勒 内 。 笛 卡 儿 【Rene Descartes, 1596 一 1650), 将 上 述 定义 的 点 的 坐标 
称 为 该 点 的 笛 卡 儿 坐 标 (Cartesian coordinate). 


图 0.2 用 实数 对 表示 平面 上 的 点 


当 我 们 用 实数 对 表示 一 个 点 时 , 一 般 将 横 上 坐标 写 在 前 面 , 维 坐 标号 在 后 面 . 因 
此 , 我 们 使 用 的 实数 对 (a,5) 也 称 为 有 序 对 , 其 中 a 称 为 它 的 第 一 分 量 (first entry)， 
5 称 为 它 的 第 二 分 量 (second entry). 当 且 仅 当 a= c5= 4d 时 , 两 个 有 序 对 (a,8) 和 
{e, 相 表示 同一 个 点 . 车 a > 0,5> 0 则 点 (a,b) 在 第 一 象限 中 ; 着 a < 0,b>0, 则 
点 (a,5) 在 第 二 象限 中 ; 车 a < 0,5 < 0, 则 点 (6, 扩 在 第 三 象限 中 ; 车 a > 0,b < 0， 
则 点 (a,5) 在 第 四 象限 中 . 在 图 0.2 中 , 每 个 象限 内 均 有 一 点 

类 似 地 , 我 们 也 可 以 确定 空间 中 点 的 实数 表示 .在 空间 中 取 三 条 交 于 一 点 ( 原 
点 ) 且 两 两 锤 直 的 直线 , 这 三 条 直线 决定 了 三 个 两 两 垂直 的 平面 , 则 空间 中 的 每 一 
个 点 可 以 由 该 点 到 这 三 个 平面 的 有 向 距离 唯一 确定 . 我 们 将 在 下 “ 章 中 讨论 三 维 
第 卡 儿 举 标 , 目前 我 们 重点 讨论 二 维 的 情形 . 

和 平面 中 的 曲线 一 样 , 任何 一 个 几何 图 形 都 是 满足 一 个 或 多 个 条 件 的 点 的 集 
合 , 如 果 用 坐标 z 和 4 来 表示 这 些 条 件 的 话 , 我 们 将 得 到 一 个 或 多 个 刻画 该 图 形 的 


关系 {等 式 或 不 等 式 )}. 例如, 如 图 0.3 所 
示 , 考虑 一 个 以 原点 为 图 心 , 以 r 为 半径 
的 贺 ， 用 (z, 妇 表示 此 圆 上 的 任意 一 点 
P, 则 线段 OP 是 直角 边 长 分 别 为 |z| 和 
lyl 的 直角 三 角形 的 僚 雇 ,所 以 由 勾 股 定 
理 , 我 们 有 
zZ2 + = 2 

”该 加 上 的 所 有 点 都 满足 该 方程 , 且 仅 有 该 
圆 上 的 点 满足 该 方程 ,所 以 ,我们 称 它 为 
该 圆 的 币 卡 儿 方 程 (Cartesian equation). 
该 贺 内 的 所 有 点 满足 不 等 式 Zz 十 六 < 7 
而 圆 外 的 所 有 点 都 满足 不 等 式 z2 十 妇 > 
r2. 这 个 例子 演示 了 解析 几何 如 何 用 来 将 
点 的 几何 关系 北 为 实数 的 代数 关系 . 


图 0.3 向 长 儿 方程 x? 十 六 =7? 
所 表示 的 贺 


0.3 极 坐 标 


平面 中 的 点 也 可 以 用 极 人 航标 来 定位 . 取 P 为 平面 上 不 同 于 原点 的 任意 点 , 设 
原点 与 点 PP 之 间 的 线段 长 为 > > 0, 且 该 线段 与 正 x 轴 之 间 的 夹 角 为 0, 如 图 0.4 
所 示 , 则 > 和 9 称 为 PP 的 极 坐 标 (polar coordinate}). 裤 坐 标 和 直角 坐标 满足 以 下 


关系 : 


3 


T=rceosp, y= ring, (0.1) 


我 们 称 正 数 > 为 P 的 极 半径 (radial dis- 


P={%, WW tance), 称 8 为 忆 的 一 个 极 角 (polar angle). 


y=raing 


T= eos 8 


考虑 到 若 6 满足 式 (0.1), 则 对 任意 整数 m， 
8 十 2n7 世 满 足 式 (0.1), 所 以 我 们 称 器 为 忆 
的 一 个 极 角 而 不 是 简单 地 称 它 为 PP 的 极 角 . 
若 实数 对 (用 满足 式 (0.1), 且 7 > 0, 则 我 
们 称 它 为 P 的 极 坐 标 . 

z 极 半径 7 可 用 公式 = Wz 十 她 由 x 和 y 
唯一 确定 , 不 过 极 角 8 不 能 由 x 和 y 唯一 


图 04 极 坐标 确定 , 而 是 只 能 在 允许 相差 2x 的 整数 倍 的 
意义 下 唯一 确定 . 
车 已 是 原点 , 则 r+ = 0 和 任意 9 均 满 足 关系 式 (0.1), 所 以 我 们 用 x = 0 作为 
原点 的 极 半径 , 并 用 任意 实数 8 作为 原点 的 极 角 . 
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用 极 坐 标 表 示 一 些 曲 线 比 用 直角 誉 标 要 方便 得 多 . 例如 , 圆心 在 原点 , 半径 为 
2 的 圆 的 币 卡 儿 方 程 为 x? + 只 = 4, 而 在 极 坐 标 系 中 , 我 们 用 更 简单 的 方程 > = 2 
来 表示 同一 个 圆 , 而 且 圆 内 的 点 满足 不 等 陈 " < 2, 圆 外 的 点 满足 不 等 式 * > 2. 


0.4 复 数 


由 于 所 有 实数 的 平方 都 非 负 , 所 以 我 们 知道 方程 z + 1 = 0 在 实数 系统 内 无 
解 . 为 了 使 此 方程 有 解 , 我 们 将 引入 一 类 新 的 数 一 一 复数 . 

早 在 16 世纪 , 人 们 己 经 用 符号 v 一 I 来 提供 表示 方程 zz + 1 = 0 的 解 的 方法 ， 
这 个 符号 后 来 用 字母 i 代替 , 它 是 一 个 嘎 攀 的 、 想 象 出 来 的 数字 , 同时 除了 平方 是 
一 1 之 外 , 它 也 像 所 有 的 实数 一 样 参 与 代数 运算 并 满足 这 些 运算 的 规则 例如 , 二 次 
多 项 式 可 以 进行 如 下 因 式 分 解 : 

22 十 圭一 光一 这 一 位 一 训 人 (2 十 浊 . 
另外 , 我 们 也 用 x = 二 i 来 表示 方程 z? +1=0 的 解 , 而 不 管 它 的 具体 意义 是 什么 ， 
我 们 称 诸如 2 + 3i 的 表达 式 为 复数 (complex number). 一 开始 , 人 们 仅仅 是 纯 形 式 
化 地 使 用 复数 , 喜 到 多 300 年 后 , 才 开 始 使 用 符合 现代 标准 的 方式 来 定义 它们 . 

在 19 世纪 早期 , Carl Friedrich Gauss (1777. 1855) 和 William Rowan Hamilton 
{1805-1865) 几乎 同时 且 相 互 独立 地 提出 使 用 被 赋予 了 某 些 特殊 性 质 的 有 序 实数 对 
(a, 来 表示 复数 的 思想 . 现在 复数 的 这 种 表示 方法 已 经 被 广泛 接受 , 我 们 将 在 下 一 
节 中 介绍 这 种 思想 . 


0.5 ”复数 的 定义 与 代数 性 质 


在 0.2 节 中 , 我 们 用 实数 对 定义 平面 上 点 的 直角 坐标 , 本 节 中 , 为 了 对 复数 进行 
代数 运算 , 我 们 用 满足 下 列 条 忻 的 实数 对 定义 复数 . 

定 必 设 a 和 是 实数 , 则 (a,b) 表示 一 个 复数 , 且 两 个 复数 之 间 的 相等 、 加 
法 、 来 法 关系 由 下 式 定义 : 

(a) 相等 : (4,35) = {ec, 人 ) 当 且 权 当 a=c 且 b== 

fbj 加 法 : (aj 旭 十 {c= (a 十 cb 十 由. 

(c) 来 法 : (a, 5){e,d) = (ac ~ bd,ad + be). 

相等 的 定义 表明 fa, 间 是 作为 一 个 有 序 对 使 用 的 , 所 以 (2,3) 和 (3,2) 是 两 个 
不 同 的 复数 . a 和 jp 称 为 复数 fa, 站 的 分 量 , 第 一 个 分 量 a 称 作 该 复数 的 实 部 (real 
part, 第 二 个 分 量 5 称 作 该 复数 的 虚 部 (imaginary part}. 

细心 的 读者 会 发 现 , 在 这 个 定义 中 , 我 们 并 没有 使 用 y 一 1 这 个 符号 , 事实 上 , 在 
本 书 中 , 我 们 将 把 i 看 作 一 个 特殊 的 复数 , 它 具有 早先 的 数学 家 给 虚构 的 符号 Vv 一 1 
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所 赋予 的 所 有 代数 性 质 , 为 此 , 我 们 先 来 讨论 刚才 定义 的 运算 的 基本 性 质 . 
定理 0,1 笑 数 的 加 法 和 训 法 满足 交换 律 、 结合 律 、 分 配 律 . 即 车 :x,y,z 是 尾 
总 复数 , 则 我 们 有 如 下 性 质 : 
变换 律 : zf 十 Y= 二 yy 十 x) 2 = yx， 
结合 律 : zf 十 (y++z) = (z 十 四 十 2 2(y2) = (WY)z, 
分 配 律 : zy +2) = zy+ zz 
证 明 ”由 复数 加 法 和 乘法 的 定义 , 易 证 本 定理 , 例如 要 证 乘法 结合 律 , 我 们 用 
分 量 形式 表示 复数 zg, z, 设 > = (zi;zaj, 1 = (1 加) 2 二 (21,22), 则 有 
ZYyz) = {71 wa) (Yi21 — Yaz2, YZ2 + Ye) 
=(z1(821 — Yaz2) — T2122 + Yoz1), T1(W122 + Y221) + T2 (F121 — Y222)) 
一 人 (2 和 — ZaY2)21 一 【2 了 + Toyi) sa (X1Y2 + Foy1)21 + (F181 — Wada)z2) 
= (T1801 一 Za 多; T1Ya + Ta){z21 22) 
= {£0)2, 
变换 律 和 分 配 律 也 可 类 似 证 明 . 口 
我 们 可 在 复数 中 定义 零 、 负数 , 倒数 、 商 等 基本 代数 概念 , 它们 的 定义 如 下 . 
我 们 称 复数 (0, 0) 为 复数 零 (zero). 由 于 对 任意 复数 (a,3), 有 (0,0) + (a,5) = 
(a.8)， 所 以 复数 零 是 复数 加 法 的 单位 元 ， 类 似 地 ， 考 虑 到 对 任意 复数 (a,b), 有 
(a, 中 (10) = (0, 罗 ,所 以 复数 (1,0) 是 复数 乘法 的 单位 元 . ， 
由 于 (一 @, -站 + (人 = (0,0), 我 们 称 复数 (一 ea, 一 是 为 (a 如 的 负 元 (negative)， 
记 作 一 {a,b). 
我 们 定义 两 个 复数 fa, 要 和 {c,dq) 的 差 (difference) {4 站 一 (6 内 为 {a,b) 与 
(ce, 中 的 负 元 的 和 , 即 f@ 站 一 (四 = (6,0) + (-(e, 卜 ). 
所 有 的 非 零 复 数 (a,8) 都 有 一 个 相对 于 飞 法 单位 元 (1,0) 的 倒数 (reciprocal)， 
记 为 (a 全 (a, 如-! 的 定义 如 下 式 : 


一 工 —B 
(4.0) = (a zr) (0.2) 
其 中 {a,8) 关 (0,0)， 这 个 定义 满足 {a,j(a, 耻 -= 由, 的， 因为 (a,9) 关 (0,0), 则 
2 十 如 关 0, 所 以 (a,9)~! 对 任意 (a, 站 (0,0) 有 意义 . 
我 们 定义 两 个 复数 (0,b) 和 (c,d) 的 商 (quotient}(a,5)/(e,qd) 为 fo 有 与 (四 
的 倒数 (c 可 -1 的 积 , 即 (a, 0)y(e gd) = (a 可 (ce, 四 ,其 中 {6,0) 去 {0,0)， 
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0.6 ”复数 作为 实数 的 推广 


我 们 用 记号 C 表示 所 有 复数 的 集合 , 设 Co 是 所 有 形 如 (a,0) 的 复数 的 集合 ， 
则 Co 是 的 一 个 子 集 , 且 它 包 含 所 有 虚 部 为 霍 的 复数 ,Co 中 任意 两 个 元 素 的 和 
与 积 仍然 是 Co 中 的 元 素 . 事实 上 , 我 们 有 

{a:0) + (8,0) = (a + ,0), {a,0){b,0) = (ab,0). 

这 两 个 式 子 表明 当 求 Co 中 两 个 元 素 的 和 {或 积 ) 时 , 我 们 只 需要 求 它们 实 部 的 和 
(或 积 ), 所 以 对 于 如 法 和 乘法 , Co 中 的 数 就 像 实 数 一 样 . 而 且 对 于 减法 和 除法 也 是 
如 此 , 这 是 因为 (a,0) = (a;0), @8,0)-! = 二 @-1,0Y, 其 中 5 关 0, 正 因 如 此 , 实数 zx 
和 复数 (z,0) 并 无 本 质 上 的 区 别 , 我 们 认为 x 和 (zx,0) 是 相同 的 , 并 将 = 记 为 (z,0)， 
特别 将 0, 1 -1 分 别 记 为 (0,0), (1,0), (一 1,0}. 这 样 , 我 们 可 以 将 复数 系统 看 作 是 
实数 系统 的 一 个 推广 . 

而 过 人 么 做 同样 也 有 几何 意义 , 在 0.9 节 中 , 我 们 将 用 平面 上 第 卡 儿 誉 标 为 x, y 
的 点 来 表示 复数 (x,y), 此 时 z 轴 上 的 点 即 为 集合 Co 的 几何 表示 ， 


0.7 ”虚数 单位 i 


复数 具有 一 些 实数 不 具备 的 代数 性 质 , 例如 二 次 方程 zz +1 = 0 无 实数 解 , 但 

是 它 可 用 复数 求解 . 事实 上 , 复数 (0, 1) 就 是 它 的 一 个 解 , 这 是 因为 
(9,1)2 = (0,1)(0,1) =(0.0—1.1,0.:1+4+1.0={-1,0)= -1, 

定 湾 ”用 符 导 i 表示 复数 (0,1), 并 称 它 为 虚数 单位 . 

虚数 单位 具有 平方 为 一 1 的 性 质 , 即 这 二 一 1, 从 而 z=i 是 二 次 方程 ?二 1 二 0 
的 解 . 读者 容易 验证 x = -i 也 是 此 方程 的 解 . 

现在 我 们 可 以 建立 复数 的 有 序 实数 对 表示 与 早期 数学 家 使 用 的 记号 之 间 的 鞠 
系 了 . 首先 , 由 复数 薪 法 定义 可 得 (5,0)(0,1) = (0, 妨 , 于 是 我 们 有 

(0,8) = (a,0) + (0,5) = (a,0) + (8,0)(0, 1). 

因此 , 车 记 a = (a,0),5= (6,0),i= (0,1), 则 有 (oa = a+ 太 . 由 此 ,我 们 证 明了 如 
下 定理 . 

定理 0.2 任意 复数 (a, 都 可 表示 为 (a,b) 二 @ 十 下 的 形式 . 

这 种 记 法 使 关于 复数 加 法 和 乘法 的 运算 更 便捷 . 例如 , 计算 e+ 六 和 c++ 看 的 
积 , 运用 分 配 律 和 结合 律 以 及 这 = -1, 有 

(a+ hilet+di) =ac— bd (ad + de), 
此 式 显然 符合 复数 乘法 的 定义 . 类 似 地 , 计算 非 零 复数 十 于 的 倒数 , 我 们 有 
1 人 一 下 a 一 各 a ni 
十 (a + bi)(a — Bi) + a+ rb 


0.9 几何 解释 . 模 与 辐 衣 了 


上 式 满 足 等 式 (0.2). 

运用 复数 , 不 权 可 以 求解 简单 的 二 次 方程 x 十 1 = 心 也 可 以 求解 一 般 的 二 次 
方程 az2 Tar+e=d 其 中 obe 均 为 实数 , 且 a 关 0. 用 配方 法 , 我 们 可 以 将 该 二 
次 方程 写作 如 下 形式 : 


车 4ec -好 所 0, 则 此 方程 有 实 根 【-5 士 V 王 二 4oc)jf2o 车 4ac 一 妇 > 0 且 z 为 
实数 , 则 上 式 的 等 号 左边 必 为 正 , 故此 方程 无 实 根 , 然而 , 它 却 有 如 下 式 所 示 的 两 个 
复 根 : 


b Vdac— Bb2 b ac — 2 
m1 一 十 1 1 ?2 二 1 ， (0.3) 
29a 2a 20 2a 


在 1799 年 , Gauss 证 明了 , 对 于 形 如 ao + aiz 十 aaz2 十 … 十 ongn 二 0 的 多 项 
式 方程 , 其 中 ao, ai, .…，, tm 为 任意 给 定 实数 , 且 wm 关 0, 车 nn 2 1, 此 方程 必 有 复 
数 解 . 不 仅 如 此 , 即使 eo, a1,，…, an 为 复数 , 此 方程 仍然 有 复数 解 . 我 们 将 这 个 结 
论 称 为 代数 基本 定理 (fundamental theorem of algebra), 它 告 诉 我 们 , 不 需要 为 了 求 
解 复 系数 多 项 式 方 程 而 去 构造 比 复数 更 为 复杂 的 数 ， 


0.8 习 题 


， 者 两 个 复数 的 积 为 零 , 证 明 其 中 至 少 有 一 个 复数 为 零 . 

.证 明 二 次 方程 ?十 1 = 二 0 仅 有 z=i 和 == 一 i 两 个 根 . ， 

.如 果 我 们 用 一 个 较 简 单 的 类 似 加 法 定义 的 等 式 [a, 昌 (ce,9) = facta) 取代 0.5 节 字 给 出 的 定义 ， 来 定 
义 复 数 乖 法 . 
(3) 证 明 这 样 定义 的 乘法 满足 交换 律 和 结合 律 , 同时 也 满足 分 配 律 . 
{b) 给 出 你 认为 此 定义 不 适合 作为 复数 乘法 定义 的 两 个 理由 . 


ti 二 


0.9 ”几何 解释 ， 模 与 辐 角 


由 于 复数 (z,9) 是 一 个 有 序 实数 对 , 它 可 以 用 平面 上 的 一 个 点 来 表示 , 也 可 以 
用 从 原点 到 点 (zx, 的 向 量 来 表示 , 如 图 0.5 所 示 . 因此 , 我 们 通常 把 zy 平面 称 为 
复 平 面 , 称 x 轴 为 实 轴 , y 轴 为 虚 轴 . 我 们 也 经 常 将 复数 和 点 混用 , 所 以 我 们 常 称 复 
数 z 对 应 的 点 为 点 z. 

复数 的 加 法 和 减法 运算 有 比较 简单 的 几何 解释 ， 用 从 原点 到 点 za 和 zo 的 向 
基 分 别 表 示 复 数 z1 和 zz, 则 可 用 平行 四 边 形 法 则 (parallelogram law) 决定 它们 的 
和 十 有 弘 , 如 图 0.6 所 示 , 以 z 和 zs 的 向 量 为 边 做 平行 四 边 形 , 则 它 的 通过 原点 
的 对 和 角 线 即 汶 从 原点 到 艺 ] 十 22 的 向 莉 ， 而 且 另 一 条 对 角 线 则 与 了 1 和 Za 的 闫 有 关 ， 
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从 到 zo 的 向 量 和 从 O 到 za 一 和 的 向 量 平行 且 长 度 相等 , 而 从 zs 到 zi 的 向 量 
也 和 从 O 到 zi 一 的 向 量 平行 且 长 度 相 等 . 


{w=2 二 记 
+ 


习 一 加 
图 0.5 复数 x 十 iy 的 几何 解释 图 0.6 用 平行 四 边 形 法 则 表示 复数 
加 法 和 喊 法 的 几何 解释 


车 (z, 几 天 人 0 则 我 们 可 以 用 极 些 标 来 表示 x 和 y: 
T=rcecosd, y=r7rsind, 
由 此 可 知 (如 图 0.5 所 示 ) 
T+iy=r(cos 0 十 isin 从. 
其 中 正 实数 + 表示 从 原点 到 点 (z, 的 距离 , 我 们 将 它 称 为 (zx 十 iy) 的 模 {modulus) 
或 绝对 值 (absolute value), 并 记 作 lz 十 iy|. 从 而 有 
z+iy = Vr + yy 
我 们 称 (z, 妇 的 极 角 8 为 x +iy 的 一 个 辐 角 (argument)， 考 虑 到 对 任意 整数 n， 
8 十 2nn 也 是 xz 十 iy 的 辐 前 , 所 以 我 们 将 8 称 为 > 上 + 也 的 一 个 辑 角 而 不 称 为 十 这 
的 辐 角 . 有 时 我 们 希望 对 一 个 复数 指定 唯一 的 辐 角 , 这 可 通过 规定 辐 角 必须 在 一 个 
给 定 的 长 为 2r 的 半 开 半 闭 区 间 内 取 值 即 可 . 通常 我 们 使 用 [0,2n) 或 (x,] 作为 
辐 角 的 取 值 区 间 . 特别 地 , 在 本 书 中 我 们 使 用 (-x, mj, 如果 复数 z +iy 的 一 个 辐 角 
蓝 在 此 区 间 内 , 虽 我 们 称 它 为 复数 z + iy 的 主 辐 角 (principal argument), 并 将 它 记 
作 arg(z 十 记 ), 即 若 z 十 详 关 0 且 >= lz 十 过 ,我 们 定义 arg(x 十 iy) 为 满足 以 下 条 
件 的 唯一 实数 9: 
开 一 cos 有 ， y=rsing, 一 开 妇 日 六 开 . 

我 们 认为 复数 霍 的 模 为 0, 且 辐 和 角 可 为 任意 实数 0. 

由 于 复数 z 的 绝对 值 是 一 个 线段 的 长 度 , 考察 这 些 线段 , 我 们 可 以 得 到 与 实数 
绝对 值 同 样 的 性 质 . 例如 ， 

车 z 关 0 则 | 四 > 0， | 入 一 各 | 二 |z2 一 委 |. 

从 几何 意义 上 说 , 绝对 值 |z1 一 | 是 复 平 面 上 点 z1 和 点 ;之 间 的 肛 敲 . 


0.10 共 恩 复数 


设 z=z+i, 由 > 的 共 罗 复 数 {complex conjugate) 为 复数 z= 工 一 iy. 的 几 
何 意义 为 它 与 z 关于 实 辅 对 称 , 它们 的 实 部 相同, 而 虚 部 大 小 相同 , 符号 相反, 共 顽 
复数 的 定义 表明 [5| = |z| 且 
页 干 疯 = 克 十 克 ， 如 而 一 如 可 ， 说 /由 一 大 / 西 ， 三 一 人? 


也 这 些 性 质 , 我 们 有 |z122|? = za1%9 而 如 一 加 开 加 = | 开 人 天, 故 


|za za| = | za||za|. 《0.4 
同 理 , 车 za 大 0, 则 有 |z1/zo| = jl/1z2l. 除 些 以 外 , 三 角 不 等 式 也 成 立 : 
| 和 十 季 | 扫 | 妈 | 十 1 好 |. {0.5) 


现在 来 证 明 不 等 式 (0.5). 我 们 知道 
[2 十 加 8 一 (2 十 恩 ]( 本 十 列 ] = | 十 | 癌 上 ?十 各 融 十 可 z2， 
由 于 一 个 复数 和 它 的 共 生 复 数 的 和 为 它 的 实 部 的 2 倍 , 且 一 个 复数 的 实 部 不 会 比 
它 的 模 更 大 , 所 以 有 
21B3 + Biz2 & 2x122| = 2|z1||z2l. 
因此 
[+ zl? zl? + 22l? +2lal|z2| = (lz1l + |z2))?, 
从 而 可 知 三 角 不 等 式 (0.5) 成 广 . 
若 一 个 实 系 数 二 次 方程 无 实 根 , 则 由 式 (0.3) 可 求 得 它 的 两 个 复 根 , 且 这 两 个 
复 根 互 为 共 轿 , 另 一 方面 , 若 复 数 ri 和 ra 互 为 共 固 , 令 ri 一 a+i rm = 上 一 这 ,其 
中 a 和 8 为 实数 , 则 x 和 rz 必 为 一 个 实 系数 二 次 方程 的 根 . 事实 上 ， 
trm=20 rr =o + 
此 外 , 我 们 还 有 
全 一 各) 人 (和 一 和 = 7 — (r+ ra)s + riro, 
所 以 以 ri 和 ro 为 根 的 实 系数 二 次 方程 是 


22 -2axz 二 a2 十 让 =0. 


0.11 习 题 
1 将 下 列 草 糙 写 成 种 十 下 的 形式 ， 
(a) (1 + i)? cb) 1 上 
te) TAIL + {qd) 人 十 3 一 此) 
{e) (1 + i)/(1 2) {fi + ilé 


{g) 1+i+ 讼 十 这 (bh) 十 (1 十 和 3 
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， 计 算 下 列 复数 的 绝对 和 慎 . 


(a) 1 十 i 
(e) {1 + (1 —i) 


(0) 这 + il0 


.计算 下 列 复 数 的 模 和 主 辐 角 . 


(a) 2i 

fo) 一 1 

(e) -3+ v3i 
(g) (—1+3) 
位 1/ 十 这 


分别 求 出 满足 下 列 各 等 式 的 实数 工 和 小 


(la) 王 十 启 王 到 一 这 


(0 z+ 庚 | 二 I 一 市 


(e} (zT +i/(r — i = x iy 


{a) |z| < 1 
【cy z—z=i 
(8) |z 一 让 三 |z 十 计 


， 令 f 为 实 系数 多 项 式 . 


fa) 证 明 f(z) = f{z). 


Cb) 3 十 二 
(d) 1 十 i 十 这 
(ff) 21 一 记 十 3(2 士 六 


{b】 一 各 
(q) 1 

(f) (1 +i/v2 
th) (—1— i)3 

0) {1 + 


th) z+ iy = | iyl 
(d) (x + iy)? = (z ~ iy)? 


100 
(和 于 这 = 十 亡 
k=0 


.分别 画 出 满足 下 列 各 条 忻 的 所 有 复数 z 组 成 的 集合 的 简 图 . 


fb) z+z=1 
(d) jz—1= fet 
(f) = 十 寺 = | 


(b) 由 fa) 证 明 : 车 有 非 实 司 点 , 则 F 的 所 有 非 实 零点 必 共 竹 成 对 出 现 ， 


{a} |23z 十 3 雯 工 
《Ge) lz 一 i 筷 |z 二 让 


， 分 别 画 出 满足 下 列 各 条 人 忻 的 复数 = 组 成 的 集合 的 简略 . 


fb) lz+1l<lz—1l 
(d) |z| < |2z + 1| 


. 令 久 三 (az 十 且 /{ez 十 内 ,其 中 a 8, c,d 为 实数 , 证 明 
WH= ad — be}{s ~ Bjlez + dl?. 


车 ad 一 bc > 0; 证 明 z 的 虚 部 和 w 的 虚 部 的 正 负 导 相 网 . 


基础 . 


则 Atn) 对 所 有 正 璇 数 nn 之 1 都 为 真 . 


归纳 证 阴 法 ” 令 A(n) 为 与 整数 n 有 关 的 命题 (可 能 为 真 也 可 能 为 假 ), 如 果 


[al A4(1) 为 真 ， 


0.12 数学 归纳 法 


我 们 知道 没有 最 大 的 正 整数 , 这 是 因为 对 于 任意 整数 , 总 可 以 让 它 加 1 而 得 
到 整数 十 1, 显然 上 + 1 大 于 有 所 以 说 有 无 限 多 个 正 整数 . 尽管 如 此 , 我 们 总 可 
以 从 1 开始 , 以 从 正 整 数 上 到 天 十 1 为 一 步 , 在 连续 的 有 限 步 内 到 达 任 意 预 先 给 定 
的 正 整数 . 而 这 正 是 被 数学 家 们 称 为 归 钠 证 明 (Proof by induction) 的 推理 方法 的 


(b) 对 任意 整数 下 > 1, 由 A(k) 为 真 可 得 A(k + 1) 为 真 ， 
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可 以 用 许多 非 数 学 的 方法 来 曾 述 归纳 法 的 基本 思想 . 例如 , 假设 有 一 询 玩 具 兵 
向 右 泡 限 延 伸 , 用 连续 的 号 码 给 这 些 玩具 兵 编号 , 如 图 0.7 所 示 ， 假定 它们 的 排列 
方式 司 得 如 果 任 意 一 个 玩具 兵 向 后 摔 倒 , 它 都 会 将 它 后 面 的 那个 玩具 兵 碰 倒 . 设 前 
面 那 个 玩具 兵 的 编号 为 有, 则 后 面 的 玩具 兵 的 编号 为 上 十 1, 如 图 0.8 所 示 , 那么 ， 
如 果 我 们 将 编号 为 1 的 玩具 兵 磁 倒 的 话 , 将 会 发 生 什 么 事 就 非常 明显 了 ， 同 样 , 我 
们 也 容易 知道 如 果 碰 倒 编 号 为 ml 的 玩具 兵 的 话 , 那 怒 它 后 面 所 有 的 玩具 兵 都 会 控 
倒 . 这 种 情况 恰恰 描述 了 归纳 原理 的 一 种 变形 , 这 个 变形 可 表述 为 : 若 Atnj) 为 真 ， 
且 对 任意 整数 疡 2 ni, 由 A(k) 为 真 可 得 A(k 十 1) 为 真 , 则 对 任意 n 六 mi， A(n) 
为 真 . 


我 们 用 下 和 例 来 说 明 轨 钠 证 明 法 . 

例 ” 令 A(n) 为 命题 (2mjltnp02 > 27+1?, 这 个 
不 等 式 当 n= 1,2,3 时 不 成 立 , 但 当 n = 4 时 成 并 
我 们 可 以 用 归纳 法 来 证 明 对 所 有 的 nn > 4, 这 个 不 
等 式 都 成 立 . 

我 们 将 会 证 明 对 所 有 的 有 之 1, 由 A(k) 为 真 可 
得 4tk 十 1) 为 真 . 由 命题 A(KY) 为 真 可 知 

(2kY)! 


(ED > 2*+2 (0.6) 
为 了 证 明 命 题 A(k 十 1) 为 真 , 只 需 证 明 
-和 > okt3 (0.7) 


考察 不 等 式 (0.7) 的 左边 : 
2x42)! _ Qk+F2)QE+ LR _ 2k+1. 2(2k)! 


((k + 1)0)? 优 十 1)2(8D2 K+ (kl)2 
由 于 中 十 1 > 素 十 1, 所 以 (2 十 及 1 人 二 102 > 228 人 02 而 (2k)1Y(kD2 即 为 不 
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等 式 (0.6) 的 左边 , 故 对 所 有 的 大 3 1, 若 不 等 式 (0.6) 成 立 , 则 不 等 式 (0.7) 也 成 立 . 
另外 我 们 知道 A{4) 为 真 , 故 由 归纳 法 得 , 对 所 有 n > 4, 命题 A(n) 为 真 . 
在 上 例 中 , 我 们 证 明了 对 所 有 大 > 1 若 4( 月 为 真 , 则 A(k 上 + 1 为 真 , 即便 当 
nn 二 1, 2, 3 时 ，4fn) 为 假 , 但 是 由 于 A(4) 为 真 , 所 以 对 n = 5 6 及 更 大 的 整数 ， 
4fm)] 为 真 . 
在 本 书 中 , 我 们 将 会 经 常 使 用 归纳 证 明 法 . 


0.13 习 题 
1， 对 所 有 有理 数 nn 空 1, 用 归纳 半 证 明 下 列 公 式 : 
网 nn n 全 
(a) 于 大 一 Lt, 站 加- (人 
r=1 此 二 1 k=l 


2， 车 一 个 实数 w 有 性 质 zx? = z 十 1, 用 妇 纳 法 证 明 存 在 函数 f(m)， 使 得 对 所 有 整数 n 之 1， 都 有 
ont 一 了 十 1 十 了 ro 


、 令 4(n) 表示 命题 入 r = 人 二 王 . 
一 1 
{a) 证 明 对 整数 无 写 1, 由 4 可 得 ALEk 十 二 ). 
fb} 试 说 明 为 什么 命题 “由 归 商 法 可 知 对 所 有 mm 六 1, 轧 tm) 为 真 ”本 成 空 . 
{0) 将 Atm) 中 的 链 号 改 为 一 个 不 等 号 , 使 得 对 所 有 m 1 4(n) 都 为 高 . 


[ws 


0.14 ”必要 条 件 和 充分 条 件 


在 本 书 中 我 们 会 经 常 讨论 各 种 定理 和 它们 的 证 明 , 读者 有 必要 理解 这 些 讨论 中 
出 现 的 一 些 术 语 的 意义 . 

一 般 地 , 每 一 个 定理 都 包含 一 个 或 多 个 形 如 “由 4 可 得 B” 的 论断 , 其 中 4 为 
假设 , B 为 结论 . 命题 “由 4 可 得 B” 表示 “省 4 为 真 , 则 B 为 真 ”. 我 们 有 时 候 也 
说 “4 是 B 的 充分 条 人 忻 (sufficient condition) "或 “B 是 4 的 必要 条 件 (necessary 
condition)”. 例如 , 平面 几何 中 有 一 个 简单 的 定理 : 所 有 的 等 边 三 角形 都 是 等 腰 三 
角形 . 这 条 定理 可 以 表示 为 如 下 命题 : 如 果 一 个 三 角形 是 等 边 三 角形 , 那么 它 也 是 
等 腰 三 角形 . 这 个 定理 具有 “由 4 可 得 B” 的 形式 , 其 中 A 表示 命题 “一 个 三 角形 
是 等 边 三 角形 ", B 表示 命题 “个 三 角形 是 等 采 三 角形 ” 

如 果 一 个 定理 具有 “由 4 可 得 B” 的 形式 , 则 它 的 逆 命 题 为 “由 B 可 得 4， 
而 这 个 命题 可 能 为 真 也 可 能 为 假 . 例如 命题 “所 有 的 等 边 三 角形 都 是 等 腰 三 角形 ” 
为 真 , 但 是 因为 有 一 些 等 腰 三 角形 并 不 等 边 , 所 以 “所 有 的 等 膛 三 角形 都 是 等 边 三 
角形 ”为 假 . 

如 时 定理 “由 4 可 得 B” 及 其 逆 命 是 “由 B 可 得 4* 均 为 真 , 那么 我 们 说 “4 
是 B 的 充分 必要 条 忻 (necessary and su 人 cient condition)”, 或 者 简单 地 说 成 “当量 
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仅 当 B 成 立时 4 成 立 ", 我 们 也 称 4 和 B 是 逻辑 等 价 的 ， 

为 了 证 明 两 个 命题 4 和 B 是 到 辑 等 价 的 , 带 要 证 明 “由 4 可 得 B* 以 及 “由 
吾 可 得 4 而 为 了 证 明 三 个 命题 4, B,C 是 逻辑 等 价 的 , 只 需要 证 明 由 4 可 得 B， 
由 BB 可 得 CC, 由 可 得 A, 这 是 因为 由 以 上 三 条 , 我 们 可 以 得 到 推论 ， 由 B 可 得 
A 岂可 得 BB, 由 和 4 可 得 C. 

命题 B 的 直接 证 明 法 是 指 对 B 的 成 立 进行 正面 的 逻辑 论证 ,而 命题 B 的 反 
证 法 则 为 : 假设 B 不 成 立 ( 即 非 吾 成 立 ), 并 由 此 得 出 某 个 命题 4 及 其 非 同 时 成 立 
的 推断 , 所 以 由 这 个 自 和 矛盾 的 推断 可 知 我 们 之 前 进行 的 假设 不 成 立 , 故 B 成 立 . 
例如 , 令 五 表示 命题 “没有 最 大 的 整数 ”, 我 们 用 反 证 法 证 明 5 为 真 : 假设 B 为 假 ， 
则 存在 最 大 的 整数 , 设 它 为 m% 而 ”+1 也 是 整数 且 大 于 m, 这 与 我 们 假定 n 是 最 大 
的 整数 矛盾 , 所 以 B 为 真 . 

在 本 节 的 最 后 , 我 们 给 出 一 个 和 上 例 有 关 的 令 人 惊奇 的 定理 , 读者 可 用 反 证 法 
证 明 该 定理 . 

定理 ”如果 存 在 最 大 正 款 数 刀 则 了 一 1. 


II. 关于 微 积分 的 预备 知识 


本 书 的 最 后 三 章 将 讨论 线性 代数 在 线性 微分 方程 和 微分 方程 组 中 的 应 用 , 本 章 
的 第 二 部 分 复习 在 这 些 应 用 中 需要 用 到 的 微 积 分 知识 . 我们 将 从 微分 开始 . 


0.15 导数 概念 


对 一 个 定义 在 实 轴 的 某 一 区 间 上 的 实 值 沙 数 f, 它 的 导数 是 对 了 进行 微分 (qd 让 
ferentiation) 所 得 到 的 一 个 新 函数 , 这 个 过 程 可 描述 如 下 . 
对 五 关 0, 求 得 f(z 十} 和 f(z) 这 两 个 函数 值 的 差 , 然后 用 hh 除 这 个 差 值 ， 
f(z+ . — f(x) 


由 此 得 到 的 值 称 为 差 商 (difference duotieant]， 从 几何 上 看 ， 它 表示 曲线 f 上 点 
(rz;, Fe 到 点 (zw 十 有 ,了 lz + 有 的 弦 的 斜率 . 我 们 也 称 它 为 从 x 到 x + 下 的 区 
间 上 该 沙 数 的 平均 变 北 率 (average rate of change). 
令 h 趋 近 于 零 , 即 令 ”的 值 越 来 越 小 , 我 们 观察 在 这 个 过 程 中 差 商 的 变化 情 
损 , 如 果 差 商 站 向 于 一 个 定 值 , 则 称 这 个 值 为 了 在 x 上 的 鼻 数 (derivativc), 并 记 作 
f'(z). 这 个 过 程 可 用 如 下 数学 公式 表示 : 
0) = hin {E+ -I 


14 第 0 章 预备 知识 


记号 lim 读 作 “ 当 h 趋向 于 零 时 的 极限 *, 它 表 示 导 数 了 (xz) 是 当 h 趋向 于 等 时 


差 商 的 极限 值 . 当 该 差 商 有 极限 值 时 , 称 导数 f'(z) 存在 , 并 称 画 数 f 在 > 上 可 微 
(differentiable)}, 导数 也 可 记 作 


7 四 = Dj 人 = 所 fo 
导数 y'(x) 的 几何 意义 为 曲线 了 在 点 (z, f(x)) 上 的 斜率 , 而 过 点 (z, f(z)) 且 
以 了 (wz) 为 斜率 的 直线 称 为 曲线 了 在 该 点 上 的 切线 Ctangent line) . 另外 数 产 (z) 
也 称 作 函数 了 在 xz 处 的 瞬时 变化 率 〈instantaneous rate of change) . 


导数 是 通过 微分 法 由 / 得 出 的 新 函数 , 而 微分 学 是 研究 导数 及 其 性 质 的 一 门 
学 科 . 


0.16 ”导数 的 基本 性 质 


由 导数 的 定义 可 得 以 下 基本 性 质 , 其 证 明 可 在 任何 一 本 徽 积 分 教科 书 中 找到 ， 
这 里 就 不 再 整 述 了 , 利用 这 些 性 质 可 简化 导数 的 计算 . 
{1) 常数 和 函数 之 积 的 导数 等 于 该 常数 与 该 函数 的 身 数 之 积 ”对 任意 常数 c, 有 
(ef) = cf". 
(2) 两 个 函数 之 和 的 导数 等 于 它们 的 导数 之 和 
(f +9) =f +9. 

将 性 质 (1} 和 (2) 可 合并 成 一 条 性 质 , 称 作 导数 的 线性 性 ; 
(3) 对 任意 常数 a 和 b, 有 

{af + bo) = of' + by’. 
以 下 两 条 性 质 可 用 来 求 函数 的 积 和 商 的 导数 . 
(4) 函数 乘积 的 求 导 法 则 令 f.g 表示 f 和 9g 的 积 , 则 有 

(f :9 =f:9 +f :yg 
(5) 函数 商 的 求 导 法 则 对 于 了 除 以 9 的 商 ， 在 yz 天 0 的 点 上 我 们 有 


的 -25 


下 一 个 性 质 用 来 计算 两 个 函数 和 9 的 复合 煞 数 1 og 的 导数 , 其 中 
(f og)(7) = 于 [go 
{6) 复合 函数 的 求 导 法 则 (法 令 为 复合 阔 数 f og, 则 有 
= (fog) .9. 
我 们 也 将 这 个 性 质 写 为 : 设 hy fl9tz)l, 则 
Rr) 一 站 四 人] : g(r}. 
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(7) 零 导数 定理 ” 著 某 个 函数 在 一 个 开 区 间 内 的 所 有 点 上 的 导数 均 为 零 , 则 该 
尔 数 在 此 区 间 上 的 值 为 一 个 常数 ， 


这 个 定理 表明 车 两 个 函数 在 某 个 开 
区 间 上 的 导数 相同 , 则 在 此 区 间 内 , 它们 到 041 
的 函数 值 的 差 为 一 个 固定 常数 . i 
常数 零 
0.17 ”一些 初等 函数 的 导数 本 me 
本 书 的 最 后 三 章 将 会 用 到 一 些 初等 coa kx ksin kz 
议 数 的 导数 , 表 0.1 给 出 这 些 函 数 的 导数 ， 各"” 


其 中 设 n 和 大 为 任意 非 零 实 常数 . 
可 用 0.16 节 中 的 性 质 求 上 表 中 任意 函数 之 和 、 积 , 商 及 复合 函数 的 导数 . 


0.18 ”速度 和 加 速度 


导数 在 运动 学 的 研究 中 有 重要 应 用 . 设 一 个 物体 在 一 条 曲线 上 运动 , 若 在 t 时 
刻 , 它 到 某 一 固定 点 的 位 移 为 f(t), 则 导数 F(t) 称 为 该 物体 在 t 时 刻 的 速度 , 速度 
也 是 关于 t 的 一 个 函数 , 用 vtt) 表示 . 速度 的 导数 w(t) 称 为 该 物体 在 t 时 刻 的 加 
速度 . 加 速度 是 位 移 的 导数 的 导数 , 也 称 为 二 阶 导数 , 记 作 了 "() . 例如 , 若 一 个 质 
点 在 时刻 的 位 移 为 
f(t) = sin Et, 
则 该 质点 的 速度 为 其 位 移 的 一 阶 导数 
v(t) = fF"(£) = Keos kt, 
它 的 加 速度 w(t) 是 其 位 移 的 二 阶 导数 
f° 0) = —k? ain kt. 
换言之 , 位 移 函 数 f(D = sin kt 满足 方程 
六 的 一 一 下 了 的， 
这 个 方程 称 为 简 谐 运动 的 微分 方程 . 简 谐 运动 是 指 那些 加 速度 与 位 移 成 正比 , 但 方 
向 相反 (在 方程 中 用 负 号 表示 ) 的 运动 . 函数 f(#) = eos kt 也 满足 这 个 微分 方程 . 事 
实 上 , 这 两 个 函数 的 所 有 形 如 
ft) = a cos kt + bsin kt 
的 线性 组 合 都 满足 这 个 微分 方程 , 其 中 a 和 都 是 常数 . 事实 上 , 人 们 还 证 明了 所 
有 满足 简 庶 运动 的 微分 方程 的 函数 必 是 sm kt 和 cos kt 的 线性 组 合 . 
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0.19 面积 问题 与 积分 学 的 历史 


从 本 节 开 始 , 我 们 复习 积分 学 . 积分 的 历史 可 以 追溯 到 十 希腊 时 期 . 从 那 时 起 的 
整整 两 千年 里 , 一 个 古老 的 问题 一 直 向 世界 上 的 精英 们 挑战 , 这 就 是 求 面 积 问题 : 

给 定 一 个 平面 上 的 封闭 曲线 , 求 一 个 正方 形 , 使 它 的 面积 和 该 曲线 图 成 的 区 域 
的 面积 相同 ， 

古 希 腊 人 试图 用 穷 竟 法 来 解决 这 个 问题 , 他 们 用 边 数 越 来 越 多 的 内 接 多 边 形 来 
估计 曲线 围 成 区 域 的 面积 . 阿 基 米 德 (Archimedes, 公元 前 287 一 前 212) 用 这 种 方 
法 求 得 了 贺 盘 和 其 他 一 些 特殊 图 形 的 面积 , 这 些 特殊 图 形 中 包括 了 掀 物 线 , 即 求 笛 
卡 儿 方程 y = z2 对 应 的 抛物 线 与 模 轴 上 区 间 I0,4] 之 间 的 区 域 的 面积 , 其 中 + > 0. 
这 个 区 域 在 一 个 底 边 长 为 t, 高 为 这 的 直角 三 角形 内 , 所 以 要 求 的 面积 必 小 于 此 直 
角 三 角形 的 面积 #83, 而 网 菇 米 德 证 明了 它 的 面积 恰好 等 于 343， 

在 这 之 后 , 求 面积 问题 一 直 都 没有 什么 进展 . 直到 几乎 一 千 八 百年 后 , 广泛 使 
用 精心 挑选 的 代数 符号 重新 汶 起 了 人 们 研究 古老 的 穷竭 法 的 兴趣 . 在 16 世纪 和 17 
世纪 , 诸如 Cavalieri, Toriceli, Roberval, Fermat, Pascal, Wallis 的 先驱 者 们 发 现 了 
很 多 关于 求 面 积 问题 的 零碎 结果 . 在 17 世纪 之 前 , 穷 竟 法 逐渐 地 变 成 了 今天 人 们 
所 熟知 的 积分 法 , 积分 法 是 用 于 计算 由 曲线 围 成 的 平面 图 形 的 面积 和 由 曲面 围 成 的 
立体 图 形 的 体积 的 一 种 系统 方法 . 

牛顿 (Isaac Newton, 1642 一 1727) 和 革 布 尼 世 (Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646 一 
1716) 两 人 是 公认 的 积分 学 的 发 现 者 , 他 们 最 主要 的 贡献 在 于 统一 了 前 人 的 工作 成 
时 并 建立 了 积分 和 微分 之 间 的 联系 . 

正如 导数 是 微分 学 最 基本 的 概念 一 样 , 积分 (integral) 是 积分 学 中 最 基本 的 概 
念 . 阿 基 米 德 关 于 抛物 线 面积 的 结果 用 积分 的 语言 可 以 描述 为 ; 


z? 的 从 0 到 的 积分 为 3 


t 1 
/ rdr = -1. 
0 3 


记号 了 拉 伸 的 字母 8, 而 8 是 “和 ”的 拉丁 语 单词 的 首 字母 ) 称 为 积分 号 {integral 
sign), 它 是 由 Leibniz 在 1675 年 引入 的 . 这 个 记号 提醒 我 们 , 抛物 线 面积 的 计算 是 
通过 求 许多 高 为 22、 宽 为 dz 的 细 长 矩形 的 面积 之 和 得 到 的 . 记号 dx 表示 zx 的 微 
小 改变 , 而 这 个 计算 出 3t3 的 过 程 称 为 求 积 (integration). 在 积分 号 帝 边 的 数字 0 
和 芋 称 为 积分 限 (limit}. 我 们 必须 特别 指出 ， i z2dz 是 一 个 整体 , 就 好 像 字典 里 描 
述 lapidate 一 词 时 不 会 把 它 分 成 lap, id 和 ate 一 样 . 


用 代数 符号 可 以 记 为 
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0.20 ”用 积分 法 构造 新 函数 


尽管 积分 法 是 因为 计算 面积 而 发 明 的 , 但 是 它 的 必用 决 不 仅仅 在 于 计算 面积 ， 
它 也 可 以 用 来 计算 弧 长 , 体积 、 功 、 平均 值 . 概率 等 量 ， 考 虚 到 本 书 不 是 一 本 介绍 
微 积分 的 书 , 我 们 不 给 出 积分 的 定义 , 而 只 是 将 它 看 作 由 已 知 函 数 生成 新 函数 的 过 
程 . 假设 有 一 个 0.17 节 表 0.1 中 的 初等 函数 f(z), 则 它 的 积分 三 flz)dz 是 一 个 关 
于 积分 上 限 t 的 新 函数 , 我 们 用 A(#) 表示 ， 


4 人 = / Frzjdz。 


其 中 rr) 称 为 被 积 函 数 (integrandj， 若 

被 积 函 数 ffz) 在 区 间 [a,4 上 非 负 , 那么 

我 们 可 以 将 4 人 看 作 f(x) 的 面积 函数 被 积 丽 数 了 (x) 
(area function), 该 函数 在 上 处 的 值 等 于 曲 常数 


表 0.2 
积分 A(D) = 把 f(z)dz 
ct 


线 y = f(z) 和 区 间 le, 之 间 的 区 域 的 en tai 十 了 ,车 交 天 一 1 

面积 . sin kr (1 ~ cogkt)j jk 著 上 及 关 0 
表 人 .2 列 出 了 本 书 最 后 三 章 中 将 要 用 So kr (in Rt}/k, 蒋 天 天 和 

到 的 一 些 初等 函数 的 积分 , 对 于 被 积 函 数 人” 一世 /着 二 天 0 


为 非 仙 的 任意 区 间 ,以 及 使 被 积 函数 连续 “一 人 + QT+ 多 = > 
的 任意 区 间 10,4], 这 些 积分 公式 都 成 立 . 


0.21 积分 的 基本 性 质 


积分 的 以 下 基本 性 质 可 以 用 来 简化 积分 的 计算 . 

GD 大 Flzjaz= 上 Foldz- 大 六 dz 

(2) 广 cf(z)dz 二 c 族 了 (zdz, < 为 任意 常数 . 

(3) {f(z) + g(r)}dz = fo f(z)dr + fo g(x)dz. 

性 质 (2) 和 (3) 可 以 合并 为 一 条 性 质 , 叫 作 线 性 性 (linearity), 即 函 数 的 线性 组 
合 的 积分 等 于 这 些 销 数 的 积分 的 相同 的 线性 组 合 : 

(4) fi{of(z) + bo(z)}dz = fi f(x)ar + b fo g(r)dz. 

(5} 比较 性 质 车 a < 5, 且 在 区 间 [a, 相 上 都 有 f(x) < gw) 则 f fv)dzr < 
pf g(rwyds. 

这 意味 着 | 及 Flzjdzls [1f(z)ldz. 

以 下 两 个 定理 建立 了 积分 和 微分 之 间 的 联系 . 
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(6) 微 积分 第 一 基本 定理 

著 A(t) 二 让 flz)dz, 其 中 必 是 一 个 常数 , 则 在 了 的 所 有 连续 点 上 导数 水 伯 存 
在 且 等 于 了 (日 

言 之 , 若 被 积 函 数 连 续 , 则 它 的 积分 作为 积分 上 限 上 的 函数 可 导 , 且 它 的 导 

数 A(#) 等 于 被 积 函数 在 此 上 限 上 的 值 . 

(7) 微 积 分 第 二 基本 定理 

车 一 个 连续 的 被 积 函 数 f(z) 是 某 个 函数 PT) 的 导数 , 则 积分 族 了 zr)dx 等 于 
P(x) 在 上 限 t 和 下 限 a 上 的 值 之 差 P(t) 一 Pla). 

换言之 , 若 被 积 画 数 是 另 一 个 函数 的 导数 , 则 积分 运算 简化 为 减法 运算 : 


f P'(z)dz = PL) — Pla). 
这 个 重要 定理 将 积分 的 计算 简化 为 寻找 一 个 函数 , 使 它 的 导数 怡 好 为 被 积 函 数 . 上 
式 也 可 写 为 如 下 形式 : 

P{D = Pla) + P'{z)dz, 
由 此 式 可 知 , 函数 由 它 在 一 个 定点 上 的 值 Pla) 和 它 在 一 个 区 间 上 的 导数 完全 决定 . 
特别 地 , 若 它 的 导数 在 a 和 + 之 间 的 区 间 上 满足 P'(z) = 0, 则 P(t) = Pla). 换 言 
之 , 车 一 个 函数 在 某 个 区 间 上 的 导数 恒 为 零 , 则 它 在 该 区 间 上 是 常数 . 这 就 是 0.16 
节 中 所 提 到 的 零 导 数 定理 ， 

对 和 飞 积 f .9 的 导数 用 微 积分 第 二 基本 定理 , 有 


f :0as = F090) ~ f(a)glo), 
因为 我 们 有 函数 积 的 求 时 公式 (f.9)' = f.g + 了 .9, 因此 上 式 可 表示 为 下 述 形式 ， 
(8) 分 部 积分 公式 /f(s)g (2)az = 7105 - f(a)9(@) ~ [go)f (ede. 


0.22 指数 函数 


本 书 第 8 章 和 第 9 章 的 内 容 与 指数 函数 e 密切 相关 , 读者 需要 了 解 指数 函数 
ez. 指数 函数 常 被 称 为 最 重要 的 实 值 初等 函数 . 对 于 实数 x, 我 们 有 儿 种 方式 来 定 
义 er, 其 中 之 一 是 先 用 积分 定义 自然 对 数 : 对 于 y > 0， 


YY 
lIny =/ Lay, 
1 江 


然后 定义 指数 函数 为 对 数 函 数 的 道 函 数 , 即 由 x = lny 来 定义 y = e*. 而 另 一 种 方 
式 用 客 级 数 来 定义 e=; 


De 

我 们 知道 , 上 式 对 所 有 实数 z 收敛. 

斯 有 这 些 定义 指数 函数 的 方式 都 是 等 价 的 , 虹 由 它们 所 定义 的 指数 函数 具有 相 
同 的 基本 性 质 ， 本 节 简 要 地 介绍 这 些 性 质 , 下 一 节 将 把 指数 函数 推广 到 复数 域 上 ， 
使 e 对 所 有 复数 z 都 有 意义 . 在 第 9 章 中 , 指数 函数 的 概念 甚至 推广 到 指数 矩阵 . 

下 述 为 实 指 数 函 数 的 基本 性 质 , 

(1L) en =1. 

(2) 指数 律 【law of exponents) 对 所 有 实数 x 和 y, ezey = e+Y. 

(3) 求 导 公式 若 f(x) = 是, 则 f(z) = 7. 

即 指数 函数 的 导数 与 自己 相同 . 满足 方程 F(z) = f(z) 的 最 普遍 的 函数 就 是 
了 (2) = ce*, 其 中 c 为 常数 . : 

{4) 恒 焉 性 (positivity) 对 所 有 实数 z, e* > 0. 

(5) 与 自然 对 数 的 关系 ” 若 y > 0, 则 当 且 仅 当 x = lny 时, y = e7”. 

(6) 等 级 数 表 示 。 对 所 有 实数 z, 有 


er = 》 一 
nt 


n=0 


0.23 复 指 数 


我 们 可 以 对 指数 进行 推广 , 从 而 使 得 对 任意 给 定 复数 z, e* 都 有 意义 . 
定义 ” 邻 z=w 十 记 , 我 们 定义 ez 为 下 式 给 出 的 复数 : 
er = es (cosy + isin?), 
注意 到 当 y = 0 时 , ez = em, 所 以 当 z 为 实数 时 , e* 和 实 指数 函数 的 定义 一 致 . 
由 定义 也 可 推出 指数 律 . 
定理 0.3 ”给 定 任意 复数 口 和 已 有 


eaeb 一 eis {0.8} 


证 明 设 a= z+iy,58 二 如 十 iv, 则 
er =e™(cosy +ising), et =e*(cosv +tisindy), 
它们 的 积 为 
eet = erer[{cosy cosy — sinysinv) + itcosysinv 十 sinycosz]]- 
由 三 角 函 数 的 加 法 公式 和 实 指数 函数 的 指数 律 有 
eael 一 est [cosly + vw) + isin(y + wo)), 


故 式 (0.8) 得 证 . 口 
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复 指数 函数 具有 一 些 实 指 数 函 数 没 有 的 性 质 . 例如 , 车 z 为 实数 , 则 当 且 仅 当 

z 二 0 时 , ez = 1, 但 是 对 于 复数 ,着 对 z = 十 过, 7 二 1, 则 
ecosy=1, e”siny= 0. 
因为 ex 不 可 能 为 零 , 故 当 且 仅 当 siny 二 0 时 , e* siny 二 0, 所 以 y = 2nx, 其 中 尺 
为 整数 . 即 当 且 仅 当 z = 2nxi 时 ， 
es 一 二 ， 

其 中 了 为 整数 ， 

实 指数 总 是 正 的 ， 但 是 复 指数 可 能 为 负 , 例如 eri = cosm +isinam = -1. 

由 于 正弦 函数 和 余弦 函数 是 以 2x 为 周期 的 周期 函数 , 所 以 复 指数 函数 的 周期 
为 2ri, 即 ez*2ni = er. 事实 上 , 因为 em = 1, 由 指数 律 即 得 er+2ri -ere2m 二 gx. 


0.24 复数 的 极 坐 标 形式 
在 0.9 节 中 , 我 们 知道 所 有 的 非 零 复数 z= 二 z+iy 都 可 以 用 极 举 标的 形式 表示 ; 


Z 一 几 十 启 一 ?fcos 日 十 isin 内 ， 
其 中 ”= |zj, 8 = argz. 用 复 指数 , 我 们 可 以 将 它 进一步 简化 为 
z= reid, 
我 们 将 它 称 为 z 的 极 坐标 形式 (polar form). 因为 复 指数 的 周期 为 2ni, 当 将 角 9 替 
换 为 arg z 与 2r 的 任意 整数 倍 之 和 时 , 此 等 式 仍 然 成 立 . 
当 我 们 进行 复数 的 乘法 时 , 极 坐 标 形 式 特 别 有 用 . 例如 , 当 我 们 计算 两 个 用 极 
坐标 形式 表示 的 复数 z 和 ww 时 , 设 


z= 二 Tre, w= Heit, 


则 它们 的 积 为 
zn = (reis)(Rei?) = rReitdto. 
也 就 是 说 , 当 两 个 复数 相 乘 , 我 们 将 它们 的 模 相 乘 , 轻 角 相 加 . 
复 指数 也 可 以 用 来 求 三 角 公 式 . 例如 , 设 z 的 模 为 1, 则 z = ei* = cos 8 十 isin4. 
从 而 对 任意 正 整 数 n, 都 有 
z" = ei? = cosngd + isinng, 

即 

(cos 0 + isind)" = cos nd + isinng. 
为 了 纪念 数学 家 Abraham de Moivre (1667 一 1754), 我 们 将 这 个 公式 称 为 de Moivre 
公式 . 用 该 公式 ,我们 可 以 简单 推导 关于 正弦 和 余弦 的 多 倍 角 公式 . 例如 , 当 m”= 3 
时 , de Moivre 公式 可 以 写成 

(cos 0 十 ising3 = cos 30 + isin 38, 
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用 二 项 式 公式 fo 十 本 3 = 中 二 342b 二 3aB 十 防 展开 上 面 等 式 的 左边 , 其 中 令 a = cos0， 
5 二 isin 9, 然后 将 实 部 和 虚 部 分 开 , 我 们 有 
{cosH + isind)3 =cos30— 3cosdsin 8 + i(3c082 08ind — sin? O), 
因为 两 个 复数 相等 的 充 要 条 件 是 它们 的 实 部 和 虚 部 分 别 相等 , 所 以 得 
cos30 一 cos 站 一 3cosfasin20， sin30 = 3c08 08ing — sin’#f, 
由 Pythagoras 恒等式 sin?2 8 十 cos28 = 1, 我们 用 1 一 cos?6 蔡 换 上 式 中 所 有 的 sin2 06, 
则 有 
cos30 一 4oos30 一 3cosb， sin38 = sing(4cos2 8 — 1). 

这 个 结论 告诉 我 们 cos 30 是 cos8 的 一 个 三 次 多 项 式 , 而 sin 38 是 sin8 绩 上 一 
个 cos9 的 二 次 多 项 式 . 类 似 地 , 我 们 也 可 证 明 , 对 任意 整数 m > 1, cosn8 是 eos 
的 二 次 多 项 式 , 而 sinnB 是 sin8 葬 以 一 个 cos8 的 m -1 次 客 项 式 ,， 具体 的 公式 可 
通过 用 二 项 式 定理 把 (cos9 十 isin 四 " 展开 , 并 用 1 一 cos?8 蔡 换 所 有 的 sin?* 6 得 到 ， 


0.25 “” 畦 级 数 和 函数 级 数 
一 个 形 如 ee 二 etz 二 eaz2 十 .的 无 穷 级 数 称 为 关于 x 的 震级 数 (power series). 
我 们 也 将 这 种 形式 简洁 地 写成 2 cx*, 其 中 cx 称 作 它 的 系数 若 和 所 有 的 系数 


cx 都 是 实数 , 则 存在 一 个 开 区 间 (7,7), 使 得 当 |x| < 时 , 该 级 数 收 伍 , 当 [z| > 7 
时 , 该 级 数 发 散 , 这 个 区 间 称 为 此 级 数 的 收效 区 间 (interval of convergence). 7 可 以 
为 堆 , 此 时 该 级 数 仅 当 z = 0 时 收 租 ; > 也 可 为 无 穷 大 , 此 时 该 级 数 对 所 有 的 实数 
收 合 . 

在 收敛 区 间 内 , 级 数 的 和 定义 了 一 个 关于 x 的 函数 : 


纪 9 
f(x) = > ca = lim > cp, 
+ 
k=D R=D 


这 个 函数 具有 关于 多项式 的 许多 性 质 , 例如 , 导数 f'(x) 存在 , 并 可 由 对 级 数 逐 项 求 
导 而 得 : 


Pr = kevztrl 
中 二 1 


车 [e. 引 是 F(z) 的 收 敏 区 间 的 一 个 子 区 间 , 则 积分 f(z)dz 可 由 对 级 数 逐 项 求 积 
而 得 : 


b oo b 
/ flx)dzr = > f Tsdz- 
= kD “9 
在 本 书 以 后 的 音节 中 我 们 会 过 到 两 个 重要 的 级 数 : 几何 级 数 (geometric series) 
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1 be | 

kh 

1 一 了 > 

k=0 
与 指数 级 数 {exponential series) 

Co rn 

=》 
元 二 人 0 


我 们 知道 几何 级 数 对 |z| < 1 收敛 , 指数 级 数 对 所 有 实数 x 都 收 化. 
在 第 10 章 中 , 我 们 还 会 见 到 更 一 般 的 在 某 个 区 间 上 具有 一 致 收 钱 性 (wniform 


convergence) 的 形 如 二 wk(z) 的 级 数 . 级 数 在 某 个 区 间 T 上 一 致 收敛 的 一 个 充分 


条 件 为 , 该 级 数 的 所 有 项 的 绝对 值 在 该 区 间 上 以 一 个 收 敏 的 正常 数 级 数 的 对 应 项 为 
上 界 , 即 对 了 中 所 有 的 x, 有 |wr(z)| < Mi, 其 中 所 有 Mi 都 是 正常 数 , 且 二 xx 


站 人 皱 . 以 下 两 条 关于 一 致 收 伍 级 数 的 重要 性 质 在 第 10 章 中 将 会 用 到 . 
(a) 若 每 一 个 函数 w(x) 在 工 中 的 点 zo 上 都 连续 , 则 和 函数 


flz) = 》 afz) = Jim DE 
大 二 说 二 Q 
在 zo 上 也 连续 , 且 flz) 在 zx 一 zo 时 的 极限 可 由 对 级 数 的 所 有 项 求 极限 而 得 : 
dm Duk) = > lm ux(z) = DS wn (ro). 
=Q 志 二 悦 天 一 口 


(b) 如 果 每 一 个 函数 从 人) 在 区 间 [和 上 都 连续 , 则 和 函数 的 积分 可 由 对 级 数 
逐 项 求 积 而 得 ; 


f Jidz 一 二 UplE) dz. 


0.26 习 题 


- 令 ffm) = v3 一 2x2 十 3x 十 1, 求 了 的 图 像 上 的 所 有 点 , 使 得 在 这 些 点 上 的 切线 平行 于 * 轴 . 

. 令 f(z) = 2 十 az 十 b, 其 中 和 8 为 常数 , 求 所 有 的 a 和 的 值 , 使 得 直线 y 一 22 尾 了 在 点 (2, 和 4) 
上 的 切线 . 

. 求 所 有 o, 六 c 的 值 , 使 得 f(z) = x2 十 08 十 和 gfw) = 23 一 e 在 点 (1,2) 相 交 且 它 们 在 该 点 的 切线 
相同 . 

. 飞 标 发 射 之 后 + 秒 叶 春 离 地 面 高 度 沁 了 [) = 144 一 16t2, 其 中 0 所 +t 安 人 9 
(a) 画 出 7 的 图 像 . 
fb) 将 飞 标的 速度 表 示 成 时 间 宇 的 函数 . 
(c) 证 明 当 飞 标 到 达 最 高 点 时 其 速度 为 零 ， 
人 d) 证 明 飞 标的 加 速度 为 常数 . 

- 设 zw> 0, 令 fz) = (nw)/fz. 


ti 一 


El 


心 


SPL 
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fa] 西 出 了 在 区 间 0 < x < 上 的 简 图 , 并 分 别 描述 满足 (I) > 0 的 点 zx 和 fw) > 日 的 点 z. 
fb) 求 常数 c, 使得 对 所 有 + > 0, [7 flz)ds = elln#)2. 

(0) 设 真 线 y = mz 是 了 在 点 fa, Fra)) 处 的 切线 , 用 e 表示 m 及 点 fa, Fa) 的 值 . 

(9) 用 e 表示 实数 5 > 1, 使 得 了 平分 以 点 (0, 站 (8B,00), (5, 了 (5)) 为 项 点 的 三 角形 的 面积 . 

， 令 fiw} = 二 3 十 J eft 十 jdt, 不 直接 求 此 积分 , 求 一 个 三 次 多 项 式 p(w), 使得 pl0) = (D0), p'(0) = 
FO0), pO0) = f(D, pO) = FO). 

.函数 f 对 所 有 实数 z, 59 满足 两 数 方 程 

fit = Fr) + FN) + xy. 


fa) 证 明 f(0} = 0. 
[b) 令 九 关 0, 证 明 


Det 1 一 二 一) + 
并 用 此 等 式 证 明 著 7'{0) 存在 , 则 对 所 有 的 z, 了 (zx) 都 存在 , 上 f(z) = 户 (0 十 区. 
， 令 f(z) 二 /0 9( 相 costx 一直 其 中 g 是 一 个 给 定 的 在 侍 意 点 都 可 微 的 函数 . 

(9) 证明 F(x) = g(2) 一 J0 9(t) sin{z — t)dt. 

[提示 !: cos(a 一 及 = cog acosb 二 sinaeinb. ] 

fp) 求 满足 (2) 十 fT) 二 agffg) 十 bg(w) 的 常数 a 各. 

.用 0.34 节育 绍 的 de Moivre 公式 证 明 以 下 各 公式 ， 


(a) cos 4T = Bcopt x ~ co8? z+ 1. 


人 fb) sin dy = sinr{8 cos3 £ — 4cos 了. 


{c) 证 明 (a) 和 (b) 可 通过 微分 相互 推导 . 


第 1 章 向 量 代 数 


1.1 历史 背景 


早 在 古 希 腊 时 期 , 人 们 就 已 经 开始 用 数 来 表示 直线 上 的 点 了 . 到 了 17 世纪 , 笛 
卡 儿 进一步 拓展 了 这 一 想法 , 他 用 数 对 来 表示 平面 上 的 点 , 用 数 的 三 元 组 来 表示 空 
间 中 的 点 . 用 这 种 方法 , 他 建立 了 解析 几何 . 在 解析 几何 中 , 我 们 用 坐标 的 代数 关系 
表示 几何 图 形 的 性 质 . 

贯穿 其 历史 , 解析 几何 和 微 积分 一 直 以 来 都 是 密 不 可 分 的 , 它们 之 中 一 个 领域 
取得 的 进展 往往 会 促进 男 一 个 领域 的 发 展 . 在 曲线 上 画 切 线 的 问题 促成 了 微分 学 的 
发 展 , 而 平面 上 求 曲 线 所 包 转 的 面积 问题 义 促 成 了 积分 学 的 发 展 . 

随 着 这 些 成 就 的 取得 , 人 们 同时 也 获得 了 力学 和 数学 物理 方面 的 进展 . 1788 年 
Joseph-Louis Lagrange{1736 一 1813) 出 版 了 他 的 著作 《分 析 力 学 》(Méchanigue ana- 
iytigue), 在 这 本 书 中 , 他 向 人 们 展示 了 解析 方法 为 力学 研究 带 来 的 灵活 性 和 巨大 的 
作用 . 在 19 世纪 , 爱尔兰 数学 家 William Rowan Hamilton 引入 了 四 元 数 (quater- 
nion) 理论 , 这 种 理论 在 当时 提供 了 一 种 理解 代数 和 物理 的 新 方法 和 新 视角 . 主要 是 
通过 J. W. Gibbs{1839 .1903) 和 O. Heaviside(1850 1925) 的 努力 , 四 元 数 分 析 和 
笛 卡 儿 几 何 的 优良 特性 得 以 结合 , 并 由 此 催生 了 一 门 称 为 向 量 代 数 (vector algebra) 
的 新 学 科 . 人 们 也 很 快 就 认识 到 向 量 是 研究 和 简化 几何 和 物理 中 许多 重要 思想 的 理 
想 工具 . 本 章 讨论 向 量 代 数 的 基本 概念 和 基础 理论 , 第 2 章 将 讨论 向 量 代数 在 解析 
几何 中 的 应 用 . 

可 以 用 三 种 不 同 的 方法 引进 向 量 代数 : 几何 方法 , 解析 方法 和 公理 化 方法 . 若 
用 几何 方法 , 我 们 用 有 向 线段 或 入 头 来 表示 向 量 , 关于 向 量 的 加 法 , 减法 以 及 实数 
与 向 量 的 冬 法 等 代数 运算 也 将 通过 儿 何 方法 加 以 定义 和 研究 . 

若 用 解析 方法 , 我 们 将 只 用 数 来 表示 向 量 和 向 量 运算 , 这 些 数 称 为 分 量 . 向 量 
运算 的 性 质 则 可 由 对 应 的 数 运算 性 质 推 得 . 通过 引入 坐标 系 , 向 量 的 几何 描述 可 自 
然 地 转化 为 解析 描述 . 

车 用 公理 化 法 , 我 们 完全 不 关心 向 量 及 其 代数 运算 的 性 质 , 而 是 将 它们 看 作 未 
定义 概念 (undefined concept), 对 于 未 定义 概念 , 我 们 只 知道 它们 满足 一 组 公理 . 我 
们 称 这 个 满足 一 组 预先 选 定 的 公理 的 代数 系统 为 线性 空间 (linear space) 或 线性 向 
最 空间 (linear vector space). 我 们 可 在 所 有 的 数学 分 支 中 找到 线性 空间 的 例子 , 很 
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多 这 样 的 例子 将 在 第 3 章 中 讨论 . 有 向 线段 代数 系统 和 由 分 量 定义 的 向 量 代数 系 
统 仅仅 是 线性 空间 的 两 个 例子 而 已 ， 

从 公理 化 的 视 第 来 研究 向 量 代数 或 许 在 数学 上 是 最 令 人 满意 的 途径 , 这 是 因 
为 用 这 种 方法 的 话 , 向 量 的 描述 完全 没有 用 到 上 坐标 系 或 任何 特别 的 几何 表示 . 我 们 
也 正 是 用 这 种 方法 在 第 3 章 及 以 后 各 章 中 介绍 本 书 的 主 变 议题 -一 - 线性 代数 的 
基础 . 

在 本 章 中 , 我 们 主要 使 用 解析 法 , 同时 也 会 用 有 高 线 眉 来 从 几何 的 角度 解释 许 
多 相关 结果 , 我 们 尽量 不 在 证 明 中 使 用 坐标 . 因此 本 章 可 用 来 帮助 读者 熟悉 线性 空 
间 的 重要 实例 , 同时 也 为 将 在 第 3 章 中 介绍 的 抽象 方法 建立 基础 . 


1.2 ” 实 n 元 组 组 成 的 向 量 空 间 


旱 在 17 世纪 , 币 卡 儿 就 开始 用 数 对 (ai,aa) 来 定位 平面 上 的 点 , 用 三 元 组 
{a1 aa; as) 来 定位 室 闻 中 的 点 . 到 了 19 世纪 , 数学 家 A.， Carley(1821 一 1895】 和 
H. G. Grassmann(1809 一 1877) 意识 到 三 元 组 远 不 是 这 种 表示 法 的 极限 . 我 们 可 以 
把 它 推广 到 四 元 组 (a1,a2,a3,04) 以 及 更 一 般 的 元 组 

(a1, aa ;Cn), 

其 中 n > 1, 这 样 的 n 元 组 称 为 n 维 点 或 n 维 向 量 , 我 们 称 这 = 个 数 aol, a2,.…， 
an 为 该 点 的 坐标 或 该 向 量 的 分 量 . 所 有 的 ” 维 向 量 组 成 的 集合 称 为 n 维 宝 间 或 
元 组 组 成 的 向 量 空 间 , 用 记号 民 ”* 表示 , 其 中 隐 表示 该 空间 中 向 量 的 分 量 均 为 实数 . 

研究 高 维 空间 并 不 仅仅 是 为 了 推广 笛 卡 儿 坐 标 , 它 还 提供 了 自然 描述 用 景 多 三 
维 坐 标 无 法 表示 的 问题 的 方法 . 例如 , 物理 中 肇 画 某 些 事 件 不 能 仅 用 空间 的 三 个 坐 
标 , 还 得 用 到 时 间 举 标 , 因此 , 每 一 个 这 样 的 事件 都 有 一 个 Rt 中 的 点 与 之 对 应 . 人 
们 经 常 磁 到 有 好 儿 个 自由 度 的 系统 以 及 牵涉 到 大 量 齐 次 方程 的 问题 , 车 使 用 合适 的 
n 维 空间 中 的 向 量 并 将 这 些 方程 用 一 个 向 量 方 程 来 代替 的 话 , 这 些 问 题 将 会 变 得 易 
于 分 析 . 不 仅 如 此 , 研究 更 通用 的 ns 维 空间 使 我 们 能 将 一 维 、 二 维和 三 维 等 空间 的 
许多 性 质 统 一 起 来 , 也 就 是 说 我 们 能 获得 与 维 数 无 关 的 空间 的 性 质 , 这 种 求 一 般 问 
题 的 通用 解法 的 思路 也 是 现代 数学 的 重要 精神 . 

虽然 当 n == 1, 2, 3 时 ,都 有 恰当 的 兄 何 图 形 促 使 我 们 使 用 一 维 、 二 维和 三 维 
向 量 , 并 帮助 我 们 描绘 这 些 概念 , 但 是 当 n > 3 时 , 就 找 不 到 这 样 的 几何 图 形 了 , 因 
此 , 高 维 空间 向 量 代数 的 研究 必须 完全 通过 解析 的 方法 进行 . 

本 章 中 , 我 们 用 大 写字 母 4, B,C,… 来 表示 向 量 , 用 小 写字 母 a, 6, ec … 来 
表示 分 量 , 例如 


4 = [aly aa ;an). 


为 了 将 R* 转化 为 一 个 代数 系统 , 我 们 引入 向 量 的 相等 、 加 法 和 纯 量 乘 法 的 概 
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念 . 纯 量 (scalar) 一 词 在 这 里 作为 实数 的 同义词 使 用 , 它 是 Hamilton 由 stair 或 
scale 的 拉丁 语 引 入 的 . 

定 尽 设 有 A 和 有 日 为 及 * 中 两 个 向 量 , 车 它们 的 各 分 量 分 别 相 等 , 则 称 4 和 
BB 相等 , 即 , 设 入 二 (m1;02, an 日 一 (1;bz,' ,bn), 向 重 等 式 A = BB 与 如 下 
n 不 纯 量 等 式 等 价 : 

Ql 二, 02 一 ba, "" an = bn, 
六 与 晴 的 和 及 十 日 为 将 它们 的 对 应 分 量 分 别 相 加 所 得 的 向 量 : 
六 十 BB 二 (61 十 如 ;83 十 Ba ,Qn + bn). 
著 c 为 一 纯 重 , 则 我 们 定义 及 和 的 纯 量 来 法 为 将 c 与 及 的 所 有 分 至 相 豪 所 得 
的 向 量 , 并 特 它 记 为 c 骨 或 Ac: 
cC 胡 一 (ealet2; :can)， 
由 上 述 定 义 易 得 如 下 性 质 . 
定理 1.1 向 量 加 法 满足 交接 律 ， 
太 十 B=B+A4，, 


也 满足 结合 律 ， 
A+{(B+O=(A4+B)+C. 
纯 量 沫 法 满足 结合 律 ， 
cfd4) = {cd)A, 
并 满足 如 下 两 条 分 配 律 ， 
cA+1B)=cATcB, {c+d)A=cA+dA. 口 


分 量 全 为 零 的 向 量 称 为 牧 向 最 (zero vector), 记 为 口 , 它 具 有 如 下 性 质 : 对 任意 
向 量 4, 4+OD=4, 即 口 是 向 量 加 法 的 单位 元 , 我 们 将 向 量 (-1)4 记 为 -4, 并 
称 它 为 A 的 负 元 (negative). A 与 BB 的 负 元 之 和 称 为 4 和 互 的 差 , 记 作 4 - B. 
因为 (4 十 B) 一 B= 有 A, 所 以 减法 是 加 法 的 道 运算 ., 注意 到 对 任意 4, 都 有 有 04= 口 
以 及 14= 有 A. 

细心 的 读者 可 能 已 经 注意 到 二 维 空间 中 的 向 量 和 复数 非常 相似, 它们 都 被 定义 
为 有 序 实数 对 , 并 且 它 们 的 加 法 也 完全 相同 , 因此 , 当 我 们 只 讨论 加 法 时 , 复数 和 二 
维 向量 在 代数 意义 上 是 相同 的 , 仅 当 我 们 引入 乘法 时 , 它们 才 会 有 所 区 别 . 

复数 的 乘 法 继承 了 实数 乘 法 的 许多 性 质 . 例如 , 车 两 个 复数 之 积 为 零 , 则 其 中 
至 少 有 一 个 为 零 , 这 个 性 质 在 用 因 式 分 解法 求解 多 项 式 方 程 时 于 分 有 用 . 然而 , 人 
们 已 经 证 明了 当 n > 3 时 , 无 法 在 同时 满足 上 述 性 质 及 交换 律 、 结 合 律 、 分 配 律 的 
前 提 下 在 Rn” 中 引入 乘法 . 但 是 在 Rr 中 仍然 存在 满足 其 中 某 些 性 质 的 几 种 乘法 ， 
这 些 匀 法 将 各 自在 不 同 的 应 用 中 起 作用 . 例如 , 在 1.5 节 中 , 我 们 会 讨论 Er 中 两 个 
向 量 的 点 积 , 这 种 革 法 的 结果 是 一 个 纯 量 , 而 不 是 一 个 向 量 , 我 们 会 看 到 两 个 非 零 
向 量 的 点 积 可 能 为 零 ， 另 一 种 称 为 叉 积 的 匀 法 将 在 2.10 节 中 讨论 , 这 种 乘法 仅 当 
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n 二 3 时 有 意义 , 它 的 结果 仍然 是 一 个 向 量 , 不 过 叉 积 不 满足 交换 律 . 此 处 , 两 个 非 
替 向 量 的 叉 积 也 可 能 为 等 . 


1.3 一 和 3 时 宇 维 向 量 的 几 何 措 述 


尽管 上 述 定义 与 几何 完全 无 关 , 不 过 三 维 或 三 维 以 下 空间 中 的 向 量 及 其 运算 具 
有 非常 有 趣 的 几何 措 述 . 我 们 会 在 二 维 空间 中 用 图 形 来 说 明 这 些 概念 , 并 希望 读者 
在 三 维 及 一 维 空间 中 给 出 这 些 概 含 的 几何 描述 . 

设 4，B 为 空间 中 的 两 点 ， 若 我 们 将 
其 中 一 点 4 看 作 起 点 , 将 另 一 点 B 看 作 | 
终点 ， 则 我 们 可 以 称 这 对 点 为 一 个 几何 向 中 二 ) 
量 (geometric vector), 称 4 为 始点 , 称 吾 为 
终点 . 我 们 在 图 像 上 用 从 4 到 B 的 有 向 线 
段 表示 这 个 几何 向 量 , 如 图 1.1 所 示 , 并 将 这 
个 向 量 记 为 AB. 及 {始点} 

用 几何 向 量 表 示 诸如 力 、 位 移 、 速 度 、 图 11 从 么 到 号 的 几何 向 量 A 
加 速度 等 既 有 大 小 又 有 方向 的 物理 量 非常 
方便 , 有 向 线段 的 长 度 表 示 该 物理 量 的 大 小 ， 
而 有 向 线段 的 指向 则 表示 它 的 方向 . Hamiiton 最 先 从 Carrier 的 拉丁 语 中 引入 了 向 
置 (vector) 这 个 词 来 表示 既 有 大 小 又 有 方向 的 数学 量 . 

假设 我 们 引入 以 口 为 原点 的 坐标 系 , 图 1.2 给 出 两 个 几何 向 量 及 B 和 CB 的 
表示 , 其 中 请- 4A = D -CC. 若 几 分 量 表 示 , 我 们 有 


ia =d eo, 且 bz — gq2 = do — 02. 


图 1.2 AEB 与 GD 等 价 ,因为 B-_-A=D-C 
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比较 图 1.2 中 的 两 个 直角 三 角形 , 我 们 看 到 表示 4B 和 CB 的 有 向 线段 的 长 度 
相等 , 而 且 它 们 平行 且 指 向 相同 , 所 以 我 们 称 这 样 的 两 个 几何 向 量 等 价 (equivalent)， 
即 当 且 和 仅 当 
B-A=D-0U (1.1) 

时 , 称 4 总 和 GD 等 价 . 这 意味 着 , 我 们 在 空间 中 随意 平移 一 个 向 量 所 得 到 的 新 
向 量 与 原 向 量 等 价 . 此 外 , 如 图 1.3 所 示 , 4, B, C, D 四 点 确定 一 个 平行 四 边 形 . 

我 们 也 可 将 式 11.0) 写成 44+ 万 = 器 +C 的 形式 , 即 一 个 平行 四 边 形 的 两 组 
对 角 顶 点 (opposite vertices) 之 和 相等 . 特别 当 其 中 的 一 个 顶点 (比如 4) 是 原点 
〇 时 , 如 图 1.4 所 示 , 那么 从 @O 到 它 的 对 角 顶 点 DD 的 几何 向 量 即 为 向 量 百 与 安 
之 和 . 我 们 称 这 种 现象 为 几何 向 量 的 加 法 遵守 平行 四边形 法 则 (parallelogram law). 
考虑 到 许多 诸如 力 、 速度 、 加 速度 等 物理 量 之 和 都 遵守 平行 四 边 形 法 则 这 一 重要 事 
实 , 向 量 对 物理 学 十 分 重要 . 


三 
图 1.3 平行 四 边 形 两 组 对 和 角 顶 点 之 和 图 1.4 ”由 平行 四边 形 法 则 给 出 
相等 : A 十 DD=B+C 向 量 加 法 的 几何 解释 


为 了 简便 起 见 , 我 们 用 同一 个 记号 表示 及 "(ng 引 中 的 点 以 及 从 原点 到 该 点 的 
几何 向 量 , 即将 OA 记 作 4, 将 OB 记 作 B, 等 等 . 此 外 , 我 们 有 时 也 用 A 表示 与 
OA 等 价 的 任 一 几何 向 量 . 例如 , 图 1.5 描述 了 向 量 减 法 的 几何 意义 , 其 中 有 两 个 
向 量 都 用 扎 - 4 表示 , 注意 到 这 两 个 向 量 的 大 小 和 方向 都 相同 , 它们 是 等 价 的 . 

1.6 描述 了 向 量 的 纯 量 乘法 的 几何 意义 . 若 B= c44, 则 几何 向 量 B 的 长 度 
为 与 4 的 长 度 之 积 , 若 c 为 正 数 , 则 BB 的 方向 与 4 的 方向 相同 , 著 c 为 负数 ， 
则 BB 的 方向 与 4 的 方向 相反 . 

在 ns 3 时 的 nn 维 空间 中 向 量 的 几何 表示 为 我 们 提供 了 一 种 定义 一 般 ” 维 空 
间 中 的 向 量 平行 的 方法 . 

定义 令 思 和 互 为 nn 维 空间 中 的 向 量 , 车 存在 正 数 c 使 日 =c 太 , 则 称 妥 
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和 吾 的 方向 相同 ; 车 存在 负数 c, 使 昌 一 c 丰 , 则 称 4 和 了 的 方向 相反 . 落 存 在 非 
零 数 6c 使 召 =ec4, 则 称 和 和 吾 平行 . 


图 1.5 向 量 减 法 的 几何 意义 1.6 向量 的 纯 量 乘法 


注意 到 在 这 个 定义 下 , 所 有 的 向 量 都 和 自己 方向 相同 , 这 当然 是 我 们 想 要 的 性 
车 , 另外 , 此 定义 也 奖 定 了 零 疝 量 有 如 下 性 质 : 零 向 量 是 唯一 一 个 和 自己 的 负 元 方 
向 相同 的 向 量 , 也 是 唯 -一 一 个 和 自己 方向 相反 的 向 量 , 它 还 是 唯一 一 个 和 零 向 量 平 
行 的 向 量 . 


1,4 习 题 
1 令 及 二 位 ,3,), 吾 = {4 一 3,3), 宫 二 (2,1,5) 为 及 3 上 三 外 向 知 ， 求 下 列 各 向 量 的 分 量 . 
(al 次 十 吾 {b] 有 一旦 {c] A+B-C 
(dj) 74 -2B-30C (el 24+ B30 


2， 夯 出 从 原点 到 点 及 二 {2,1) 和 吾 = {1,3) 的 两 个 儿 何 向 车 的 简 图 , 另外 在 图 .上 分 草 画 出 当 t+ = 去 , 这， 
1, 2, 一 4, 一 2 人 时, 从 原点 到 点 伺 = 有 十 二 的 几何 向 最 . 
3. 车 在 第 2 是 中 tA4 十 瑟 , 而 出 从 原点 到 点 安 的 几何 向 量 ， 
4. 令 站 = 人 2,1), 恒 = (1, 匀 , 口 = XA 有 + yB, 其 中 wy 为 绅 量 , 
(0) 当 z= y= Bi=4,y= 2s= == 
底 二 一 1, YY 二 2 时, 分 别 业 出 从 原点 到 点 局 的 几何 向 量 . 
fb) 在 [a) 的 基础 上 , 当 z, # 取 裔 满足 衬 十 2 一 1 的 所 有 实数 时 , 加 出 点 局 构成 的 集合 的 简 图 . 
{c) 当 和 DTE10YyE1 且 zx 和 yw 相互 独立 时 , 画 出 点 局 构成 的 集合 的 简 图 . 
(9) 当 zz 取 遍 区 间 站 委 字 所 1 中 所 有 实数 ,y 到 遍 全 体 实数 时 , 商 出 点 性 构成 的 集合 的 简 图 . 
(cl 当 zt 都 职 各 所 有 实数 时 , 画 出 点 避 构成 的 集训 的 简 图 . 
5. 今 太 = (21 五 二 1 人 3)， 证 明 对 及 ?中 的 任意 向 量 串 = (clyc3y， 者 可 找到 实数 = 和 yy 使 
一 Zz 及 十 yB, 并 试用 cl, co 表示 x,y. 
6. 令 及 = 人 ,1,1), 号 = (0,1,1), 宫 二 (1,14,0) 为 及 ?3 中 的 二 个 向 量 , 并 令 恕 ==w 及 十 9 日 十 xz 其 中 
zi YZ 为 纯 基 . 
{a) 用 = yz 表示 口 的 各 分 量 . 
fb) 若 五 = 吃 ， 证 明 T= y=2£=0. 
[c) 求 5, wy, z 的 值 , 司 五 = 站 2, 3. 
7. 令 凡 = 1,1,1), B= .011), C= {2.1.1) 为 RR 的 三 个 向 量 , 并 他 瑟 = 了 由 十 yB 十 2 其 中 开 ， 
y, zz 为 纯 量 . 
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(la) 用 x, y, xz 表示 的 各 分 县 . 
tb]) 求 使 如 == 口 的 不 全 为 零 的 纯 量 rz，z. 
tc) 证 明 不 存在 这 样 的 z, y, z, 使 得 万 = (1,2, 3). 

8 令 站 = {1,1,1,00, 瑟 = (00,1,1,1), C= (1,1,0,0) 为 Rt 上 的 三 个 癌 量 , 并 他 五 = 和 十 yy 再 十 xz 加 ， 
其 中 x, 9, z 为 纯 量 . 
{a} 用 xz, y, z 表示 口 的 各 分 量 . 
人 fb) 若 耳 = 心 ,证 明和 = 下 = 一 日 ， 
{0) 求 xz, yz 的 信 , 梗 瑟 = (1, 2 3,4. 
(d) 证 明 不 存在 这 样 的 x,y,z, 使 得 五 = (1, 23,3,4). 

9. 证 明 在 束 ” 中 平行 于 同一 个 向 量 的 两 个 向 量 相互 平行 . 

10， 在 限 ” 中 给 定 四 个 非 零 向 量 各, 婧 , GC, 癌 , 满足 局 = 站 十 召 且 太平 行 于 如. 证 明 当 且 权 当 怠 平 行 
于 DD 时, 属 平 行 于 万 . 

11，{a) 对 及" 中 的 向 服 证 明定 理 1.1 中 关于 向 量 可 法 利 纯 量 乘 法 的 所 有 性 质 . 
Lb) 在 平 向上 用 几何 向 量 撒 述 两 个 分 配 律 cf 4 十 互 } 一 Ace 吾 和 fce+ 四 由 = c4 上 4 的 几何 意 立 . 

12. 车 及 2 中 西边 形 口 4BC 是 半 行 四 这 形 , 二 态 和 安 是 一 组 对 角 顶 点 , 证 明 和 十 二 (C 一 A) = 3 昌 . 
这 个 式 子 蓝 会 的 基 哪 一 个 几何 定理 ? 


1.5 点 积 


现在 我 们 引入 n 维 空 间 中 向 量 的 另 一 种 乘法 , 这 种 乘法 称 为 ” 维 空 间 中 两 个 
商量 的 点 积 (dot product) 或 纯 量 积 (scalar product). 


定义 设 4=(al:a2 , Qn) 与 B= (b,b,... bn} 为 R” 中 的 两 个 向 量 ， 邻 


各 ,下 一 Sanby. 
此 一 


及 .日 称 为 向 量 自 与 BB 的 点 积 (dot product). . 

由 定义 可 知 , 车 要 计算 4. B 的 值 , 我 们 需要 将 它们 对 应 的 分 量 分 别 相 乘 , 然 
后 再 将 所 得 之 积 相 加 , 向 量 的 这 种 乘法 有 如 下 代数 性 质 . 

定理 1.2 对 nn 维 空间 中 任意 向 量 太 , 召 , C 和 任意 纯 量 c 有 

(a) A.B=B.A (交换 律 )， 

(b) 4A. (B+C)=4.B+A.C (分 配 律 )， 

(c) c( 有 4 日 )= (4) .号 = 态 . (cB) 【 齐 性 )， 

(dj) 4.A4>0 若 A#¥0 (正定 性 )， 

(6) 4A.A=0, 若 A=0. 

证 明 ”由 点 积 的 定义 易 得 前 三 条 性 质 , 我 们 将 它们 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 
现在 我 们 来 证 明 后 两 条 性 质 . 由 定义 可 知 A4. 4 = 也 中 ,因为 等 式 右 边 每 一 项 都 


非 负 , 所 以 其 和 也 非 负 . 更 进一步 , 当 且 仅 当 所 有 项 均 为 零 时 , 它们 的 和 为 零 , 而 只 
有 当 4 = O 时 , 此 式 的 所 有 项 才 会 都 为 零 . 口 
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在 1.9 节 中 , 我 们 还 将 介绍 点 积 的 一 个 有 趣 的 几何 解释 . 但 是 我 们 在 这 里 先 介 
绍 一 个 关于 点 积 的 非常 重要 的 不 等 式 , 这 个 不 等 式 在 向 量 代数 中 也 是 基本 的 . 

定理 1.3(Cauchy-Schwarz 不 等 式 ) 若 妨 和 曙 为 nn 维 空间 中 的 两 个 向 量 ， 
下 (4-.B)’ < (A-.A)(B.B) {1.2) 
村 讲 一 步 , 当 且 习 当 这 两 个 向 量 中 的 一 个 是 另 一 个 的 纯 重 倍数 时 , 上 式 中 等 每 成 立 . 

证 明 ”我们 用 定理 1.1 中 的 五 条 性 质 来 证 明 式 (1.2), 这 同时 也 说 明 Cauchy- 
Schwarz 不 等 式 纯粹 只 是 这 五 条 性 质 的 一 个 推论 , 它 不 以 任何 用 以 推出 这 五 条 性 质 
的 特定 定义 为 基础 . | 

首先 , 若 4 和 五 中 有 一 个 为 零 , 则 式 (1.2) 显然 成 立 , 所 以 我 们 假设 4 和 百 
都 不 为 零 . 令 

C=xzA-yB， 其 中 z=B.B,y==A.B. 

由 性 质 (dj 和 (e) 可 得 C.C > 0. 另外 , 由 性 质 faj, (b), (e) 可 得 

COC=(rA—yB).(rA—yB)= rAd.A)— 2ryA .B+(B. BY. 
下 CCp0 有 rr 和 3 的 定义 ,我 们 有 

(B.B)(A. A)—2(4.B)(B.B)+(4. BY(B.B)>0. 
又 因为 吾 关 总 , 所 以 由 性 质 (d) 得 BB. BB > 0, 故我 们 用 (BB-..B) 同时 除 上 式 两 边 得 
(B. B)(A. A)- (A.B) >0, 

即 式 (1.2) 成 立 , 证 明 过 程 也 表明 当 且 仅 当 GC = OQ 时 式 {1.2)} 中 的 等 号 成 立 . 又 因 
为 当日 仅 当 yz4 =yB 时 ,CO = 0O, 所 以 当 且 仪 当 有 4 和 B 中 的 一 个 是 另 一 个 的 某 
纯 量 倍数 时 , 式 (1.2) 中 的 等 号 成 立 . 口 

将 Cauchy-Schwarz 不 等 式 写 成 分 量 形式 , 我 们 有 


NI 


Cauchy-Schwarz 不 等 式 在 讨论 向 量 的 长 度 ( 范 数 ) 的 性 质 时 有 非常 重要 的 作用 , 我 
们 在 下 一 节 中 介绍 向 量 的 长 度 ( 范 数 ) 的 概念 . 


1.6 ”向 量 的 模 和 范 数 


图 1.7 中 画 出 了 胖 面 上 从 原点 到 点 4 = (aozy 的 几何 向 量 . 由 Pythagoras 
定理 , 我 们 知道 4 的 长 度 由 公式 
有 4 的 长 度 二 VHT 本 
给 出 . 对 图 1.8 所 未 的 三 锥 空间 中 的 几何 向 量 六 = 二 《aa ,ta 03), 运用 Pythagoras 定 
理 两 次 , 我 们 得 到 三 维 室 间 中 几何 向 量 4 的 长 度 由 公式 
有 丰 的 长 度 = Wai 十 a8 十 a3 
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给 出 . 注意 到 在 这 两 种 情况 下 A 的 长 度 都 等 于 (4 .4)272, 即 4 与 自 己 的 点 积 的 
平方 根 . 由 此 我 们 可 在 ” 维 空间 中 定义 向 量 的 长 度 概念 . 


已 


图 1.7 在 RR? 中 , 4 的 长 度 为 VB 十 民 图 1.8 在 RR 中, 4 的 长 度 为 /十 三 十 吗 


定 湾 证 及 为 nn 锥 空间 中 的 向 量 , 令 
Ia = (4. 4)2, 

| 入 | 称 为 向 量 4 的 长 度 (length) 或 范 数 (norm). 

下 点 积 的 基本 性 质 可 得 范 数 的 对 应 性 质 ， 

定理 1.4 对 n 维 空间 中 任意 向 量 及 和 任意 纯 量 c, 我们 有 如 下 性 质 : 

(a) 1 4 > 0 车 症 关 加 【正定 性 )， 

tp) 1 4 =0 著 44=O 〇 ， 

{©) |eAl = |ell|A] ( 齐 次 性 )， 

证 明 ”由 定理 1.1 中 的 (d) 和 (e) 可 直接 推 得 性 质 (a) 和 (b). 现在 我 们 来 证 
性 质 (co), 由 点 积 的 齐 性 , 我 们 有 


lieAl|l= (cA eA) 2 = (CA. 4 = (0)2(A. A = |cllAll 口 
Cauchy-Schwarz 不 等 式 也 可 写成 范 数 形式 ， 
(A-.B) «|AIMBI. (1.3) 


对 上 上 式 两 边 同时 取 正 平方 根 , 我 们 也 可 将 Cauchy-Sehwarz 不 等 式 写成 如 下 等 价 形 
[4 .BIANBH. {1.4) 
现在 我 们 用 Cauchy Schwarz 不 等 式 推 导 三 角 不 等 式 . 
定理 1.5 (三 角 不 等 式 ) 对 m 维 空间 中 任意 两 个 向 量 A 和 吾 , 我 们 有 
424+ Bl 有 Al+|BI. 
更 进一步 , 当 且 仅 当 4 一 口 或 召 = 口 或 存在 纯 量 ec > 0, 使 得 互 =cA 时 , 上 式 中 
等 号 成 立 ， 
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注 图 1.9 给 出 了 三 角 不 等 式 的 几何 意义 , 它 表 示 一 个 三 角形 的 一 条 边 长 不 会 比 男 两 杀 边 长 之 和 大 . 


图 1.9 三角 不 等 式 | 4 十 召 | 世 14 + | 吾 | 的 几何 意义 


证 明 “我们 将 三 角 不 等 式 号 成 如 下 等 价 形 式 : 
14 + BP < Al +E. (1.5) 
上 式 左 过 可 写成 
A+Bl?=(A4+B}.(A41+B=A.A+2A.B+B.B=IA|*+24.B+|BI?, 
而 右边 可 写成 
中 A 二 BD? = 极权 十 双生 由 吾 + BH. 
比较 以 上 两 式 , 我 们 知道 当 且 仅 当 
是 : 吾 科 | 4 人 如 | (1.6) 
成 立时 , 式 (1.5) 成 立 . 又 因为 A4. B |4. Bl, 故 由 式 (1.4) 知 式 (1.6) 成立, 这 说 
明 可 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 推 得 三 角 不 等 式 ， 
此 外 , 也 可 由 三 角 不 等 式 推 得 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 即 若 三 角 不 等 式 成 立 ， 
则 对 4 和 一 4, 式 (1.6) 也 成 立 , 由 此 可 知 式 {1.3) 成 立 . 
另外 , 车 式 (1.5) 中 等 号 成 立 , 则 有 .BB = | 4 川 吾 外 所 以 存在 纯 量 c, 使 得 
百 =c4. 故 有 及 :B= cA?, 有 上 ANB = cliAl>. 车 及 关口 , 则 有 c= le 所 以 


c>0. 又 若 BO, 有 B=cAHec>0. 口 
1.7 向量 的 正 交 
在 证 明 三 角 不 等 式 (定理 1.5) 的 过 程 中 , 我 们 得 到 公式 
上 4 十 吾 晴 二 1 4 要 十 全 权 二 24 ， 吾 ， (1.7) 


这 个 公式 对 n 维 空间 中 任意 两 个 向 量 4 和 B 都 成 立 . 图 1.10 画 出 了 空间 中 相互 
垂直 的 两 个 向 量 , 它们 给 出 了 一 个 直角 边 长 分 别 为 41 和 BB, 斜 边 长 为 ‖ 4 十 召 | 
的 直角 三 角形 . 
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B + 如 由 于 4 和 BB 相互 屋 直 , Pythagoras 定 
理 告诉 我 们 
14+ Bl? =|4P +|B. 
比较 上 式 和 式 (1.7), 有 4 . 百 = 0, 即 在 R? 
上 , 两 个 相互 敢 直 的 向 量 的 点 积 为 零 ， 我 们 
可 对 ” 维 空 间 中 的 向 量 给 出 垂直 的 定义 ， 
定义 ”对 区 * 上 两 个 向 量 肯 和 五, 当 A4- 
召 =0 时, 称 它 们 互相 垂直 (perpendicular) 
或 正 交 (orthogonal). 
轩 等 式 (1.7) 告诉 我 们 , 对 RR" 上 两 个 向 量 
0 a Ba Be A 和 吾 , 当 且 仅 当 |4+ BP? = 4]2+IBIl 
的 两 个 相互 竹 直 的 向 量 时 ，4 和 B 正 交 ， 我 们 称 此 式 为 R* 上 的 


1 


1 有 i 


Pythagoras 恒等式 ， 
1.8 3] 题 
. 信和 凋 = 由,23 和 | 吾 一 (12) 一 3 局 = (0,1,0,1) 为 了 4 中 三 个 向 量 , 计算 王 列 各 点 积 的 值 : 
ia) 及 :日 fb] BG 
人 te) A.C (dj 站 .五 十 加 
(ee) (A ~ B}:C. 


、 给 定向 量 及 二 人 2,4, 一 7), 如 二 {2,6,3), = (3,4, 一 引 , 下 列 各 式 都 只 有 - :种 霹 加 插 号 的 方式 使 它们 
成 为 有 意义 的 者 达 式 . 试 为 下 列 各 式 添 加 括号 并 计算 它们 的 值 : 


(a) A. BC fb) A.B+O 
(A+B:C (d) AB.G 
(el A/B: GC. 


， 判断 关于 及 ”中 向 若 的 下 述 命题 是 否 为 真 并 给 出 证 明 : 若 六 .号 = 站: 宫 , 且 六 关口, 则 如 = 人. 
.判断 关于 及 "中 向 基 的 下 述 命 感 基 否 为 真 并 给 出 证 明 ; 车 对 任意 妃 , 有 4 ,五 =0, 则 4= O 〇 . 


设 及 = (2,1, 一 1), 吾 = (1, 一 1,2), 求 及 3 中 的 非 零 向 量 口 , 使 得 站 . 忆 = B.C=0. 

设 和 = (1 一 2 9) 号 = {3,1,2), 求 纯 量 x 和 yy, 使 得 己 = A 太 +yB 为 非 零 向 基 , 且 .B=10. 

. 令 太 二 人 ,一 1 人 0, BB = {1,2, 一 2), 求 R3 中 同时 满足 以 下 条 忻 的 向 量 忆 和 DD: A = 安 二 也， 
B.D=0, 有 GG 平 行 于 BB. 

. 令 及 = 112,3,45), 百 一 (1 到 寺 于 二) 求 及 5 中 同时 满足 以 下 条 忻 的 向 量 CG 和 DD: B = C+2D, 
D-.A=0, 且 心平 行 于 A. 

， 令 奖 = (2, 一 1, 绰 , 旦 = (1 一 2,3), 宫 = (1, 一 1,1) 为 有 R3 中 三 个 向 量 , 计算 下 列 各 向 量 的 范 数 : 


{a) 六 十 日 fb) A—B 

(c) A+B-O fd A- B+C. 

对 以 下 各 向 最 4, 求 及 2 中 的 向 是 BB, 使 得 召 . 和 =0 且 1 4 = ||B||: 
(a) A= (1,1) fb) A= (1, -1) 

(e) 和 = (2, 一 外 td] 入 = (a,b). 


令 及 三 们 , 一 2, 引 ), 恕 = (3,1,2) 为 RS 中 的 两 个 向量 , 分 别 求 平行 于 以 下 各 向 盟 且 发 度 为 1 的 向 
量 必 : 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 
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(a) A+B fb) A-B 
[ce) 六 十 2 瑟 (dj A-2B 
(e) 24— B. 


今 肪 = [41 一 3), 如 = {1,2,2), C= (1,2, 一 2), 吃 二 (2,1,2), 忆 = (2, 一 2, 一 1) 为 及 3 中 向 量 , 找 
出 其 中 所 有 相互 正 变 的 向 量 对 、 
对 于 下 列 向 量 入, 求 及 ?2 中 所 有 与 站 正 交 且 长 度 与 及 相同 的 向 量 : 
{ay 六 二 {1,2} fb) A= {1,—2) 
[ce) A = (2,—1) (d) A = {2,1). 
设 总 二 {12, 一 1,1), 也 一 13, 一 4 一 分, 求 二 维 空间 中 的 点 安 , 使 得 在 , 已, C 构成 一 个 直角 三 角形 . 
设 及 二 {一 1,2), 加 = {2,1, 一 1), 求 同 时 与 4 和 吾 正 交 的 Rs 中 的 非 零 向 量 心 ， 
志和 = 人 他 号 二 (3, 负 为 及? 中 的 两 个 人 向量, 求 肪 2 中 两 向 量 记 和 昌 , 满足 入 = 忆 十 遇 , 三平 
行 于 吾 , 妨 与 疡 正 交 ， 
令 六 二 {1,2,3, 匠 , 瑟 = (1,1,1,1) 为 及 4 中 的 两 个 向 最 , 求 及 4 中 两 向 量 已 和 已 , 满足 4 = P+ 
五 平行 于 吾 , 已 与 召 正 变 . 
给 定 及 3 中 间 量 站 二 (2, 一 1,1), 吾 = (112 一 1 C= {1,1, 一 2), 求 所 有 长 度 为 1, 形 如 xw 吕 十 yC 且 
与 在 正 交 的 向 量 瑟 . 
证 明 : 对 多" 中 任意 两 个 向 量 态 和 号 , 我 们 有 恒等式 
A+Bl? -1A— Bl?=4A.B. 

这 个 恒等式 告诉 我 们 ， 当 且 仅 当 | 4 十 如 | = AA 一 BI 时, 4 . 旦 一 0. 从 几何 意义 上 说 , 车 涝 虑 民 ? 
中 的 向 量 , 这 个 恒等式 说 明 当 月 促 当 一 个 平行 四 过 形 为 扎 形 时 ， 它 的 酚 条 对 角 线 的 长 度 相等 . 
证 明 : 对 及 * 中 任意 两 个 向 基 六 和 喉 , 我 们 存 

14+ Bl? + |- B= 4 二 lB|]?. 
由 这 个 恒等式 可 以 推出 平行 四 达 形 的 这 和 对 前 线 的 畦 一 个 几何 定理 ? 
由 下 述 几 和 何 定理 可 推出 关于 三 个 向 量 4, 瑟 , GC 的 一 个 恒等式 , 试 猜 测 这 个 恒 等 武 并 证 明 官 对 有 &"* 中 的 
所 有 向 量 都 成 立 . 
定理 《任意 四 过 形 的 过 长 的 平方 和 与 其 对 前线 长 的 平方 和 之 差 等 于 其 对 角 总 中 点 过 效 长 的 平方 的 4 


位. 

设 及 = 中 向 量 A 的 长 度 为 6, 及” 中 另 ' 一 个 向 量 瑟 有 性 质 : 对 任意 两 个 纯 量 x 和 9, 向 量 及 + y 量 
与 向 量 4 如 -9 瑟 正 交 , 求 量 和 2& 十 3B 的 长 度 . 

给 定 及 5 中 两 个 向 量 及 = (1,2,3,4, 外 , 召 一 (到 , 二 ,下 二 求 R5 中 的 向 量 C 和 力 , 使 得 口 平行 
于 太 , 品 与 妇 正 交 , 且 C+D= EB. 

给 定 发” 中 涛 个 向 量 及 各 号, 其 中 入 关 说 , 证明 到 = 中 存在 向 量 避 和 品 , 使 得 如 平行 于 A 如 与 
及 开交 ,上 且 以 + 吕 = B. 并 用 妨 和 瑟 表 示 CC 和 和 人 品 . 

判断 下 列 关 于 及 " 中 向 量 的 命题 是 否 为 走 , 并 给 出 证 明 ; 

{a) 车 姐 与 吾 正 变 , 则 对 所 有 实数 z, 六 十 5 吾 | 空 有 A 

{fb} 若 对 所 有 实数 z 有 中 六 十 xBl 安 市, 则 六 与 BB 正 交 . 


1.9 ”投影 * n 维 空间 中 向 量 的 夹 角 


平面 上 两 个 向 量 的 点 积 有 一 个 非常 有 趣 的 几何 解释 . 图 1.11a 通 出 了 两 个 非 零 


向 量 4 和 B 之 间 的 夹 角 为 8 的 情况 . 在 这 个 例子 中 , 我 们 有 0 < 8 < im, 图 1.11b 
画 出 了 同一 个 向 量 有 以 及 两 个 和 为 A 且 相 互 垂直 的 向 量 . 这 两 个 向 量 中 的 一 个 
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为 iB, 它 是 B 的 一 个 纯 量 倍数 , 我 们 称 它 为 4 在 吾 上 的 投影 在 本 例 中 ,因为 
0< 昌 和 和 所 以 圭 为 正 数 ， 


站 =tB 十 局 


| t 惠 为 有 A 在 日 上 的 投影 
(b) 
图 1.11 向 量 妇 是 4 在 吾 上 的 投影 


我 们 可 以 用 4 和 B 的 点 积 来 表示 t. 首先 , 我 们 知道 i:B + C = 有 A, 等 式 两 边 
同时 点 乘 B, 我 们 有 


t+B.B+C.B=A.B. 


由 于 C 与 BB 垂直, 故 有 人 .B=0, 所 以 tB.B= 二 4.B8, 即 我 们 有 
A:B A.B 


-BB ~ HB 9 
另 一 方面 , 纯 量 上 和 9 有 一 个 简单 关系 . 事实 上 , 观察 图 1.11b, 我 们 有 
cos8 = lal 一 纪 召 | 
IE 
将 式 (1.8) 代入 上 式 , 我 们 有 
站:.B 
“TAM ed 


上 式 也 可 写成 
有 .B=|AINNBI cosd. 
即 RR? 中 两 个 非 零 向 量 的 点 积 等 于 它们 的 长 度 以 及 它们 夹 角 的 余弦 之 积 . 
等 式 {1,9) 为 我 们 提供 了 定义 n 锥 空间 中 角 的 一 种 方法 . 对 RR* 上 任意 两 个 非 
零 向 量 , 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ( 式 {1.1), 我 们 知道 式 {1.9) 右边 的 绝对 值 志 1， 
即 


< 和- oi 
下 外 下 3 
所 以 有 且 公 有 一 个 区 间 [0,x] 上 的 实数 8 使 式 (1.9) 成 立 , 我 们 将 这 个 8 定义 为 A 
和 日 的 灾 角 . 本 节 的 所 有 讨论 可 总 结 为 如 下 定义 . 
定义 售 扩 和 号 为 及 上 两 个 向 量 , 且 吾 天 中, 则 向 量 1 吕 称 为 和 4 站 上 


的 投影 ,其 中 
AB 
B-B 
若 4 和 吾 均 不 为 零 , 则 如 和 召 的 风衣 日 定义 如 下 : 
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人 芭 . 殖 
B-.B 


8 = arccos 


注 ”由 反 余 芯 的 定义 可 知 8 在 区 间 [0, nl] -上 . 


1.10 ”单位 坐标 向 量 


在 第 0 章 中 , 我 们 知道 任意 复数 (a, 都 可 表示 为 a + i 的 形式 , 其 中 i 表示 
复数 (0,1). 类 似 地 , R? 上 任意 向 车 (la, 都 可 表示 为 如 下 形式 ; 
{a,b) = a(1,0) + b(0, 1). 
上 式 中 分 别 与 a 和 4。 相 疼 的 向 量 (1,0) 和 (0,1) 称 为 单位 坐标 向 量 . 现在 我 们 引入 
及 "* 中 单位 坐标 向 量 的 概念 . 
定义 及” 上 的 维 向 量 了 1 = (0,…， :0)， 12 = (0, 1,0,..- 10), “i! I» = 
(0,0,.… ,1) 称 为 单位 坐标 向 量 , 其 中 政 的 第 大 个 分 重 为 1 其 他 所 有 分 量 均 为 0. 
因为 所 有 这 样 的 向 旱 的 长 度 都 为 1, 所 以 称 它 们 为 单位 向 量 , 注意 到 这 些 向 量 
两 两 正 交 , 即 任意 两 个 不 同 的 单位 坐标 同 基 的 点 积 都 为 零 : 
ET 一 0 ， 车 天 关于 
定理 1.6 ”BR 上 任意 向 量 束 = (zi ,Yn) 都 可 用 如 下 形式 表示 : 


基 一 T1111 十 … 十 Tn 一 了 了， ok 
k=1 
而 且 这 种 表示 法 唯一 , 即 落 有 


X= rl LE X= yl 
此 一 


ki 
则 对 所 有 下 二 1,2,-…,n, 都 有 zx 二 Yk. 
证 明 ”由 向 量 的 加 法 和 纯 量 弱 法 的 定义 易 得 第 一 个 结论 , 而 由 向 量 相 等 的 定 
义 可 得 第 二 个 结论 . 口 
形 如 之 cx 的 向 量 称 为 向 和 量 41,…, 4 的 一 个 线性 组 合 . 定理 1.6 告诉 我 


们 吏 " 中 的 所 有 向量 都 可 表示 为 单位 坐标 向 量 的 线性 组 合 . 我 们 称 这 ” 个 单位 坐标 
向 量 生 成 (span) 空间 R". 由 于 任意 出 量 若 用 石 ,，…，, I。 的 线性 组 合 来 表示 , 其 表 
示 尘 唯一 , 我 们 也 称 这 样 的 生成 唯一 . 其 他 一 些 向 量 组 也 可 唯一 地 生成 RR", 在 1.12 
节 中 , 我 们 将 会 讨论 这 样 的 向 量 集合 ， 

我 们 通常 用 记 备 i 和 j(i, j 的 粗 斜体 ) 表示 二 维 空间 中 的 单位 举 标 向 量 I 和 
IJ; 在 三 维 空间 中 , 用 记号 生计 到 表示 三, 12, Is. 有 时 人 们 也 会 在 这 些 记号 上 加 一 
条 短线 或 一 个 箭头 来 表示 相同 的 概念 . 当 n = 3 时 , 定理 1.6 的 几何 意义 如 图 1.12 
所 示 . 
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及 二 a1i+ of 十 aa 


图 1.12 用 j 上 的 线性 组 合 表示 


及 ”中 的 向 最 和 4 


当 用 单位 坐标 向 草 的 线性 给 合 表示 参与 代数 运算 的 向 量 时 , 运算 结果 也 可 天 
示 为 单位 泽 标 向 量 的 线性 组 合 , 且 它 的 各 分 量 为 对 参与 运算 的 各 向 量 的 对 应 分 量 


进行 相同 的 代数 运算 所 得 的 结果 . 进行 这 样 的 计算 时 , 任何 一 步 结 果 的 各 分 量 都 可 
通过 计算 各 单位 坐标 向 量 的 系数 得 到 ， 例 如 ,要 计算 两 个 向 量 4 = {41,… ,an)， 


吾 = 人吉 如 ) 之 和 , 首先 将 它们 写成 


一 You B= 和 
点 一 1 点 一 | 


再 由 有 限 项 之 和 的 线性 性 可 得 


骨干 吾 一》 ak 下 十 》 大 下 一 >》 (ak 十 本) 下 
而 一 二 R=1 并 一 二 ， 


上 式 等 号 右边 的 I 的 系数 即 为 和 十 的 第 个 分 量 . 


1.11 习 


pa 


. 设 和 六 = {1,2,3), 呈 = (1,2,2), 求 站 在 怠 上 的 投 且 . 
. 变 六 = [43,2,1); 吕 ={1,1,1,1), 求 妇 在 吾 上 的 投影 . 


to 


题 


3，(a) 令 闪 二 [6,3, 一 人 9, 并 令 a, b,c 分别 表示 及 与 单位 坐标 向 最 训 寺 二 的 类 前 , 求 cos 0, cosb, cos ce, 


空 们 称 为 A 的 方向 余弦 {direction cosine). 
[b) 求 及 3 中 平行 于 4 且 长 度 为 1 的 所 有 向 量 . 


4， 证 级 向 量 入 = (1,2,1) 和 号 = {2,1, 一 1) 的 夹 角 的 大 小 为 已 = (1,4,1) 和 号 = (2,5,5) 的 夹 角 的 


大 小 的 两 倍 . 


cm 


， 销 定 三 维 空间 中 三 点 (2, 一 1,1), {1, 一 3 一 5), {3, 一 4, 一 人， 
二 个 角 的 余 纱 . 


有 向量 方 法 求 以 这 二 个 点 为 项 点 的 三 角形 的 


14. 


15. 


16. 


17. 


Ia, 


19., 


1.11 习 题 39 


Ra 中 三 个 向量 及 , 吾 , 局 满 号 以 下 性 质 : A 二 C=5,1BI=1,14-B+Cl=I1A4+B+Ol. 
若 兢 和 瑟 的 来 角 为 /8, 求 吾 和 C 的 洋 角 ， 


. 给 定 区 ”中 三 个 非 零 向 量 4 恒 , 局, 设 站 与 宫 的 夹 角 和 BB 与 的 夹 角 相等 , 证 明 B 与 向 最 


1 如 | 及 一 |AllBB 正 交 . 


， 令 日 为 及 "中 两 个 向 量 不 = (1,1,… ,1 利 品 = {1,3,.… ,nn) 的 夹 首 , 求 当 nn 一 oo 时 8 的 极限 慎 . 
.在 习题 8 中 ,车 及 = 名 ,4,6.… ,2n), 玉 二 人 ,3,5,… ,2n 一), 求 当 nn 一 oc 时 #8 的 极限 导 . 
. 锭 定 有 展 2 中 向 量 A = (cos 8, 一 sin 向 , B == (sin #8,cos0), 


[a] 证 明 和 站 和 五 是正 变 的 单位 向 旱 . 副 出 8 二 xj6 时 有 及 和 号 的 简 疼 . 
fb) 求 区 ? 中 使 得 (xz, = 2 入 十 yB 的 所 有 向 量 lx, 注 章 要 考 虚 6 的 所 有 情况 . 


， 用 向 量 法 证 明 邯 形 的 对 角 线 相互 垂直 ， 
.用 出 量 (cos a, sinay 和 {cosb, sim 六 的 点 积 锥 导 三 角 恒 等 式 costa 一 四 一 cosacogb 十 sing sinb. 
- 设 日 为 及 na 中 两 个 非 零 向 量 A 和 吾 的 爽 草 , 证 明 


14— Bl? = 1Al? + BI ~ 2 .ABIcost. 
考虑 在 不 ?> 中 的 儿 何 意义 时 , 上 式 即 为 三 角 学 中 的 余弦 定理 . 
对 向 量 及 = (al ,an) 和 号 = (1,… ,bn), 若 我 们 用 公式 


nn 
A B= larbsl 


=1 
代替 公式 4 . 互 = 之 anb 来 定义 向 量 的 点 积 ， 那 么 定理 1.2 中 的 哪 及 允 性 质 仍然 成 闻 ? Cauchy- 
一 工 
Sehwars 让 等 式 是 否 仍 然 成 立 ? 


对 良 ? 中 向 量 及 = (al,a2) 和 百 一 (人 ,如 1 若 我 们 用 公式 
A:.B=2am+abs t+ abt ab 
定义 向 硬 的 点 积 , 证 明定 理 1.3 中 的 所 有 性 质 仍然 成 立 . 此 外 Cauchy-Schwarz 不 等 式 是 否 仍 然 成 立 ? 
对 及 3 中 向 量 4 = (al'aaas) 和 日 二 (Bb1,ba,bs), 车 我 们 用 公式 
站 -B= 2018: 十 aap2 + aaba + 81b3 十 93 全 
定 广 向量 的 点 积 , 证 明定 理 1.2 中 的 所 有 性 质 仍 然 成 立 ， 此 外 Cauchy-Schwarz 不 等 式 是 否 仍 热 成 立 ? 
对 向 量 4 = {a1;… ,an), 车 我 们 用 公式 


14 = 3 laxl 
二 1 
懂 替 公式 上 及 | = (六. 及)112 定义 向 量 的 范 数 . 
ta) 证 明 这 样 定 义 的 范 数 满足 定理 1.4 各 定理 1.5 中 的 所 有 性 质 . 
fb) 在 及 2 中 考 典 这样 的 定义 , 并 面 出 所 有 范 数 为 1 的 点 (z,2 的 集合 的 简 图 ， 
tc) 让 其 : 着 用 公式 


| 4|| = by Ak 
|#=1 


定义 向 量 的 范 数 , 定理 1.4 和 定理 1.5 中 的 所 有 性 后 仍然 成 立 . 

对 向 量 A = (ta … ,an), 车 我 们 用 公式 1 4 = maxag pgn lak| 定义 向量 的 范 数 ,此 公式 的 右边 表 
示 nn 个 数 [ail, |as|， …，, |an| 的 最 大 值 . 

fa) 在 这 样 的 定义 下 , 定理 1.4 和 定理 1.5 中 的 哪些 性 质 仍 然 成 立 ? 

Lb} 在 这 样 的 定义 下 , 炳 出 及? 中 范 数 为 1 的 所 有 点 (z, 切 的 集合 的 简 图 ， 

设 时 mw 中 向 量 上 = (al ,an 由 下 式 可 定义 两 种 范 煞 ， 


中 
1Alh = 2 aa， Ala = ,me lel 
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证 明 | 4la 所 A&| 拟态; 并 在 平面 上 给 出 此 不 等 式 的 几何 意义 ， 
20. 车 各 和 号 为 nn 锥 空间 中 的 两 个 点 , 我 们 称 | 太一 如 | 海 总 和 吕 之 闻 的 距离 , 记 作 武生 , 吾 ), 证 明 
这 样 定义 的 由 离 有 如 下 性 质 . 
(a) df 4, 吾 ) = dt B, A). 
fb) 当 且 仅 当 A = B 时 , diA, B) = 0. 
{c) dt A, BY) & dt A, OY) + dt, B). 


1.12 有限 向 量 组 的 线性 生成 集 


今 5 = {A1,… ;及 ;} 为 包含 个 RR"* 中 向 量 的 非 空 集合 , 其 中 向 量 的 个 数 天 
可 能 小 于 、 等 于 或 大 于 空间 的 维 数 n. 车 型" 中 的 向 量 四 可 表示 为 A1,…, 44, 的 
一 个 线性 组 合 , 设 


则 称 集合 5 生成 向 量 XX. 

定义 ”由 5 生成 的 所 有 向 量 组 成 的 集合 称 为 5 的 线性 生成 集 (linear span), 并 
记 必 上 (SY. 

换 甸 话说, 5 的 线性 生成 集 就 是 令 每 一 个 系数 c; 取 裔 所 有 可 能 的 纯 量 值 时 所 
能 得 到 的 5 中 向 量 的 全 部 线性 组 合 所 构成 的 集合 . 注意 到 L(S) 中 向 量 的 线性 组 合 
仍 在 L(S) 中 . 若 L(S) = R", 我 们 称 8 生成 空间 及 ". 

例 1 令 3={41), 则 I(S) 包含 41 的 所 有 纯 量 倍数 . 品 


例 2 ” 当 所 有 纯 量 o(1 < i < 月 都 为 等 时 线性 组 合 关 cj 4 等 于 零 向 量 0， 


所 以 所 有 的 非 空 集 都 生成 O. 这 种 所 有 系数 都 为 零 的 O 的 表示 也 称 为 零 向 量 的 平 
凡 表 示 . 另 一 方面 , 也 可 能 有 S 的 非 平凡 的 线性 组 合 表 示 口 . 例如 , 若 3 中 有 一 个 
向 量 是 另 一 个 的 纯 量 倍数 , 不 妨 设 As 241, 则 0 就 有 很 多 非 平凡 表示 , 如 对 任意 
纯 量 + 有 


2EA1— tA + DA + OA = 0. 口 
我 们 对 只 能 用 一 种 方法 生成 向 量 的 集合 5 特别 感 兴趣 . 
定 党 令 3=141 ,4p 为 及" 上 向 量 的 集合 , 且 它 生 成 向 要 下， 如果 由 
在 一 Doh 和 大 一 Dad 可 得 对 所 有 2, 都 有 
ci = th, {1.10) 
则 称 3 了 唯一 生成 互 . 


在 式 (1.10) 中 , 我 们 假定 两 个 求 和 运算 中 的 向 量 41,…, 4x 的 顺序 相同 且 为 
预先 给 定 的 ， 


1.13 线性 无 关 41 


定理 1.7 “” 当 且 仅 当 集合 3 唯一 生成 零 向 量 时 , 它 唯 一 生成 L(9) 中 的 所 有 
向 量 ， 

证 骨 ”车 5 唯一 生成 L(S) 中 的 所 有 向 量 , 则 它 显然 也 唯一 生成 O. 现在 证 明 
逆 命 题 . 假定 5 唯一 生成 O, 取 L(S) 上 任意 向 量 处 , 车 9 有 了 两 种 方式 生成 瑟 , 设 


大 点 
和 = > 0h, 了 .二 = > dd, 
4 一 1 i=1 


将 以 上 两 式 相 减 , 我 们 有 O = 站 (c - di)Ai. 另 一 方面 , 9 唯一 生成 0, 故 对 所 有 
的 1 i 二 ci 一 所 都 为 零 , 所 以 ci= di, 即 5 唯一 生成 其 品 


1.13 线性 无 关 


定理 1.7 体现 了 唯一 生成 零 向 量 的 集合 的 重要 性 , 因此 , 我 们 给 这 样 的 集合 一 
个 特殊 的 名 字 . 

定义 ”如 果 及" 中 前 向 重组 5 二 {4 ,4 唯一 生成 零 向 量 , 则 称 8 为 线 
性 无 美的 , 反之 , 则 称 9 为 线性 相关 的 . 

也 就 是 说 , 线性 无 关 就 意味 着 5 只 能 平凡 地 表示 O, 即 由 ah OO 得 所 有 
< =0. 而 线性 相关 意味 着 5 可 以 非 平凡 地 表示 0, 即 存在 不 全 为 零 的 纯 量 o1, .…， 
Cy 使 二 sp = 0O. 


尽管 线性 相关 和 线性 无 关 是 向 量 组 的 性 质 , 我 们 也 经 常 将 这 些 术语 用 于 向 量 本 
身 . 例如 , 线性 无 关 组 中 的 向 量 也 称 为 线性 无 关 向 量 . 另外 , 我 们 约定 空 集 为 线性 

下 面 的 例子 进一步 解释 线性 相关 和 线性 无 关 . 

例 1 车 集合 5 的 一 个 子 集 是 线性 相关 的 , 则 5 本 身 也 是 线性 相关 的 . 这 
是 因为 如 果 他 可 以 非 平 扩印 表示 上, 那么 8 也 可 以 非 平 凡 地 表示 OO. 这 个 命题 与 
命题 “线性 无 关 组 的 所 有 子 集 必 线性 无 关 ” 逻辑 等 价 . 

例 2 RR* 中 的 m 个 单位 垦 标 向 量 唯 一 生成 口 , 所 以 它们 是 线性 无 关 的 . 
| 例 3 所 有 包含 零 向 量 的 向 量 组 是 线性 相关 的 . 这 是 因为 若 我 们 用 1 琵 零 向 

量 , 并 用 0 乘 所 有 其 余 的 向 量 , 那么 我 们 得 到 O 的 一 个 非 平 凡 表 示 . 

例 4 在 RR? 中 , 向 量 组 8 = { 了 二 人 是 线性 相关 的 . 这 是 因为 零 向 量 有 如 

下 所 示 的 非 平凡 表示 : 
OO=i+i+ (li+ 7). 
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在 上 例 中 , 我 们 看 到 由 i 和 j 生成 的 空间 的 某 三 个 向 量 是 线性 相关 的 . 下 面 的 
定理 表明 , 两 个 向 量 生成 的 定 间 中 的 任意 三 个 向 量 都 是 线性 相关 的 . 

定理 1.8 令 5= {41,… Ak} 为 上 个 民 * 上 向 量 组 成 的 线性 元 关 组 ， 并 令 
工 (3)] 为 3 的 线性 生成 集 , 则 L(S) 中 的 任意 点 十 1 个 向 司 都 是 线性 相关 的 ， 

证 明 对 8 中 向 量 个 数 关 用 归纳 法 . 首先 , 令 k=1, 则 3 中 只 包 售 一 个 向量 
4i, 且 由 于 5 线性 无 关 , 所 以 41 不 为 零 , 任 取 L{(5) 中 两 个 向 量 Bi1, Bz, 则 它们 
都 是 41 的 纯 量 倍 数 , 设 Bi = ciA1, B2 二 02 有 41, 则 cea 不 全 为 零 . 用 cz 乘 Bi， 
cl 莱 B2, 并 相 减 可 得 

2 吾 1 一 局 有 2 = 总， 
这 是 吕 的 一 个 非 平凡 表示 , 所 以 B1, 五 。 是 线性 相关 的 , 故 当 = 1 时 , 定理 得 证 . 

假设 对 于 才 - 1 定理 成 立 , 现 证 明 对 于 定理 也 成 并 . 取 L(5) 中 任意 下 + 上 1 个 
向 量 组 成 集合 了 , 设 工 = {Bi1, B2,:… ,Bp+1}, 我 们 将 证 明 了 是 线性 相关 的 . 考虑 
到 所 有 的 B; 都 是 L(5) 中 的 向 量 , 我 们 可 将 它们 写成 9 中 元 素 的 线性 组 合 , 设 对 
所 有 的 ?=1,2,.…,E+1, 有 


BE 
B:; 一 》 ai， (1.11) 
I=1 


观察 所 有 A1 的 系数 ail, 并 根据 它们 是 否 为 等 分 情况 讨论 ， | 

情形 1 ”对 所 有 的 j= 1, 2,… ,处 十 1, aii = 0D. 在 这 种 情况 下 , 式 (1.11) 中 的 
和 与 41 无关, 所 以 所 有 的 B; 都 是 集 台 3 二 {42,… ,4k} 的 线性 生成 集中 的 向 
量 . 又 因为 58' 是 线性 无 关 的 且 包 含 上 一 1 个 向 量 , 下 归纳 假设 可 知 定理 在 大 -1 时 
成 立 , 所 以 B1,… ,Bs 这 到 个 L(57) 中 的 向 量 是 线性 相关 的 , 故 工 是 线性 相关 的 ， 
即 在 这 种 情 沉 下 , 定理 成 立 ， 

情形 2 ”oil 不 全 为 零 , 不 芒 设 ml 天 0( 若 有 必要 , 我 们 总 可 对 Bi1, …, Beii 
重新 编号 使 得 ai 关 0, 在 式 (1.11) 中 令 i = 1, 并 对 等 号 两 边 同 时 乘 以 纯 量 = = 
ailyaiil, 则 有 


k 
ciB1 = tilA1 十 > CC 人 
了 二 2 


用 上 式 减 式 (1.11), 则 可 消去 4&1 项 , 所 以 对 = 2:… 尖 十 1 有 


让 
cB1 一 B; 一 (ciali 一 Ui);, 
上 式 表 明 对 2 < i < 有 +1 个 向 量 上 一 BB; 都 是 一 1 个 线性 元 关 的 向 量 4>， 
…, 4x 的 线性 组 合 . 由 归纳 假设 可 知 , 这 上 个 向 量 ciBi - B; 必 线 性 相关 , 所 以 存 
在 不 全 为 零 的 纯 量 to，…… ,tht1, 使 得 
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点 寸 1 
StiloB! — Bi) = OO, 
4 二 2 


由 此 可 得 
在 十 1 K+1 
(Ee) 召 ; 一 iB; = 0. 
i 二 2 1 一 2 
而 这 是 BB1,…, 晴 s4i 的 一 个 表示 零 向 量 的 非 平凡 的 线性 组 合 , 所 以 Bi, .…, Bi 
必 线 性 相关 , 故 定 理 得 证 . 口 


接 下 来 我 们 将 建立 正 交 性 和 线性 无 关 性 之 间 的 关系 ， 

定义 设 5S= {41,..… ,Ap} 为 限 * 中 的 向 量 组 , 车 对 所 有 的 4A; 基 有 A;, 都 有 
4i 有; 二 0, 则 称 8 为 正 交 组 , 即 正 交 组 中 的 任意 两 个 不 同 的 向 旱 相 互 重 直 ， 

定理 1.9 ” 民 " 中 所 有 非 零 向 量 组 成 的 正 交 组 9 = {41,…' , Ap] 都 线性 无 关 . 
更 进一步 ,如果 8 生成 向 量 发 ,例如 


不 
= cA {1.12) 
=1] 
则 纯 量 系数 Cl Ck 由 如 下 公式 确定 ; 
XA; 
oo= 1 1.13 
了 ro ( ) 


注 著 4 的 范 吉 为 1, 则 上 式 简 化 为 oj 一 区 .AAy. 
证 明 ”首先 我 们 证 明 9 是 线性 无 关 的 . 假定 A1, …, A 的 一 个 线性 组 合 为 


零 , 例如 > oh; = O, 用 Ai 点 乘 此 式 两 边 , 因为 对 任意 i 六 1, 都 有 41. 4; 一 0， 


”所 以 有 ci(A&1: A1) = 0. 又 因为 A1 不 为 零 , 所 以 A1 .A1l 关 0, 故 ea =0. 同 理 ,对 
7 二 2,…, 久 , 我们 有 cj; = 0, 所 以 5 唯一 生成 O, 故 5 线性 无 关 . 
设 8S 如 式 {1.12) 所 示 生 成 向 量 入 ,对 7 = 1,…,k, 用 4; 点 履 式 (1.12) 的 两 
边 , 我 们 有 cj(A; 4i) = 站 -有 A;, 由 此 可 得 式 (1.13) 成 立 . 口 
定 凡 ”其 一 个 正 变 向 时 组 的 所 有 向 量 的 范 数 均 为 1, 则 称 它 为 标准 正 变 组 (or- 
thonormal set). 


单位 坐标 向 量 荆 , …, I 就 给 出 一 个 标准 正 交 组 . 


1.14 基 


由 前 几 节 的 讨论 我 们 知道 人 人们 需要 研究 唯一 生成 有 * 中 所 有 向 量 的 向 量 组 , 我 
把 这 样 的 回 量 组 称 为 基 {basis). 

定义 ” 设 5 为 有 R" 中 有 限 个 向 量 的 集合 , 若 9 是 线性 无 闫 的 且 生 成 及 "， 则 我 
们 称 5 为 了" 的 一 组 基 . 更 进一步 ,如果 日 是 正 变 组 , 则 称 它 为 有 R? 的 一 组 正 交 基 . 
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所 以 R"* 的 基 唯 一 生成 有" 中 的 所 有 向 量 . 单位 坐标 向 量 组 成 的 集合 就 是 一 组 
基 , 这 组 基 也 是 一 组 正 交 基 . 现在 我 们 证 明 及" 的 所 有 基 都 恰好 包含 n 个 向 量 . 

定理 1.10 ”R" 的 基 具 有 如 下 性 质 : 

(a) 下 ”的 所 有 基 都 恰好 有 nn 个 向 量 ; 

(b) 到” 中 的 任意 一 个 线性 无 关 的 向 量 组 都 是 及" 的 某 一 组 基 的 子 集 ; 

{c) 现 " 中 的 任意 n 个 线性 无 关 的 向 量 组 成 的 集合 都 是 及 "的 一 组 基 . 

证 明 ”我 们 知道 单位 坐标 向 量 I 了,…… , 了; 构成 了 及” 的 一 组 基 , 为 了 证 明 (a)， 
我 们 将 证 明 了" 的 任意 两 组 基 中 向 量 的 个 数 相等 . 
1 令 9 和 了 为 了 rn 的 两 组 基 , 其 中 5 有 下 个 向 量 , 了 有 > 个 向 量 . 车 7 > 大 则 

下 包含 L(S) 中 至 少 大 二 1 个 向 量 , 故 由 定理 1.8, 了 必定 线性 相关 , 这 与 荆 是 及 " 的 

一 组 基 矛 盾 , 所 以 r+ < 有. 由 呈 和 了 的 对 称 性 可 知 大 所 了, 所 以 大 = 了 即 (a) 得 证 . 

现在 我 们 来 证 (bp}. 令 5 = {41,… ,Ax} 为 R&R” 中 和 任意 一 个 线性 无 关 向 车 组 ， 
车 上 (59) = R", 则 5 就 是 一 组 基 . 否则 , R* 中 有 某 个 向 量 XX 不 属于 L(S), 设 这 个 
向 量 与 5 的 并 集 为 3 = {14 ,4s;, 其}. 我 们 来 证 明 3 线性 无 关 . 

车 8 线性 相关 , 则 存在 不 全 为 零 的 纯 量 上 .…，, cp41, 使 得 


k 
》 cz， 十 TI 是 一介 . 

《一 工 
但 是 因为 A1,…, 4x 线性 无 关 , 所 以 cx+l 关 0, 此 时 我 们 可 由 上 式 解 出 基 并 知道 
它 可 由 5 线性 生成 , 这 与 不 不 属于 L(S) 矛盾 , 所 以 8 线性 无 关 并 包含 上 十 1 个 
向 量 . 若 5' 是 7 的 一 组 基 , 则 显然 3 是 9 的 子 集 , 所 以 fb) 得 证 . 若 5S! 不 是 及" 
的 一 组 基 , 则 重复 上 述 过 程 , 可 由 5S' 得 到 新 集合 5", 它 包 依 上 +T2 个 向 量 且 线性 无 
美 . 车 39" 是 及 n 的 一 组 基 , 则 (mb) 得 证 . 否则 我 们 继续 重复 上 述 过 程 , 在 有 限 步 内 ， 
我 们 总 会 得 到 有 ER" 的 一 组 基 , 不 然 的 话 我 们 将 得 到 R" 上 n + 1 个 线性 无 关 的 向 量 ， 

这 与 定理 1.8 矛盾 , 因此 (b) 得 证 . 

最 后 , 我 们 用 (a) 和 (b) 证 明 {c}. 令 5 为 任意 包含 n 个 向 量 的 线性 无 关 组 ， 
由 (b), 3 是 到 =” 的 一 组 基 的 子 集 , 设 这 组 基 为 8. 又 由 (a), B 恰 有 个 元 素 , 所 以 
$=B. 


1.15 飞 题 


1. 令 主 和 3 分 别 表示 民 ? 中 的 两 个 单位 坐标 向 时, 求 司 得 向 量 xw[4 一 各 十 VW 全 十 了 ) 颁 别 等 于 下 列 各 向 芋 
的 纯 册 = 和 wy: 
(a) 证 (b} 了 
{c) 3 一 5 {d) 7 十 5 了 

2. 设 及 = 和 ,2 如 二 了 ,一 可, = (2, 一 3) 为 及 ?2 中 的 :个 向 量 , 求 纯 量 z 和 3? 使 得 =zATyB. 
有 和 多少 对 这 样 的 工 , y? 


1.15 习 题 省 


. 设 及 二 3.1,1), B= {2, 一 1), 二 (2. 一 11,7) 为 R3 中 的 三 个 向 最 , 求 纯 量 xw 和 使 得 
C=rA+yB. 


4， 让 明 : 者 习题 3 中 属 = (2,11,7), 则 此 题 无 解 . 


19. 


11. 


12. 


15., 


16. 


了 IF. 
18. 
19. 


.信和 和 吾 为 到 "中 的 两 个 非 零 向 其 
{a) 车 六 与 BB 平行 , 证明 和 和 避暑 性 相关 . 
(bY) 车 六 与 入 木下 行 ,证明 有 和 吾 线性 无 关 . 
， 设 (fa 站 {ec, 届 为 及 ?2 中 两 个 向 量 , 证 明 当 且 仅 当 ad 一 be 关 0 时 , 它们 线性 无 关 . 
， 求 所 有 实 孝 +, 怀 得 及 2 中 两 个 个 量 人 二 t+,1 一 相 和 (1 一 上 1 十 划 线性 无 关 . 
， 令 启 了 可 为 民 3 中 的 单位 由 标 向 量 , 证 明 记 下 下 全 十 了 十 臣 这 四 个 向 量 线性 糙 关 , 但 其 中 任意 二 个 都 
。 令 语 了 为 区 2? 中 的 单位 举 标 向 量 , 并 令 号 = 1 站 二 了 }， 
fa) 证 明 5 是 线性 无 关 组 . 
ft 证 明 j 属 十 5 的 线性 生成 集 . 
fc 将 4 一 45 表示 为 主 和 4 十 的 线性 组 合 . 
{d) 证 明 (SY) = 人 R?. 
考虑 及 3 中 三 个 间 量 及 二 计量 二 $Y 十 j 侣 二 十 于 十 3k. 
fa) 证 明 向 某 组 {及 , 召 , OY 线性 无 关 . 
fb) 将 了 和 天 表示 为 A 只 , 避 的 线性 组 侣 . 
(0) 将 守 一 红 十 5k8 表示 为 A, 只, 如 的 线性 组 合 . 
(qd) 证 表 {六 , 吾 , 吕 } 为 RR? 的 一 组 基 ， 
令 丰 二 {1,2), 避 = (2, 一 息 , CC 二 (2, 一 委 , 吃 二 习 1, 一 台 为 R? 中 的 四 个 向 量 , 列 出 {A,B, 必 ,DD} 
的 所 有 线性 无 关 的 非 空 学 集 . 
信 六 二 [1,1,11,0), 吕 一 人 0,1,1,1), 宫 = (1,1,0,0) 为 有 34 中 的 三 个 向 量 ， 
[a) 44, 吾 , C 是 线性 无 关 的 撑 是 线性 相关 的 ? 
fb) 举 出 一 个 非 零 向 量 履 的 例子 , 使 得 六, 号 , 局 , 万 线性 相关 . 
(ec) 举 出 一 个 向 量 五 的 例子 , 使 得 态 , B,C, 百 线性 无 关 . 
(gd 将 其 = 人;2 3,4) 六 东海 有 有, 号, 局 , 吾 的 线性 组 合 , 其 中 百 为 (ce) 中 所 举 的 例子 . 
，{a) 证 明 Ra 中 向 最 (wy3, 1 站, (1, VY3,1}, (0, 1, Y3) 线性 无 关 . 
fb) 证明 如 下 三 个 向 量 线 性 相关 : [v3,1,0), {1, v32,1), {0,1, vw). 
{c) 求 性 得 妇 下 三 个 向 基线 性 相关 的 所有 实 闭 下 全 1 的 (1,t,1), 人 DT 和 
、 对 下 面 及 4 中 种 向 量 组 分 别 找 出 一 个 包 售 向 世 个 数 最 多 的 线性 无 关 的 部 分 组 ; 
fa {(1;0,1,0),01,1,1,1), (0, 1,0,1),(2,0,—1,0)} 
(By {1,1,1;1),01,—1, 1,1), 01,—1,—1,1),(1,—1,—1,—1)} 
(cy {€1,1,1,1), (0,1,1,1), {0,0,1,1), 0,0,0,17} 
给 定 及 ”= 中 三 个 线性 无 闫 的 向 曙 六 , B, 口 , 证 明 或 推翻 下 述 各 命题 ; 
(a) 机 十 号, 瑟 十 局 4 十 安 线 性 无 关 ; 
fb) 岂 一 号 , 日 二 GO, 及 十 口 线 性 无 关 . 
{a) 证 明 : 着 向 最 组 S 包含 及 3 中 三 个 向 量 , 则 当 且 仪 当 它 的 线性 生成 集 L(SY) 世 汝 三 个 单位 光标 向 其 
让 本 时 , 它 是 了 3 的 一 组 起 . 
tp] 将 (al 的 结论 推广 到 及 ”上 并 加 以 证 明 ， 
找 出 可 3 中 包含 {0,1,1) 和 人}, 1, 1} 的 不 同 的 两 组 基 . 
找 出 到 4 中 交集 为 {(0,1,1,1),{1,1,1,1)} 的 晤 组 基 . 
考虑 残 3 中 可 证 三 个 向 量 组 ; 
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Ss= {1,1),(0,1,2,(1,0,—1)}, T= {2,1,0), (2,0,—2)}, C= {{{,2,3),(1,3,5)}, 
fa 证 明 LT) C LSY. 
fb) 找 出 集合 50SY, LL{ 工 ), LD) 之 间 的 所 有 包含 关系 . 
20. 令 4 和 旦 表示 了 Ra 的 两 个 有 限 子 集 , 并 令 L(A) 和 L(tB) 表示 它们 的 线性 生成 党 , 证 明 下 述 和 名 命 征 . 
(a) 车 ACB, 则 L(A) C LeBY. 
(b) L(AN BY C LOA N LCBY. 
tc) 给 出 LAN 六 关 革 CA} LBY 的 一 个 例子 . 


1.16 复数 的 ni 元 组 构成 的 向 量 空间 C” 


在 1.2 节 中 , 我 们 定义 向 量 空间 R" 为 全 体 实 n 元 组 的 集合 . 而 向 量 的 相等 、 
加 法 和 数 乘 运算 如 下 毛 示 , 都 是 用 分 量 的 运算 定义 的 : 设 4 = (a1,… ,an), B = 
(0 则 

丰 = 日 等 价 于 对 所 有 的 i= 1 2 Pi qi = bi 
及 十 BB 二 [十 ,ytn 十 Bn)j， 人 CA 有 = (eary' ,can). 

如 果 上 式 中 的 所 有 纯 量 ai, 5 c 都 为 复数 , 那么 我 们 得 到 的 新 代数 系统 称 为 复 mm 维 
空间 (complex n-spacel, 记 作 C", 其 中 总 表示 该 空间 中 的 印 量 都 是 复数 ， 

因为 实数 和 复数 具有 相同 的 加 法 、 乘 法 、 除 法 性 质 , 本 章 中 讨论 过 的 所 有 只 用 
到 向 量 的 加 法 和 数 乘 的 定理 在 Cr 中 仍然 成 立 , 区 别 仅 在 于 这 里 参与 运算 的 所 有 纯 


” 量 均 为 复数 . 


我 们 做 这 样 的 推广 并 不 仅仅 是 为 了 把 ” 维 空间 的 概念 一 般 化 . 相反 , 复 向 量 空 
间 的 概念 是 因为 在 线性 微分 方程 理论 和 现代 量子 力学 中 有 需要 而 自然 引入 的 , 所 以 
复 向 量 空间 的 研究 就 变 得 相当 重要 . 尽管 许多 关于 妥 " 的 定理 都 可 原封 不 动 地 移植 
到 C" 上 来 , 但 是 那些 与 点 积 有 关 的 定理 仍然 需要 作 送 当 的 改动 才能 用 在 C" 上 . 
我 们 将 用 不 全 为 零 的 实数 的 平方 和 为 正 这 一 事实 来 证 明 非 零 向 量 与 自己 的 点 积 为 
正 . 由 于 复数 的 平方 和 可 能 为 负 , 为 了 保留 正定 性 , 我 们 必须 修改 点 积 的 定义 . 在 
C* 中 , 我 们 用 如 下 关系 定义 点 积 . 

定义 ” 设 站 = (dis… an) 吾 =( ,bn) 为 Cm 中 的 两 个 向 量 , 我 们 用 如 
下 公式 定义 它们 前 点 积 .有 B: 


A. B= Yom 


k=1 
其 中 Bi 为 Bx 的 共 示 复数 
这 个 定义 与 我 们 前 面 给 出 的 R* 中 的 点 积 的 定 闵 一 致 , 这 是 因为 当 6 为 实数 
时 , bx = be, 定理 1.2 中 所 述 的 点 积 的 基本 性 质 将 变 成 如 下 形式 . 
定理 1.11 “对 任意 Cn 上 的 向 量 4, 吾 , 口 以 及 性 意 复 纯 量 c 我 们 有 
(a) A.B= B.A, 


(bh) A.{(B+O=A.B+A.C., 

tc) cA'B)=tcA).:B= A. (cB), 

(dj A.A>0, 著 AzO, 

(ej) 4.4=0 若 4=O. 口 

这 些 性 质 都 可 由 定义 直接 得 到 , 我 们 将 它们 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 , 读者 必 
须 注 意 到 在 性 质 (g) 中 , 当 交 换 点 积 运算 中 两 个 向 量 的 次 序 时 , 我 们 对 结果 取 共 斩 . 
同 祥 在 性 质 (c) 中 , 当 综 量 c 从 点 乘 号 的 一 边 移 到 男 一 边 时 , 也 需 对 ec 取 共 族 . 

Cauchy-Schwarx 不 等 式 在 Cm 中 具有 如 下 形式 : 

14.BP < (A. A)(B.B). {1.14) 

上 式 的 证 明 与 定理 1.3 的 证 明 类 羽 ， 考 虑 向 量 C = x4& 一 yB, 其 中 z= 二 B.8， 
二 及. 妨 , 并 计算 C .OC, 由 不 等 式 COC.C 0 即 可 得 式 (1.14). 证 明 的 细节 留 给 读 
者 作为 练习 . 

因为 一 个 向 量 和 它 自己 的 点 积 非 负 , 我 们 可 用 和 有” 中 相同 的 公式 定义 Cr 上 
向 量 的 范 数 ; 


上 A= (4 22， 

定理 1.4 中 范 数 的 基本 性 质 也 可 原封 不 动 地 移植 到 C* 中 来 . 我 们 特别 指出 三 角 不 
等 式 | 有 态 十 BI 所 有 4 十 1B 在 Ca 中 也 成 立 . 

Cr 中 向 量 的 正 交 由 关系 4 .B= 0 定义. 和 实 空间 一 样 , 当 且 仅 当 C* 中 两 个 
向 量 4 和 B 满足 Pythagoras 恒等式 

14+ B= 4+|B|? 

时 它们 正 交 . 

在 Cr 中 的 线性 生成 集 、 线 性 无 关 、 线 性 相关 、 基 的 定义 都 和 Rn" 中 的 完全 相 
同 , 定理 1.7~1.10 及 其 证 明 在 C" 中 也 成 立 . 


1.17 习 题 
1. 令 及 = 人 1,) 入 = 和 1, 一 i), 口 == (2i,1) 为 C2 中 三 个 向 量 , 计算 以 下 各 点 积 : 
ta) 人 . 瑟 fp) 加 -A 
(ce) 4) :BB (dd) A. (iB) 
(6) (A) . iB) {f) B.C 
(A th) {B+O) :4 
(A 一 0).B G) (A -iB). (A+IB) 


be 


设 A= (2,1, 一) B= 一 1, 久 ), 求 Cs 中 -个 与 A 和 豆 都 正 交 的 非 零 向 量 C. 
.证 明 : 对 Cr 中 任意 两 个 向 量 4 和 互 , 有 恒等式 

| 十 吾 性 = 中 和 要 二 用 酝 恨 + 和 :号 十 责 . 百 . 

4 证 明 : 对 Cr 中 任意 两 个 向 量 4 和 五, 有 恒等式 

1 和 十 召 必 一 上 4 一 号 要 =2A- 吾 十 有 百 ). 


[es 


一 
号 
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. 证明: 对 C* 中 任意 两 个 向 基 及 和 BB, 有 恒等式 


A+ B+I1A~ Bl =21Al +alal. 


. {8) 证 明 : 对 Rn” 中 任意 两 个 向 量 4 和 吾 , 4 . 吾 十 公 . 瑟 是 实数 ， 


fb) 设 入 利 吾 为 Cn 中 两 个 非 鹤 儒 量 , 证 明 
A.B+AB., 
| 总 响 瑟 | 


2 去 


.年 立 Ra 中 两 个 非 零 向 且 各 和 如 的 天 和 日 为 


妾 (入 .如 十 六 .号 
中川 召 ! 
习题 6 中 的 不 等 式 表 明 在 区 间 上 ,可 上 存在 唯一 的 一 个 角 8 满足 上 式 , 证 明 
4 — Bl = 14P +lBI — 2AllBl eosd. 


8 = arcoos 


. 用 习题 7 给 出 的 定义 计算 C5 中 商 个 向 量 及 二 (1,0,i,i,i) 和 怠 = i,i,0,i) 的 夹 骨 . 
fa] 证 明 向 基 太 二 {1,0,0), 吾 = (0,i,0), 局 = (1,1,i) 构成 C3 的 : -组 基 . 


{b) 将 加 量 (5,2 一 i,2i) 雪耻 为 肪 , BB, 口 的 线性 组 合 . 
单位 举 标 向 量 五 ,…… , In 构成 及 ” 的 一 组 基 , 证 明 它 们 辣 时 也 构成 C* 的 一 组 基 . 
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2.1 3 引 


了 


本 章 将 讨论 向 量 代 数 在 直线 ,平面 和 二 次 曲线 的 研究 中 的 应 用 . 我 们 熟悉 的 二 
维和 三 维 空间 中 直线 和 平面 的 性 质 都 将 推广 到 n 维 空间 中 . 

儿 何 学 最 早 由 Euclid 在 公元 前 约 300 年 作为 一 种 演绎 系统 引入 . 他 先 引 入 一 
组 描述 点 和 直线 性 质 的 公理 (公设 }. Euclid 将 点 (point) 和 直线 (line) 看 作 不 加 定 
义 的 原始 概念, 其 他 的 概念 都 是 用 点 和 直线 定义 的 , 而 定理 则 由 公理 系统 地 推导 而 
得 . Euclid 列 出 了 十 条 公理 并 试图 由 此 推导 出 他 起 获得 的 所 有 定理 , 然而 人 们 已 经 
证 明了 这 些 公理 并 不 足以 推导 出 整个 欧 氏 几何 理论 . 例如 , 在 他 的 第 一 个 定理 的 证 
明 中 , Euclid 作 了 一 个 隐 含 的 关于 两 圆 相 交 的 假设 , 而 这 个 假设 并 不 在 任何 一 条 全 
理 中 . 

在 这 之 后 , 大 们 又 给 出 了 其 他 确实 能 证 明 欧 氏 几 何 所 有 定理 的 公理 系统 , 其 中 
最 著名 的 是 由 德国 数学 家 David Hilbert(1862-1943) 提出 的 公理 系统 . 在 他 1899 年 
出 版 的 加 令 已 成 为 经 典 的 著作 《几何 基础 》 (Grundlagen der Geometrie, 英 译 本 ?pe 
Foundations of Geometry, OQpen Court Publishing Co., 1947) 中 , Hilbert 提出 了 他 
的 公理 系统 , 这 本 书 葛 定 了 20 世纪 抽象 数 学 的 基础 , 这 本 书 在 Hilbert 生前 一共 出 
了 七 个 德语 版 本 . 

在 平面 几何 中 ，Hilbert 先 给 出 了 五 个 未 定义 的 概念 : 点 、 直线 、 在 .…… 之 上 
(on) (点 和 直线 间 的 一 种 关系 )、 在 .…… 之 间 (between)( 一 个 点 和 -一 对 点 之 间 的 一 种 
关系 ), 合同 {fcongruentjf 点 对 之 间 的 一 种 关系 }, 然后 他 列 出 了 十 五 条 公理 ,由 这 些 
公理 可 推导 出 整个 欧 氏 平面 几何 理论 , 闻 样 他 给 出 了 二 十 一 条 关于 六 个 未 定义 概念 
的 公理 , 并 由 此 建立 整个 欧 氏 立体 几何 理论 ， 

解析 几何 则 略 育 不 同 , 我 们 用 实数 定义 点 、 线 、 在 … 之 上 、 在.… 之 间 等 概 
念 , 然而 我 们 却 并 不 给 出 实数 的 定义 . 这 样 得 到 的 数学 结构 称 为 欧 氏 几何 的 解析 模 
型 (analytic model.， 在 这 个 模型 中 , 将 Hilbert 公理 作为 定理 并 利用 实数 的 性 质证 
明 它 们 , 本 书 中 , 我 们 并 不 给 出 所 有 的 Hilbert 公理 的 描述 , 相反 , 我 们 仅仅 阐述 如 
何 用 数 来 定义 几何 中 的 原始 概念 , 同时 我 们 也 给 出 几 个 定理 的 证 明 来 说 明 解 析 几 何 
方法 . 
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2.2 mn 维 空间 中 的 直线 


本 节 中 我 们 用 实数 定义 点 、 直线 、 在 .… 之 上 的 概念 . 这 些 定义 符合 我 们 对 二 
锥 和 三 维 空间 中 的 对 应 概念 的 直观 已 觉 ,同时 它们 也 在 所 有 的 n 维 空间 中 有 意义 ， 
其 中 m 茸 1 

我 们 将 型 "” 中 的 向 量 (实数 的 ”元 有 序 组 ) 定义 为 点 . 我 们 把 点 和 向 量 看 作 同 
一 个 概念 , 不 加 以 区 分 . 向 基 空 间 有” 称 为 维 欧 氏 空间 的 解析 模型 ,或 者 简单 地 
称 为 n 维 欧 氏 空 间 . 我 们 用 Rr* 上 的 向 量 加 法 和 纯 量 乘法 来 定义 直线 ， 

定义 ”给 定 点 忆 和 非 零 向 量 轨 , 由 所 有 的 点 书 十 tA 组 成 的 全 合 称 为 过 互 且 
平行 于 4 的 直线 , 其 中 £ 取 遍 所 有 实数 . 我们 将 这 条 直线 记 作 L(P; 4),， 即 

L(tP;A) {Pi+tA:teR} 或 者 简单 地 写作 LIL(P;A)= {P+tA}. 
车 对 点 加 , 存在 纯 量 满足 日 二 号 十 t4, 则 称 加 在 直线 L(P; 4) 上 . 

在 记号 L(P; 4) 中 , 点 P 写 在 前 面 , 由 于 P 与 t=0 相对 应 , 因此 点 P 在 该 
直线 上 . 点 4 称 作 该 直线 的 方向 向 量 {direction veetor). 过 原点 的 直线 L(O; 4) 是 
妃 的 线性 生成 集 , 它 包 含 所 有 4 的 纯 量 倍数 . 过 点 PP 且 平行 于 4 的 直线 可 通过 
将 点 也 与 4 的 线性 生成 集中 的 所 有 向 量 相 加 而 得 . 

图 2.1 表示 及 ? 中 直线 定义 的 几何 解释 . 车 我 们 将 点 忆 十 t+4 看 作 以 原点 为 起 
点 的 向 基 忆 十 +4 的 终点 , 那么 当 t 取 遍 所 有 实数 时 , 点 P+ t4 构成 的 轨迹 即 为 
过 点 P 有 昌平 行 于 向 量 4 的 直线 . 图 2.1 中 也 画 出 了 当 上 取 某 些 值 时 直线 L(P; A) 
和 (Di 4) 上 对 应 的 点 . 


图 2.1 过 点 己 且 平行 于 4 的 直线 L(P; A) 及 其 与 过 点 OQ 且 平 行 于 
4 的 直线 L(O; 4) 的 几何 关系 
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2.3 ”到 ”中 直线 的 一 些 简单 性 质 


首先 , 我 们 证 明 在 L(P; 4) 的 定 尺 中 方向 向 量 A 可 用 平行 于 A 的 任意 一 个 向 
量 代替 , 而 所 得 的 直线 不 变 ( 记 住 当 存在 非 等 纯 量 c 使 得 4 = cB 时 , 称 向 量 4 与 
吾 平行 ). 

定理 2.1 过 同一 点 也 的 两 条 直线 工 (已 ;4) 和 IL(P; 妃 ) 相同 , 当 且 仅 当 它们 
的 方向 向 量 4 和 已 互相 平行 . 

证 明 ”首先 设 L(P; 4) = L(P; B}. 取 L(P; 4) 上 不 同 于 PP 的 点 , 不 妨 设 该 
点 为 P+ 4, 那么 该 点 也 在 L(P; BY 上 , 所 以 存在 纯 量 。 使 得 PA= 了 +cB, 故 
及 二 cB. 另外 , 由 于 妨 关 人 口 , 所 以 c 关 0, 因此 A 和 B 互相 平行 

再 设 4 和 BB 互相 平行 . 那么 存在 纯 量 c 关 0 使 A= cB. 着 点 外 在 LLP; A) 
上 , 则 存在 纯 量 1 使 得 Q@= P+tA4= P+t(tcB) = 了 + (tc)B, 所 以 及 在 元 (已 ; 吾 ) 
上 , 因此 有 上 {P; 4) ES L(P; B)， 同 理 可 得 LP; B) CS L(P;4), 故 L(P; A) = 
LLP; B). 口 

接 下 来 我 们 证 明 在 L(P; 4) 的 定义 中 , 可 用 该 直线 上 任意 点 Q@ 代替 而 所 
得 的 直线 不 变 . 

定理 2.2 ”对 有 同一 个 方向 向 量 各 的 直线 L(P; A) 和 工 (@; A 当 且 仅 当 @ 
在 直线 L{P; A) 上 时 这 两 条 直线 相同 . 

证 明 ” 设 LCP;4) == 工 (Q; 有 4), 由 于 人 @ 在 IL(Q@;4) 上 ,所 以 它 也 在 ZL(P;A) 上 . 
反之 , 设 人 @ 在 L(P; A) 上 ,不 妨 设 @ = 了 呈 +ceAh, 我 们 来 证 明 上 (P; 4) = LQ;AY. 取 
L(P; 4) 上 任意 点 芝 , 则 存在 纯 量 1 使 着 = 了 P+14. 又 因为 忆 = 昌 一 cA, 所 以 有 
基 二 -cATtA=Q+( 人 -ch, 因此 其 也 在 LQ;A} 上 , 故 工 (P; A) CLQ;A). 
同 理 可 证 L(Q; 4&4) CL(P; 及 ), 因此 这 两 条 直线 相同 ， 品 

平行 公设 {parallel postulate) 是 Euclid 最 著名 的 公设 之 一 . 这 个 公设 和 下 述 命 
题 在 逻辑 上 等 价 :“ 过 一 个 给 定点 , 存在 且 仅 存在 一 条 与 给 定 直 线 平行 的 直线 ,” 我 
们 将 证 明 这 个 性 质 是 定理 2.1 的 一 个 简单 推论 , 为 此 我 们 需要 给 出 两 条 直线 平行 的 
定义 . 

定 光 ”对 维 空间 中 前 两 条 直线 L(P; 4) 和 L(G@; BB), 如 果 它 们 的 方向 向 量 
及 和 BB 相互 平行 , 则 称 这 两 条 直线 平行 . 

定理 2.3 ”给 定 直线 二 和 不 在 五 上 的 一 点 全, 则 存在 且 仅 存在 一 条 包含 呈 且 
平行 于 工 的 直线 

证 明 ” 设 直 线 工 的 方向 向 量 为 4, 考虑 直线 L' = 工 (@@i 4). 显然 它 包 含 点 驴 
且 平 行 于 元. 定理 2.1 告诉 我 们 这 是 唯一 一 条 辐 时 具有 这 丁 条 性 质 的 直线 . 口 

注 在 很 长 的 一 庚 时 间 里 , 数学 家 们 认为 平行 公设 可 由 Euclia 的 其 他 公设 推导 而 得 , 但 是 所 有 证 明 这 
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个 结论 的 尝试 都 失败 了 . 直到 19 世纪 早期 , 数学 家 Carl F, Gauss(1777-1855)、J. Bolyaif1802 1860), NN. 
I. Lobatchevski(1791-1856) 开始 相信 无 法 由 其 他 公设 推导 出 平行 公设 并 且 开 始 建 立 非 欧 几 何 ， 即 平行 公 
设 不 成 立 的 几何 , 这 几 位 数学 家 的 工作 芒 励 其 他 数学 家 和 科学 家 章 新 审视 那些 “公认 的 真理 ”， 并 向 儿 个 世 
纪 以 来 一 直 被 奉 为 羊 典 的 公理 发 起 挑战 . 


同样 易 证 直线 的 下 述 性 质 , Euclid 将 该 性 质 作 为 公理 列 出 . 

定理 2.4 ”两 个 相 异 点 决定 一 条 直线 . 即 著 给 定点 也 和 QQ, 忆 关 @, 则 有 且 仅 
有 一 条 同时 包含 忆 和 @ 的 直线 . 可 用 集合 { 忆 十 t(@ 一 了 )} 表示 这 条 直线 . 

证 明 ” 令 工 为 过 点 P 且 平行 于 QP 的 直线 , 即 令 

L=LP;Q- P={P+t0 -PP)}. 

这 条 直线 同时 包含 PP 和 Q@( 令 1 一 0 可 得 上 包含 P, 令 t=1 可 得 工 包 含 QQ). 令 
L' 为 同时 包含 P 和 @ 的 任意 直线 , 我 们 将 证 明 大 = KL， 由 于 2 包含 P, 所 以 
存在 非 零 向 量 4 使 得 L' = L(P; 4). 又 由 于 L' 也 包含 ,所 以 存在 纯 量 c 使 得 
P+eA=Q, 故 有 @ 一 P=cA. 因为 外 关 PP, 所 以 c 关 D0, 因此 旬 一 PP 平行 于 4， 
由 定理 2.2 我 们 有 L' = L(P:; 4) = L(P,Q -PP)=L. 

例 ”定理 2.4 给 出 了 一 个 判断 给 定点 Q 是 否 在 给 定 直线 L(P; 4) 上 的 简单 方 
法 . 它 告诉 我 们 当 且 仅 当 @ 一 平行 于 4 时 @ 在 L(P; 4) 上 . 例如 , 对 三 维 空间 中 
的 直线 LLP; 4), 其 中 P= (1,2,3), A = (2, 一 1,5). 为 了 判断 = (1,1,4) 是 否 在 该 
直线 上 , 我 们 考察 QP = (0, -1,1), 由 于 入 -已 不 是 4 的 纯 量 倍数 , 所 以 点 (1, 1,4) 
不 在 该 直线 上 . 另 一 方面 , 如 果 QQ@ = (5,0,13), 则 因为 QP= (4, 一 2,10) =24, 所 
以 此 时 Q@ 在 该 直线 上 . 

了 ”中 两 个 向 量 的 线性 相关 性 也 可 用 几何 语言 描述 . 

定理 2.5 对 玉 " 中 两 小 向 量 上 和 号 , 当 且 仅 当 官 们 在 过 原点 的 同一 条 直线 
上 时 , 这 两 个 向 量 钱 性 相关 ， 

证 明 车 及 或 B 为 零 , 则 结论 显然 成 立 , 若 它们 都 不 为 零 , 则 当 且 仅 当 存 在 
纯 量 1 使 B= tA 时 , 4 和 BB 线性 相关. 又 因为 当 且 仅 当 吾 在 过 原点 且 平行 于 4 
的 直线 上 时 , 存在 纯 量 + 使 B tA4, 所 以 定理 得 证 . 口 


2.4 “mm 维 空间 中 的 直线 和 向 量 值 函数 


将 直线 看 作 质 点 的 运动 轨迹 是 有 益 的 . 可 用 一 个 外 下 式 定 叉 的 向 量 值 函数 及 
表示 质点 在 时 刻 t 的 位 置 ; 

XH=P+iA. (2.1) 
显然, 对 所 有 实数 也 藉 都 有 意义 . 这 个 无 是 单个 实 变量 的 向 量 值 函 数 的 一 个 例子 ， 
它 的 定义 域 为 所 有 实数 组 成 的 集合 , 值 域 为 直线 L(P; 4)， 

我 们 称 式 (2.1) 中 的 纯 量 + 为 参数 (parameter), 称 式 (2.1) 本 身 为 直线 L(P; 4] 
的 向 量 参数 方程 , 或 简单 地 称 为 向 量 方程 . 如 果 我 们 令 t 代表 时 间 , 那么 可 将 发 站 
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看 作 表 示 在 时 肇 寺 该 质点 位 置 的 位 置 向 量 . 函数 观点 非常 重要 , 它 不 仅 为 表示 直线 
而 且 也 为 表示 一 般 空间 曲线 提供 了 一 种 十 分 自然 的 方法 . 

如 果 一 条 直线 经 过 相 蜡 的 两 点 和 @, 那么 可 用 外 -PP 作为 它 在 方程 人 2. 
中 的 方向 向 量 4, 此 时 该 直线 的 向 量 方程 化 为 

XH 二 PP+tQ 一 P) 或 X=t8+(1 HP. 

注意 对 直线 L(P; .A4) 上 的 两 点 大 fal 和 四 (), 当 且 仅 当 五 +a4 = 也 +b4 时 ， 
这 两 点 相同 , 此 时 fa 一 信和 = 避 . 由 于 4 非 零 , 所 以 当 且 仪 当 g =b 时 (4 站 A = 0， 
因此 直线 上 参数 t 不 相等 的 点 互 不 相同 . 

现在 我 们 考虑 给 定 直 线 上 互 不 相同 的 三 个 点 大 faj, 站 (外), 并 (ec), 其 中 二 让 
当 e 在 aa 和 之 间 即 aa<e<a 时 ,我 们 称 下 fce) 在 第 fa] 和 天 (之 间 (between). 

我 们 可 用 范 数 来 定义 合同 . 设 有 两 对 点 P,@ 和 P', ,车 |P-Q| = |P'-@2' 
则 称 点 调 P, @ 与 点 对 P', @' 合同 (congruence). 范 数 | @| 称 为 PP 与 @ 之 
间 的 距离 . 

这 样 一 来 , 我 们 给 出 了 ”= 维 欧 氏 空间 的 解析 模型 中 的 全 部 基本 概念 ; 点 , 直线 ， 
在 … 之 上 ,在 … 之 间 , 合同 , 下 一 节 我 们 将 讨论 三 维 空间 和 二 维 空间 中 直线 的 参 
数 方程 . 


2.5 三维 空 间 和 二 维 空间 中 的 直线 


设 式 (2.1) 表示 的 直线 在 三 维 空间 中 , 接 下 来 我 们 用 分 量 的 形式 表示 向 量 方程 
人 2.1). 令 忆 = (p,qg,7), 和 站 = [4,8,0), 其 (由 二 (x,y,2), 则 向 量 方程 (2.1) 等 价 于 下 列 


三 个 纯 量 方程 ; 

T=p+ta, y=9I+th, =rtite, (2.2) 
我 们 称 这 三 个 方程 为 该 直线 的 纯 量 参数 方程 或 简单 地 称 它们 为 该 直线 的 参数 方程 . 
在 进行 涉及 分 量 的 运算 时 , 这 些 方程 非常 有 用 . 不 过 向 前 方程 更 为 简单 , 而 且 在 研 
究 直线 的 一 般 性 质 时 , 它 也 更 为 自然 . 

若 我 们 讨论 的 是 一 个 二 维 空间 中 的 直线 , 那么 我 们 只 需要 式 (2.2) 中 的 前 两 个 
方程 . 这 样 一 来 , 我 们 就 可 消去 这 两 个 参数 方程 中 的 参数 上 用 ) 乘 第 一 个 方程 , 用 
a 滋 第 二 个 方程 , 然后 将 它们 相 减 . 我 们 得 到 如 下 关系 : 

blz —p)— aly— DD=0, (2.3) 
这 个 方程 称 为 该 直线 的 笛 卡 儿 方 程 ， 当 4 0 时 ， 上 式 可 写成 点 伸 式 (point slope 
form) 方程 


b 
yg= 7 -Dp), 


其 中 , 点 {p,@ 在 该 直线 上 上, wa 为 该 直线 的 斜率 . 
笛 卡 儿 方 程 (2.3) 也 可 写成 点 积 的 形式 . 若 令 
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N=(b -0), X= P= (p09 
那么 方程 (2.3) 作为 (逐一 P.N 0, 即 
XX.N=P.N. 

因为 N.4 = 5a ab 二 0, 所 以 向 量 N 委 直 于 方向 向 量 A 二 (a,5), 我 们 称 N 为 该 
直线 的 法 向 量 (normal vector). 该 直线 由 所 有 满足 方程 和 .NP.N 的 点 下 组 成 . 

这 个 关系 的 几何 意义 如 图 2.2 所 示 , 点 PP 和 点 站 在 该 直线 上 , 法 向 量 N 与 
臣 一 了 正 交 , 该 图 表明 在 该 直线 上 的 所 有 点 苹 中 , 当 外 为 点 瑟 在 N 上 的 投影 
时 , 其 长 度 | 基 || 最 小 . 下 面 我 们 给 出 这 个 结论 的 代数 证 明 . 


图 2.2 在 zy 平面 中 过 点 忆 , 法 向 量 为 N 的 直线 ,该 直线 上 的 所 有 点 
满足 证 .N=P.N 


定理 3.6 令 工 为 恕 ?2 中 由 满足 以 下 关系 的 所 有 点 四 姐 成 的 直线 : 
.N=P.N, 
其 中 忆 站 该 直线 上 且 非 零 向 量 NN 为 该 直线 的 法 向 量 . 令 
IP.NI| 
YI 
则 工 上 所 有 点 及 的 长 度 上 及 | 衬 昌 不仅 如 此 ， 当 且 侈 当天 是 王 在 上 的 投影 
时 , 邹 当 且 仅 当 


d= 


=tN 
时 , | 四 上 = 二 a, 其 中 t= (P.N)/A(N .NN). 
证 明 ”因为 革 eL 所 以 瑟 -N= 记 .NN, 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 我 们 有 
IP.N|= |X. NI<HXIlNI, 
所 以 XX| 宕 |P. NI/IINI| = 4d. 又 因为 当 且 仅 当 存在 纯 量 1 使 站 =tN 时 ,上 式 中 
等 号 成 立 , 此 时 P.N= 革 .N=tN.N, 所 以 t= 了 .NI/(N .NN), 定理 得 证 . 
类 似 地 , 我 们 也 可 证 明 : 车 Q@ 为 R? 中 不 在 直线 工 上 的 点 , 则 对 工 上 所 有 点 
下, | 下 一 8 的 最 小 值 为 |(P 一 Q) -NIAINI, 此 时 瑟 -Q 是 号 -0 在 法 向 量 和 N 
上 的 投影 , 数 


[(P — @) -| 
INll 


称 为 点 @ 到 直线 工 的 距离 . 读者 可 用 类 似 于 图 2.2 的 图 说 明 这 些 概念 . 


19. 


11. 


12. 


. 设 久 ?3 中 的 一 条 直线 过 点 忆 = (1,1,1) 且 平行 于 向 量 4 = 全, 2, 3), 男 一 条 直线 过 点 Q@ = (2, 1,0) 目 


2.6 习 题 
. 设 宜 ?2 中 的 直线 工 包含 点 五 一 【一 3 1 和 点 位 一 (1 1), 确定 下 列 各 点 中 一些 在 LL 上: 
(a) (00) tb) (0,1) 
(cj (1,2) td) (2,1) 
{e) (—2, 1). 


. 着 瑟 = (2 一 1 人 避 = (一 4 人 试 确定 习题 1 各 点 中 哪些 点 在 上 . 


， 设 Re 中 的 直线 荆 包含 点 忆 = {一 3, 1, 1) 且 平 行 于 向 量 (1, 一 2, 3), 确定 下 列 各 点 中 哪些 在 L 上; 
(ay) {0,0,0) (by (2, -1, 4 
{c) (~2,—1,4) (4) 【一 4 3 一 2 
{e) {2, —9, 16) 
， 设 层 3 中 的 直线 工 也 售 点 号 = (一 3,1,1} 和 Q@ = (2 7), 确定 下 列 各 点 中 哪些 在 上 上 : 
(a) (—7,0,5) (b) 【一 了 ,0, —5) 
(0c) {—11, 1,11) {d (—11, —1, 11) 
(9) {—1,3,4) ‘f) (—§,§,3) 
(Eg} { 一 1， ， —4). 


-判断 下 列 各 小 题 中 三 点 五 , 外 , 及 是 否 诈 RR3 中 的 同一 条 直线 上 : 


fa) P= (21,1),0G= (4,1,—1), R= (3,—1,1). 
(b) P= (09,%8),0= 0231), R= (6,4,1). 
{c) P= {2， 1, 1), = (~—2, 3 1), 天 = (5, -1, Dn. 


.在 及 ?3 中 的 下 列 8 个 点 中 ， 有 A，B, 避 在 同一 条 直线 上 . 举 出 由 这 8 个 点 组 成 的 集合 的 所 有 至 少 包 


含 三 个 点 且 其 中 所 有 点 都 在 问 一 条 直线 上 的 子 集 : A = (3,1,1), B 一 (6,—1,1, GC 一 【一 6,5,1)， 
D= (3,31), B=0,1,1), 本 一 (一 441 GG= (13,9,1), H= (14,-6,1). 


玫 行 于 向 县 互 = (3, 8, 13), 证 明 这 贞 条 直线 相 变 并 求 它们 的 变 点 . 


，(a) 设 工 (P; A 和 工 (2; 吾 ) 为 及 " 中 的 两 条 直线 , 证 明 当 且 仅 当 人 4 和 BB 的 线性 生成 集 包 售 局 一 忆 


时 , 这 两 条 直线 相交 . 
(bj 判断 3 中 如 下 两 条 直线 是 否 相 交 ; 
上 = {{1, 1, —1) 十 #(—2, 1, 3)}, L'= {C3, 一 4， 1) 十 其 一 1 $5, 2)}. 


、 令 天 [二 ) 二 已 十 tA 为 直线 L(P; 态 ) 上 的 任意 点 , 其 中 忆 = (1,3,3), 及 二 (1, 一 2,2), 青 令 全 = 


(3, 3, 1). 

{a) 计算 @ 与 及 ( 旭 之 同 焉 离 的 平方 | 一 其 人 人， 

{bY 证 明 只 有 唯一 的 一 点 区 {to) 使 距离 eG@ 一 天 的 | 到 车 小 值 , 并 求 此 最 小 值 . 

(c) 证 明 @ 一 鞠 (t0) 与 及 正 交 . 

设 @ 为 ER? 中 不 在 直线 L(P; 4 上 的 一 点 . 

(a) 令 六 一 | 名 一 天 的 归 , 其 中 天 的 二 忆 二 A, 证 明 f(t) 是 的 二 次 多项式 月 只 有 一 个 + 使 
了 的 取 最 小 值 , 证 此 时 # 的 值 为 如 ， 

fp) 证 明 他 一 这 (t0) 与 入 正 交 . 

给 党 Rn 中 两 条 相互 立行 的 直 线 工 (P; 4) 和 工 {@; A， 证 有 明 要 名 LCP; A = 于 [加 ;4 要 如 变 

LLP;.A) Nn ILC: 4) 为 空 集 . 

给 定 有 R" 中 两 条 相 互 不 平行 的 直线 L(P; 4 和 工 (加 ; BB), 证 明 它 们 要 么 没有 交点 , 要 妈 仅 有 -个 交点 . 
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2.7 nn 维 欧 氏 空间 中 的 平面 


我 们 定义 nm 维 室 间 中 的 直线 为 形 如 {P+tA4} 的 点 的 集合 , 也 就 是 将 非 零 向 量 
各 的 线性 生成 集中 的 所 有 向 量 与 点 P 相 加 后 得 到 的 集合 . 用 类 似 的 方法 我 们 也 可 
定义 平面 , 唯一 的 区 别 是 此 时 我 们 是 将 两 个 线性 无 关 向 量 4 和 吾 的 线性 生成 集中 
的 所 有 向量 与 PP 相 加 . 为 了 保证 了” 包含 两 个 线性 无 关 的 问 量 , 我 们 假定 nv 2 2. 
我 们 的 应 用 主要 集中 在 ”= 3 的 情形 . 

定义 ” 设 M 为 我 * 上 的 一 个 点 和 全, 如果 存 在 一 点 忆 和 两 个 线性 无 关 的 向 量 
丸和 吾 , 使 得 

M={p+sA&+tB:s 和 tt 为 实数 ]， 


刘 称 对 为 一 个 平面 (plane). 

为 了 简 合 起 见 ， 我 们 用 记号 M = 
{PP 十 s4 十 后 ] 表示 这 个 平面 , 称 ;4 中 
的 各 点 在 该 平面 上 (on)， 特别 当 我 们 令 
3 二 += 二 0 时 , 我 们 知道 PP 在 该 平面 上 . 
我 们 也 称 点 集 {PP 十 s 和 及 十 t+B} 为 过 点 忆 
且 由 4 和 吾 生 成 的 平面 . 当 五 = 0O 时 ， 
该 平面 就 是 4 和 加 的 线性 生成 集 ， 图 

， 2.3 画 出 了 三 维 空间 中 一 个 由 4 和 吾 生 
了 信人。 成 且 过 原点 的 平面 以 及 一 个 由 4 和 号 生 
成 且 过 非 零点 已 的 平面 . 

接 下 来 我 们 将 推导 平面 的 一 些 福 质 , 这 些 性 质 类 似 于 定理 2.1~2.4 给 出 的 直线 
的 性 质 ， 首先 我 们 证 明 : 在 定义 平面 { 卫 十 s&4 十 t+B} 时 , 可 用 线性 生成 集 与 4 和 
BB 的 线性 生成 集 相 同 的 任意 一 对 向 量 来 代替 4 和 BB. 

定理 2.7 设 放 ={P+sA+tB} 和 MM'=1{P+sC+tD} 为 过 同一 点 了 的 
两 个 平面 , 那么 当 且 仅 当 入 和 吾 的 线性 生成 集 与 口 和 卫 的 线性 生成 集 相 同时 ， 
MM 和 M' 相等 . 

证 明 车 有 4 和 B 的 线性 生成 集 与 C 和 喇 的 线性 生成 集 相 同 , 那么 显然 
好 = 对 要 证 道 命 题 , 设 M = 2M', 因为 平面 4 包含 忆 十 及 和 P+ B, 而 且 这 
两 点 也 在 34' 上 , 所 以 4 和 B 必 在 C 和 D 的 线性 生成 集中 . 同 理 心 和 万 也 
在 有 A 和 上 B 的 线性 生成 集中 , 所 以 4 和 吾 的 线性 生成 集 与 如 和 万 的 线性 生成 集 
相同 ， 口 

下 面 的 定理 表明 在 定义 平面 {PP 十 sA 十 t+B} 时 , 可 用 该 平面 上 的 任意 一 点 @ 
代替 点 辽 . 


图 23 过 忆 且 由 及 各 生 成 的 
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定理 2.8 设 导 = {P+sA+tB} 和 MM'={Q@+s 和 +tBB} 为 由 间 一 对 向 量 
帮 和 吾 生 成 的 两 个 平面 ; 那么 当 且 仅 当 昌 在 了 上 时 , 这 两 个 平面 相同 . 

证 明 车 M = MM' 则 显然 8 在 M 上 、， 要 证 逆 命 题 , 设 外 在 M 上, 令 
= 号 +aA4 ++bB. 取 M 上 任意 点 套 , 则 存在 纯 攻 3 和 +t, 使 和 =P+sA4ttB. 
又 因为 记 =@ 一 44A 一 5B, 所 以 天 =Q@ 寺 (8s 一 中 4+ 全 一 抱 B, 因此 氏 在 M' 上， 
故 M ES M'. 同 理 , 我 们 有 M4'C M, 所 以 这 两 个 平面 相同 . 

对 平面 也 有 类 似 于 Euclid 的 平行 公设 (定理 2.3) 的 结果 . 为 了 给 出 这 个 定理 ， 
我 们 必须 先 定义 两 个 平面 平行 的 概念 , 图 2.2 向 我 们 展示 了 两 个 平行 平面 的 几何 
关系 . 

定义 设 作 一 {P+sA4+tB} 和 MM’' = {Q@+sC 十 tDD} 为 两 个 平面 , 车 4 
和 刀 的 线性 生成 集 与 C 和 品 的 线性 生 上 外 全 相同 , 我 们 称 这 两 个 平面 相互 平行 
{parallel). 车 向 重 尺 站 和 丰 和 如 的 线性 生成 集中 , 我 们 也 说 四 平行 于 平面 好. 

定理 2.9 ”给 定 一 本 平面 加 和 了 外 一 点 人 有 且 权 有 一 个 过 加 且 平 行 于 
J 的 平面 Mi. 

证 明 令 = {P+sA4+tB}, 考察 平面 M' = {Q@+s4+tiB}. 我 们 知道 Mr 
和 包含 日 而 且 它 由 生成 M 的 向 量 A 和 生成 . 所 以 M' 平行 于 M. 再 设 M” 是 
过 点 Q@ 且 平 行 于 好 的 另 一 个 平面 , 那么 

M"= {Q+sC +tD)}, 
其 中 CC 和 品 的 线性 生成 集 与 4 和 BB 的 线性 生成 集 相 同 . 由 定理 2.7, 我 们 有 
M7 二 了 所 以 M' 是 瞧 一 一 个 过 点 Q@ 昌平 行 于 M 的 平面 . 口 

定理 2.4 告诉 我 们 两 个 不 同 的 点 确定 一 条 直线 , 下 面 的 定理 表明 不 在 同一 条 直 
线 上 的 三 点 确定 一 个 平面 . 

定理 2.10 设 也 ,人 Q, 民 为 n 锥 空间 中 不 在 同一 直线 上 的 三 个 点 , 那 叉 有 卫 仅 
有 一 个 平面 M4 包含 这 三 个 点 . 可 用 如 下 集合 表示 条 : 

M= {P+s(Q -下 十 区 及 一 中) (2.4) 


证 明 ”首先 我 们 假定 三 点 中 的 某 一 点 为 原点 O, 不 妨 疫 已 = O, 那么 @ 和 忆 
不 在 过 原点 的 同一 条 直线 上 , 所 以 它们 线性 无 关 , 因此 它们 生成 一 个 过 原点 的 平面 ， 
令 这 个 平面 为 


M’ = {sQ + BR}, 
显然 这 个 平面 包含 OQ, 8, 吾 三 点 . 
现在 我 们 来 证 明 hf 是 包含 QO, @, RR 三 点 的 唯一 一 个 平面 所 有 其 他 过 原点 
的 平面 M4*” 有 如 下 形式 : 
MM" = {sA+1B}, 
其 中 4 和 如 线性 无 关 . 如 果 M7* 包含 @ 和 RR, 则 存在 纯 最 a,b, c,d, 使 


QO=a4+t+bB, R=cA+dB, (2.5) 
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所 以 已 和 五 的 任意 线性 组 合 也 是 4 和 百 的 线性 组 合 , 从 而 MT CC M7. 

为 了 证 明 M* < M1 我 们 只 需 证 明 4 和 吾 都 是 驴 和 旦 的 线性 组 合 . 用 4d 
乘 式 (2.5) 中 第 一 个 等 式 , 用 2 乘 式 (2.5) 中 第 二 个 等 式 , 并 将 所 得 结果 相 减 可 消去 
召 , 此 时 我 们 有 

(ad — bo A=dQ —bR. 

且 aa 一 Be 不 为 零 , 否则 @ 和 民 线性 相关 , 所 以 我 们 可 用 {ad - 5c) 除 上 式 来 将 4 
表示 为 Q@ 和 R 的 线性 组 合 . 类 人 羽 地 , 我 们 也 可 在 式 (2.5) 中 消去 4 而 将 召 表示 
为 @ 和 R 的 线性 组 合 , 所 以 M” Cc M' 因此 当 PP, Q@, R 中 有 一 个 为 原点 时 , 定理 
得 证 . 

为 了 在 一 般 情况 下 证 明 本 定理 , 我 们 令 时 为 式 (2.4) 中 的 集合 , 并 令 C = QP 
及 吕 = 民 -PP. 首先 我 们 证 明 C 和 DD 线性 无 关 . 否则 存在 纯 量 上 + 使 万 = tC, 所 
以 吾 一 五 一 帮 人 一 天 即 吾 = 三 十 碟 一 五 ), 这 与 P,Q, 吾 不 在 同一 条 直线 上 了 矛 
盾 . 所 以 M 是 过 户 且 由 线性 无 关 向 量 C 和 生成 的 平面 , 这 个 平面 包含 PP, @， 
虹 三 点 ( 令 s=1 与 1 一 0, 得 QQ 在 诸 上 ; 令 s 一 0 与 :=1, 得 瑟 在 M 上 ). 现在 
我 们 必须 证 角 它 是 唯一 一 个 包含 PP, 已, 总 的 平面 . 

令 M' 为 包含 PP, Q 与 R 的 任意 平面 , 由 于 对 ' 包含 PP, 我 们 知道 存在 线性 无 
关 向 大 4 和 瑟 , 使 得 


M'= {Pt+sA+tB}. 
令 Mo = {8 十 tB} 为 过 原点 且 由 4 和 如 这 两 个 向 量 生成 的 平面 ， 显 然 当 且 仅 
当 Mo 包 售 素 一 卫 时 , M' 和 包 会 向 量 入 .因为 M' 包含 QQ 和 有 R, 所 以 Mw 包含 
C=Q@-P 和 也 = 忆 -P, 热 而 因为 C 和 如 线性 无 关 , 我 们 已 经 证 明了 有 且 仅 有 
一 个 包 会 OQ, C, DD 的 平面 , 所 以 Mo = {sC+tD}, 故 M'={PtsC+tD}=M, 
定理 得 证 . 口 

在 定理 2.5 中 , 我 们 证 明了 当 且 仅 当 n 维 空间 中 两 个 向 基 在 同一 条 过 原点 的 
直线 上 时 , 这 两 个 向 量 线性 相关 , 下 面 的 定理 说 明 对 三 个 向 量 有 类 似 结论 . 

定理 2.11 设 及 , B,C 为 n 维 空间 中 的 三 个 向 司 , 当 和 且 仅 当 它 们 在 同一 个 
过 原点 的 平面 上 时 , 它们 线性 相关 ， 

证 明 设 刀 , B,C 线性 相关 , 那么 我 们 可 将 其 中 一 个 表示 为 另 两 个 的 线性 组 
合 , 不 藻 设 口 = s4+tB. 若 4 和 BB 线性 无 关 , 那么 它们 生成 一 个 过 原点 的 平面 ， 
且 在 此 平面 上 . 车 4 和 BB 线性 相关 , 那么 4, B,C 在 同一 条 过 原点 的 直线 上 ， 
所 以 它们 在 包含 这 条 直线 的 任意 平面 上 , 且 该 平面 过 原点 . 

为 了 证 明道 命题 , 设 4, B, C 在 过 原点 的 某 一 平面 M 上 . 车 丸和 万 线性 
相关 , 则 4, BB, C 线性 相关 , 定理 得 证 . 车 4 和 B 线性 无 关 , 则 它们 生成 一 个 过 
原点 的 平面 M', 由 定理 2.10, 有 且 仅 有 一 个 过 原点 且 包 含 4 和 B 的 平面 , 所 以 
jd = M., 因为 CC 在 此 平面 上 , 所 以 我 们 有 C = s4 +tB, 故 有 4, B,C 线性 相关 . 口 
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2.8 ”平面 和 向 量 值 函数 


将 一 对 实数 s 和 与 平面 M = {P+sA+tB} 上 向 量 卫 二 sh ++tB 联系 起 

来 的 对 应 关系 是 向 量 值 沙 数 的 又 一 个 例子 , 这 里 , 函数 的 定义 域 是 及 2, 即 所 有 实数 

对 {s, 的 集合 , 它 的 值 域 是 平面 M. 车 我 们 用 天 表示 这 个 了 销 数 并 用 发 (s 改 表示 
函数 值 , 那么 对 任意 实数 对 [s, 如 , 我们 有 

(3, = P+sA4+tB. (2.6) 


我 们 称 天 为 两 个 实 变量 的 向 量 值 函 数 , 称 纯 量 s 和 + 为 参数 , 称 式 (2.6) 为 该 
平面 的 参数 方程 或 向 量 方程 .与 用 一 个 实 变量 的 向 量 值 函数 表示 一 条 直线 相同 , 式 
(2.6) 用 两 个 参数 的 向 量 值 函数 表示 一 个 平面 , 

如 果 我 们 用 分 量 的 形式 表示 向 量 方程 (2.6) 中 的 向 量 , 那么 该 向 量 方 程 相当 于 
n 个 纯 量 方程 . 例如 , 在 R? 中 , 若 令 

P={p,paps), A=(0,02,03), B=(b,bo,ba), KX(s,t) = (x,y,2). 
则 向 量 方 程 (2.6) 可 以 表示 为 如 下 三 个 纯 量 方程 : 

了 一 8 十 301 十 纪 1， y=p2+sart th z= pa sa + tha. 
我 们 总 可 以 消去 这 些 方 程 中 的 参数 s 和 ,从 而 得 到 一 个 形 如 ax 十 如 十 cz 二 4 的 
线性 方程 , 这 个 方程 称 为 该 平面 的 笛 卡 儿 方 程 , 如 下 例 所 示 . 

例 令 M= {P+sA+tB}, 其 中 P=(,2,3), A4=(,2,1), B= {1,-4,—1), 

那么 相应 的 向 量 方程 为 
Xs,t) = {1,2,3) + s(1,2,1) +t(1,—4,—1). 

由 此 我 们 可 得 如 下 三 个 纯 量 参数 方程 : 

和 一 1 十 8 十 如 y=2+28~-， :==3 二 a 一 t. 
为 了 得 到 稍 卡 儿 方程 , 我 们 将 第 一 个 方程 写 为 z 一 1 = s+ 记 第 三 个 方程 写 为 x 一 3 = 
s 一 上 将 这 两 个 方程 相 加 得 2s = zx 上 + z - 4 再 将 它们 相 减 , 则 得 2+1 二 x 一 z 十 2, 将 
这 两 个 公式 代入 关于 y 的 纯 量 参数 方程 中 , 我 们 得 到 笛 卡 儿 方程 

二 一 3% 二 一 6, 

在 2.17 节 中 , 我 们 将 对 线性 笛 卡 儿 方 程 作 进 一 步 研究 . 


2.9 习 题 


1， 给 定 及 ?中 平面 4 = { 已 +s4 十 匣 } 其 中 成 二 生 ,2, 一 3 有 = (3,2,1), 如 = 人 0 二 确定 以 下 
各 点 中 哪些 在 M 上 . 
(ay {1,2,0) (b) [1,9,1) 
(oj (6,4,6) {dj {6,8,6) 
(ey (6,6, 一 5). 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


.在 及 3 中 给 定 平 面 M4 = { 忆 十 a 及 十 tBB}, 其 中 五 = (2,3,1), 4= (1,2,3), B= (3,2,1), 以 及 笛 卡 
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设 M 是 Rs3 中 由 已 = (1,1, 一 1), = (13:32 和 及 = (3, -1 -分 三 点 确定 的 平面 ， 确定 以 下 各 点 
中 哪些 在 对 上 . 
(a) (2., 2, $} {bj {4,0, 一 和 
(c) (—3,1— 3) {d) (3, 1,3) 
{ey (0,0,0). 


， 求 ER3 中 下 述 各 平和 他 的 纯 量 参数 方程 ; 


{9) 过 点 {1,2,1) 由 向 量 (0,1;0) 和 (1; 1,4) 生成 的 绊 面 . 
fb) 过 三 点 (1,2, 1), {0, 1, 人 0), [1,1,4) 的 平 而 . 


. 设 及 3 中 平面 lM 的 纯 量 参数 方程 为 


二 i 十 3 一 2t， y 二 2 十 5 十 性， zz 二 2s 十 +. 
{a) 确定 以 下 哪些 点 在 MM 上 : (0,0,0), {1,2,0), (2, 一 83, 一 3). 
(tb) 求 问 量 马 , 站, 吾 , 使 得 M = 二 {P+sA+tB]. 


， 令 时 为 到 ?中 由 不 在 同 - -直线 上 的 三 点 了 P,Q, 召 确定 的 平面， 


(a] 车 p, 9 7 是 和 为 1 的 二 个 纯 基 , 证 明 pP+4Q@+? 且 在 MM 上 . 
tb) 证 明 M 上 所 有 点 都 可 写 为 pq 二 7 也 的 形式 , 其 中 十 g 十 "= 1， 


. 求 及 3 中 以 下 平面 的 形 如 ar 十 by 十 cz 二 日 的 箔 卡 儿 方程 , 


{a) 过 点 (2,3,1) 由 {3,2,1) 和 (一 1, 一 2, 一 3) 生成 的 平面 . 
tb) 过 点 (2,3,1), {一 2, 一 1, 一 3) 与 (4,$, 一 1) 的 平面 . 
{c) 过 点 (2,3,1} 是 与 过 原点 由 位 ,0, 一 2), (1, 1,1) 生成 的 平面 平行 的 平面 . 


， 设 RR3 中 平面 M 的 笛 卡 儿 方 程 为 3e 一 5y 十 xz 二 9. 


(a) 确定 以 下 各 点 中 哪些 在 M 上 : (0, 一 2, 一 1), (一 1, 一 2,2), (3,1, 一 5). 
(b) 求 向 县 五， 及 , B, 使 得 M = {P+ sA+tB}. 


， 绽 定 有 &3 中 两 个 平滑 M 一 {P+sA+1B}, M' = {QQ+sC+tD}, 其 中 户 = (1,1,1), A = {2, -1,3), 


B= {—1, 0, 2), ty 一 {2, 3, 1), = {1, 2, 3), D= (3, 2 1), 找 出 它们 的 变 集 MN MM 中 的 两 个 不 


儿 方 程 为 了 一 2 十 zz 一 口 的 平面 M7 

(a) 确定 财 和 邓 ' 是 管 平 行 . 

{b) 如 果 第 三 个 平面 MY" 的 箔 卡 儿 疗程 为 十 中 十 z 二 0, 找 出 M 和 MM" 的 交集 中 的 两 个 不 同 点. 
在 有 &3 中 , 令 工 为 过 点 (1,1,1) 且 平 行 于 向 量 (2, 一 1,3} 的 直线 , 并 令 M 为 过 点 (1,1, 一 2) 由 向 晨 
(2. 1,3) 和 {0, 1,1) 生成 的 平面 , 让 明 奖 集 aM 有 且 仅 有 一 点 并 计算 该 点 . 

在 R3 中 , 者 向 基 其 平行 于 半 面 邮 , 那么 称 以 到 为 方向 向 量 的 直 厂 平行 于 MM. 令 工 为 过 点 (1,1,1) 
由 平 行 于 向 量 (2, 一 1, 3) 的 青 线 , 确定 工 是 否 平行 于 以 下 各 平面 . 

(a8) 过 点 (1, 1, 一 分 由 {2,1,3) 和 位 ,1,1) 生成 的 平面 . 

(B) 过 点 (1, 1, 一 各， (3,5,2), {2,4, 一 1) 的 平面 
(ce) 向 卡 儿 方程 为 x 十 25 十 3z = 一 3 的 半 面 . 
在 下” 中 , 诬 两 个 不 同 的 点 忆 和 点 入 在 平面 对 中 , 证 明 或 推荐 下 述 命 题 : 对 于 过 PP 和 3 的 直线 ， 
其 .上 的 任意 点 都 在 az 中 . 

在 及? 中 , 给 定 过 点 (1,2, 3) 且 平行 于 向 量 (1, 1, 1) 的 直线 工 和 不 在 工 上 的 点 (2, 3, 5 求 过 点 (2, 3, 5) 
闪 包 含 所 有 工 上 点 的 平面 的 稍 卡 儿 方 程 , 

在 良 ” 中 , 给 定 直 线 工 和 不 在 工 土 的 : -点 已 , 证 明 或 推翻 下 述 命题 : 有 和 且 仅 有 -个 过 局 目 包 售 工 上 
所 有 点 的 平面 . 
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2.10 ”了 到 3 中 两 向 量 的 叉 积 


当 用 向 基 代 数 解 决 几 何 和 力学 上 的 问题 时 , 我 们 经 常 需要 有 一 种 简单 方法 来 构 
造 与 给 定 的 两 个 向 量 A 和 B 都 垂直 的 向 量 . 我 们 用 又 积 (cross product) 4 x 百 
{ 读 作 “A 义 B”) 来 解决 这 个 问题 , 义 积 的 定义 如 下 . 

定 党 令 及 = (al,a2,a3), BB 二 (51,59,b3) 为 三 维 空间 中 的 两 个 向 量 , 定义 它 
们 的 楼 积 4 x BB ( 接 雍 顺序) 为 向 重 


AxB= (a2bs — asb2, asbi 一 a1b3, 91b2 — a2b1). 


由 定 闵 可 得 叉 积 的 下 述 性 质 . 

定理 2.12 对 三 维 空间 中 的 性 意向 量 A, B,C 以 及 任意 实数 c 我 们 有 
(a) AxB=-BxA) {反对 称 性 }， 

(b) Ax (B+0)= (Ax B+(AxO) (分 配 律 )， 

(cj) cl(Ax B)=(cA)x B= Ax (cB), 

(dj A.(Ax B=0 {与 A 的 正 变性 ) 
{e) B.{Ax B=0 (与 BB 的 正 交 性 )， 

全 Ax B=|ANRIBL (A. B) tLagrange 公式 )， 


(g) 当 且 仅 当 A 和 BB 线性 相关 时 ,入 x 昌吉. 
证 明 ”由 定义 易 得 性 质 (ai (b), (c), 它们 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 现在 我 们 
来 证 性 质 (d). 我 们 知道 
六 .站 x BB)= alfaapbs — a3b2) 十 aafasba — 0153) 十 asfaaba ~ a2b1) 一 0. 
间 理 可 证 性 质 (e), 或 者 由 性 质 (a) 和 (d) 推出 (e). 为 了 证 明 性 质 (fy, 由 定义 我 们 
有 


NA x BI = (2b3 一 asb2)? + (qbi — 01b3)? + (grbs 一 Gas 人] 


以 及 

| 征召 要 — (A4.B)? = (a +ad + a3){b? + + 0) 一 (ai + aabz + asbs)? 
将 以 上 两 式 展开 可 知 它们 的 右边 相等 . 

性 质 (f) 说 明 当 且 仅 当 (4 - 吾 )2 = 1 向?| 吾 要 时 和 肥 x B= 人 0O. 又 由 Cauchy- 
Schwarz 不 等 式 (定理 1.3}), (4 . 吾 )2 = || 有 4 省 BB||? 的 充 要 条 件 是 其 中 一 个 向 量 是 
男 一 个 的 纯 量 倍数 , 即 当 且 仅 当 4 和 B 线性 相关 时 4 x BB = 口 , 所 以 性 质 {I 
得 证 . 口 

例 ” ”性质 (a) 和 {g) 都 说 明 4 x 有 4= 口 .由 叉 积 的 定义 , 我 们 知道 单位 坐标 向 
量 满 足 


ixI=E, xEk=i, kxi=j, 
叉 积 不 满足 结合 律 , 例如 
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ixtixD=ixk=-7 但 ix 让 xj=0. 

下 面 的 定理 给 出 了 义 积 的 另外 两 条 性 质 . 

定理 2.13 令 妨 和 电 为 三 维 空间 中 的 两 个 线性 无 关 的 向 量 . 则 

(ay 向 量 4 百 , A x BB 线性 无 闫 、 

(b) 三 维 空间 中 任意 一 个 与 4 和 日 都 垂直 的 向 量 N 都 是 及 x 电 的 纯 量 倍数 . 

证 明 令 口 = 4x 互 ,因为 4 和 吾 线 性 无 关 , 所 以 吕 基 口 . 设 a4+bB+teC' = 
心 ,用 CC 点 捷 此 式 两 边 , 再 由 A4.C = B.C 一 0 可 知 c=0, 由 此 可 得 aA4 -+bB = 口 . 
又 因为 4 和 BB 线性 无 关 , 所 以 a b= 0, 因此 (a) 得 证 . 

为 了 证 明 (Db), 设 NN 与 4 和 B 都 开 直 , 并 令 C= A x BB. 我 们 需要 证 明 

(CI 一 (NIC CI)， 

再 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 (定理 1.3) 可 知 N 是 口 的 纯 量 倍数 . 

因为 4, B,C 线性 无 闫 , 由 定理 1.10{c), 我 们 知道 它们 生成 有 所 以 存在 纯 
量 a, b, e, 使 得 


N=aA+dB+eC. 
义 因 为 N.A== 和 NN.B=0, 所 以 
NN=N.(0A+bB+rcC=ceN-.C 
同 理 , 因为 CC.A==C.B=0, 我们 有 
OC:N=O.(04+bB+eO) = eC .0. 
所 以 (NN . NC CI = (eNO)(C .0O) = (N.COjcC-.O) = (N.C0O)?, 故 定理 得 
证 . 口 
定理 2.12 给 我 们 一 个 关于 叉 积 的 几何 视角 . 由 性 质 (d) 和 (e), 我 们 知道 A4x BB 
与 A 和 B 都 垂直 . 若 我 们 用 一 个 箭头 给 出 4 x B 的 几何 表示 , 那么 这 个 箭头 的 方 
向 由 三 个 坐标 向 量 的 相对 位 置 确定 ， 如果 i j,k 的 顺序 如 图 2.4a 所 示 , 我 们 称 它 
们 构成 了 一 个 右手 坐标 票 fright-handed coordinate system)】, 在 这 种 情况 下 , A x BB 
的 方向 由 “右手 法 则 (right-hand rule)” 确 定 . 即 若 用 右手 的 拇指 之 外 的 手指 表示 
在 到 B 的 旋转 方向 时 , 则 右手 的 拇指 表示 A x B 的 方向 (在 此 讨论 中 , 我 们 慨 定 
拇指 与 其 余 手指 牌 直 ). 在 左手 坐标 系 中 , 如 图 2.4b 所 示 , 4 x B 的 方向 与 在 右手 华 
标 系 中 相反 , 它 由 左手 法 则 确定 . 
4x 吾 的 长 度 有 一 个 有 趣 的 几何 解释 . 若 4 和 吾 为 非 零 向 量 旦 它们 的 夹 角 
为 6 其 中 0 8g<x 我 们 将 4: 吾 = 14 可 leos8 代入 定理 2.12 中 的 性 质 (f), 那 
么 我 们 有 


14 x Bl? = ANPINBI?( - cos?0) = | 42BI? sin? 0, 
从 而 有 
14x BI =|AIIBlsing. 
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{a) 和 手 坐标 系 fb) 左手 坐标 系 
图 2.4 4, 吾 , 4 x B 的 相对 位 置 


因为 Blsin8 是 盘 和 召 棉 成 的 平行 四 边 形 的 高 ( 见 图 2.5), 于 是 我 们 可 知 x BB 
的 长 度 等 于 该 平行 四 边 形 的 面积 . 


面积 =||4x 如 || 


了 


图 2.5 4x 吾 的 长 度 等 于 由 4 和 妨 确定 的 平行 四 边 形 的 面积 


2.11 用 行列 式 表示 叉 积 


在 行列 式 的 帮助 下 , 叉 积 的 定义 公式 可 写成 更 紧 并 的 形式 . 若 a, 5, c, a 为 四 个 
数 , 那么 我 们 经 常用 记号 


a b 
a ] 
表示 差 gad -bce, 我 们 称 这 个 记号 为 一 个 {二 阶 ) 行列 式 (determinant), 称 数 ab ec， 
0 为 该 行列 式 的 元 素 {element) 或 分 量 {entry), 该 行列 式 有 两 行 a,b 和 c,d 以 及 两 
列 oa,c 和 上 4,4d. 注意 到 , 如 果 我 们 交换 行列 式 的 两 行 或 两 列 , 所 得 行列 式 与 原 行列 
式 的 正 负 号 相反 , 例如 , 因为 adg 一 be = 一 (bc 一 aq), 我 们 有 

a b b a 
ca d el 


我 们 可 用 二 阶 行列 式 表示 叉 积 的 名 个 分 量 , 此 时 定义 4 x B 的 公式 化 为 
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C2 3 3 Cl 


六 x 一 ， 
ba bs ba bl 


此 公式 也 可 用 单位 坐标 癌 量 i j, 下 表示 如 下 : 


1 2 
bi ba 


) . 


4 Ql 他 1 2 


2 ba bs bi bl bo 
三 阶 行列 式 有 三 行 三 列 , 可 用 下 式 由 二 阶 行 知 式 定义 三 阶 行列 式 : 


Cl GQ2 U3 


bi bz bs 一 1 


AxB=|® i+ k. (2.7) 


ba hs 


ca C3 


b1 ba 
一 ta 


ct 3 


PP bo 
3 
2 


Cl 


(2.8) 


上 式 称 为 将 行列 式 按 第 一 行 展开 . 注意 到 上 式 右 边 与 ol 相 季 的 行列 式 可 由 左边 的 
行列 式 划 去 al 所 在 的 行 和 列 得 到 . 我 们 可 类 似 得 到 上 式 右边 的 其 他 行列 式 . 
当 我 们 用 分 量 完全 展开 行列 式 时 , 公式 (2.8) 化 为 


dl tz ds 


bh bo ba |= epaca 一 alpsca 十 aabscl — 2h1c3 + abe2 一 Capacl， 


Cl C2 C2 


这 个 公式 告诉 我 们 当 行列 式 的 行 与 列 互 换 时 , 它 的 值 不 变 , 换 句 话说 , 我们 有 


1 02 Qa Wl 和 el 
by bb bs |=|a bo co |. 
cl C2 C3 ds ba ca 


我 们 将 在 第 5 章 讨 论 阶 数 大 于 三 的 行列 式 . 这 里 我 们 引入 二 阶 和 三 阶 行列 式 
的 目的 仪 在 于 和 使 有 关公 式 易 于 记忆 ， 

当 行 列 式 的 第 一 行为 向 量 时 , 行列 式 仍 有 意义 . 例如 , 用 式 (2.8) 中 的 展开 法 则 
展开 行列 式 


i 7 kK 
位 1 di Qa 
51 ba bs 


我 们 发 现 结果 与 式 (2.7) 的 右边 相同 , 这 个 结果 使 我 们 可 将 又 积 A x B 的 定义 写成 
如 下 的 紧凑 形式 ， 
i 7 k 
AxB=|a as a 
bi bo bs 
例如 , 为 了 计算 4=235 一 87 十 3 和 号 = 4 十 3k 的 叉 积 , 我 们 有 


AxB 。 本 3 -8 3|， 2 3 二 2 一 8 
A 一 一 ， 一 — 
4 3 0 3 7 人 和 
0 4 3 
2.12 习 题 
,村 遇 一 一 十 38, 吾 = 从 十 站 一 下 好 一 证 果 十 2 用 宇 计 不 形 示 下 列 各 向 量 . 
(a) 盘 x 吾 fb) BxO 
(cj 安 x 内 {Ax (CxA) 
(ej (Ax BI x 书 ff Ax(BxO) 
(的 【xxX 吾 (hn (A+ BIx(tA- 0 


| 


| 10. 


i1. 


(VY (Ax BIxIAxO) 


， 在 下 列 各 小 题 中 , 求 及 3 中 的 - -个 长 度 交 1 且 与 和 和 号 都 垂直 的 向 县. 


l(a) A=t+ji+ kB=2+37—k. 
(b) A=2i— 3j+4k, B=—1i+5j++7h. 
fo 六 二 一 27 十 3k, 二 一 村 十 27 一 北 . 


.在 下 列 各 小 愿 中 , 用 及 积 计 算 己 及 ,， 蝇 , 局 为 顶点 的 三 角形 的 面积 : 


(a) A= (0,2,2), B= (2,0,—1), C= (3,4,0. 
(b) A= (2,3,), B={,-3,4), C= (1,2,1). 
(fa A= {0,0,0, B= {0,1,1),0= 1{,0,1). 


设 及 二 2 十 57 十 3h, 召 一 好 十 7 十 4 四 一 3 十 3 了 +68, 用 3, 尼 表示 又 积 (A= 吕 x(B- A). 


， 证 明 当 且 悦 当 用 与 召 正 变 时 , | 有 x BI = ||AI|||B||. 
， 给 定 区 3 中 商 个 线性 无 关 的 向 量 及 和 如 , 令 C= (Bx 和 A 和 -BB. 


(a) 证 表 六 与 恕 二 局 下 交 . 
人 b} 证 明 娃 与 扫 的 光 角 6 满足 <8 < 
{0) 车 1B|=1,1B x 4 = 2 计算 局 的 长 度 . 


. 他 入 和 瑟 为 良 3 中 两 个 长 度 都 为 1 的 正 变 向 基 . 


(a) 证 明 4, 吾 , 4x BB 构成 有 3 中 的 一 个 标准 正 训 基 . 

(b}) 令 C= (4Xx 瑟 ) x 四 ,证 明川 安 |] = 1 

{c) 画 一 个 简 图 表明 AA, 吾 , 4 x 号 之 疗 的 几何 关系 , 并 用 这 个 简 图 证 明 如 下 关系 : 
{AxBxA=B, (AxBxB=-A. 

(94) 用 慌 数 方法 证 明 {cy 中 给 出 的 关系 - 


.fa 证 明 上 述 命题 并 给 出 几何 解 赤 : 车 太 x 瑟 二 口 且 六 :B=0, 则 站 和 B 中 众 少 有 一 个 为 零 . 


fb) 给 定 站 关 加 ,车 和 x 呈 =4x 心 且 44. 互 =4. 避 证明 瑟 = 吃 . 


.人 六 = 一 2 一 了 十 2 个 一 条 十 条 一 中 


(a) 求 向 量 妃 使 得 各 x 号 = 局, 本 古 是 否 有 多 和 解 ? 
{b) 求 向 量 刀 使 得 太 x 怠 = 人 口 有 HA. 瑟 = 1, 本题 是 否 有 多 甫 ? 


向 定 良 3 中 一 个 向 量 态 和 一 个 与 妇 正 痰 的 向 上 晤 心 , 证 明 有 且 仅 有 一 个 向 量 吾 使 得 4x 召 一 局 且 


各- 召 =1. 

担 一 个 平行 四 边 形 的 三 个 顶点 为 A= {1,0,1, B={-1,1,1), C= (2,—1,2). 
(a) 求 所 有 可 能 作为 此 平行 四边 形 第 四 个 顶点 的 点 耳 . 

人 fb) 计算 三 角形 4BC 的 而 积 . 


.给 是 及 3 中 两 个 互 不 平行 的 向 量 A 和 B, 且 4.B=2|A|=1,1B|=4, 令 C=2(AxB)-38., 
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计算 和 及- ( 瑟 十 所 | 以 及 BB 和 局 的 来 角 的 余 沪 值 . 
13， 给 定 及 3 中 两 个 线性 无 关 的 向 量 , 判断 下 述 各 命题 是 否 永 真 .. 
(a) 六 十 召 , 有 太一 号, A x 如 线性 无关 . 
fb) 有 + BB, 4 上 (4x 瑟 ), 召 +(4x 日) 线性 无 关 . 
{c) 并, 召 , ( 六 十 召 ) x (及 一旦) 线性 无 关 . 
14，(a 说 和 站, 恕 , 加 为 及 3 中 三 个 向 基 , 证 明 当 且 居 当 {BB 一 丰 x (一 由) =O 时, 4, B,C 在 同一 
条 直线 上 . 
{b) 车 入 关 互 , 证 明 同时 过 和 4 和 如 的 直线 由 所 有 满足 (已 一 由) x (PP 一 旦 )= 口 的 点 户 组 成 . 
.给 定 及 3 中 两 个 长 度 都 为 1 的 正 交 向 量 各 和 妃 , 令 忆 为 满足 等 式 Px BB = 及 一 忆 的 性 意 向 量 ,证 
明 下 述 各 命题 . 
ta) 也 与 吾 正 交 且 长 度 为 点 wa 
{b) 已 , 吾 , Px BB 组 成 及 3 的 一 组 基 . 
tc) {Px BxB=-—P. 
(dj P=3A4- (Ax B). 


Cun 
en 


2.13 ” 纯 量 三 重 积 


我 们 可 将 点 积 和 叉 积 组 台 起 来 构成 纯 量 三 重 积 (sealar triple product) A.BxCO. 
注意 到 4 .BxC 只 有 一 种 有 意义 的 形式 : 4.(B x 吕 ), 所 以 它 是 两 个 向 量 的 点 积 ， 
因此 它 的 值 是 一 个 纯 量 . 我 们 可 用 行列 式 法 求 纯 量 三 重 积 的 值 . 设 4 = {01,42, a3)， 
B = pba;paj C = (c1, co, C3) 并 按 公式 (2.7) 展开 BB x C, 然后 与 4 点 乘 , 我 们 
得 到 


bo bs 


C2 C3 


bs bl 


ca 1 


bi bo 
cl C2 


A.BxC=al 二 a2 =| b ba be 


所 以 纯 量 三 重 积 4 .BB x C 等 于 各 行 由 A, 吾 , C 的 分 量 组 成 的 行列 式 的 值 . 

在 定理 2.12 中 , 我 们 知道 及 ?3 中 两 个 向 量 4 和 B 线性 相关 的 充 要 条 件 是 它们 
的 叉 积 4 x 瑟 为 零 向 量 , 下 面 的 定理 给 出 了 判断 有 R3 中 三 个 向 量 是 否 线 性 相关 的 
类 似 准 则 . 

定理 2.14 设 妇 , B,C 为 有 R3 中 三 个 向 量 , 当 且 仅 当 

A.BxC-0 

时 , 它们 线性 相关 . 

证 明 ”首先 我 们 假定 4, 如 , C 线性 相关 . 如 果 B 和 C 线 性 相关 , 那么 BxC = 
〇 ,所 以 4.BxC=0. 如 果 互 和 C 线性 无 关 , 则 因为 4, B,C 线性 相关 , 所 以 
存在 不 全 为 零 的 纯 量 a, b ec 使 得 a4 +8B 十 ceC = O. 此 式 中 a 必 不 为 零 , 否则 我 
们 有 如 各 线性 相关 . 所 以 我 们 可 用 a 除 此 式 两 边 从 而 将 4 表示 为 瑟 和 的 
线性 组 合 , 设 及 = 如 二 sC, 用 BxC 点 乘 此 式 两 边 , 因为 召 和 都 与 吾 xeC 正 
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变 , 所 以 我 们 有 
A-.(BxO=tiB.BxC+sC-.BxCO=0, 

因此 由 4, B,C 线性 相关 可 推 得 纯 量 三 重 积 4 . 吾 x C 等 于 零 . 

接 下 来 证 明道 命题 . 假定 4 . 互 x 避 = 0, 如 果 互 和 C 线性 相关 , 那么 A, 吾 ， 
C 线性 相关 , 定理 得 证 . 所 以 我 们 假定 B 和 C 线性 无 关 , 则 由 定理 2.13, 三 个 向 量 
B,C, B x C 线性 无 关 , 所 以 它们 可 生成 4, 所 以 存在 纯 量 a, 6, c, 使 得 

A=aB+bC +ce(B x OO). 

用 BxC 点 锋 上 式 两 边 , 并 由 息 . 晴 x CO =0 可 得 c= 二 0, 所 以 A=aB+bO, 这 
就 证 明了 A, B, C 线性 相关 . O 

例 ”为 了 判断 三 个 向 量 (2,3, 一 1), (3, 一 7,5), (1, 一 5,2) 是 否 线 性 相关 , 我 们 用 
行列 式 法 计算 它们 的 纯 量 三 重 积 ; 


2 3 -1 
3 -7 $5 |=2(14+25)— 3(6-5)-1-15+7)=27. 
1 -5 2 

因为 它们 的 纯 量 三 重 积 不 为 零 , 所 以 这 三 个 向 量 线性 无 关 . 口 


纯 量 三 重 积 有 一 个 有 趣 的 几何 解释 , 图 2.6 给 出 了 不 在 同一 平面 上 的 三 个 几 柯 
向 量 4, B, G, 它们 确定 了 一 个 平行 六 面体 . 这 个 六 面体 的 高 为 外 Cl|cos 轴 其 中 少 
为 及 x 日 与 的 夹 衣 . 在 此 图 中 , 因为 $ 在 区 间 0 < $< jn 内 ,所 以 cos$ 为 正 . 
这 个 平行 六 面体 的 底面 是 一 个 平行 四 边 形 , 它 的 面积 为 | 4 x Bl|, 将 底面 面积 乘 以 
高 即 得 此 平行 六 面体 的 体积 为 

A x BliiCleos@) = (4 x B):C. 
也 就 是 说 , 纯 量 三 重 积 4 x B.C 等 于 由 4, B,C 确定 的 平行 六 面体 的 体积 . 当 6 
在 区 间 3x < 风气 区 内 时 cos$ 为 负 , 因此 4 x B.C 等 于 平行 六 面体 的 体积 的 相 
反 数 . 所 以 对 任意 $, 平行 六 面体 的 体积 为 重量 三 重 积 A x 妨 . 避 的 绝对 值 , 如 果 
妇 , 吾 , 0 在 过 原点 的 同一 平面 上 , 那么 名 们 线性 相关 上 且 它们 的 纯 量 三 重 积 为 零 . 在 
这 种 情形 下 , 平行 六 面体 退化 为 平行 四 边 形 从 而 它 的 体积 为 零 ，， 


AxB 


体积 = AxB.C 


高 =||C|| cos $ 一 > .... 


积 =||AxB|| 


图 2.6 纯 量 三 重 积 的 几何 解释 : 平行 六 面体 的 体积 
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纯 量 三 重 积 的 几何 解释 也 给 我 们 关于 纯 量 三 重 积 的 一 些 代 数 性 质 的 启示 . 例 
如 , 对 向 量 4, B, C 作 循 环 置 换 并 不 改变 纯 量 三 重 积 的 值 , 即 

AxB.C-BxC.A=CxA.B (2.9) 
我 们 将 在 2.15 节 的 习题 8 中 对 这 个 性 质 的 代数 证 明 的 要 点 给 予 握 示 ， 该 性 质 告 
诉 我 们 纯 量 三 重 积 的 点 乘 号 和 叉 滋 号 可 互相 交换 . 事实 上 , 点 积 的 交换 律 告诉 我 们 
(BxC).A4= 4-(B xO), 再 由 式 (2.9) 中 的 第 一 个 等 号 , 我 们 有 
AxB.C=A.BxCO. (2.10) 
纯 量 三 重 积 4 - B x C 常用 记号 [4BC] 表示 . 注意 , 这 个 记号 中 并 没有 点 苹 号 和 
叉 乘 号 , 由 等 式 (2.10} 我 们 知道 这 个 记号 不 会 引起 任何 歧义 ; 因为 纯 量 三 重 积 只 和 

三 个 乘 数 4, B, C 的 顺序 有 关 而 与 点 乘 号 和 又 乘 号 的 位 置 无 关 . 


2.14 解 三 元 线性 方程 组 的 Cramer 法 则 


我 们 可 用 纯 量 三 重 积 求解 包含 三 个 未 知 数 ", gy, z 和 三 个 联 立 的 线性 方程 的 方 
程 组 . 假定 方程 组 具有 如 下 形式 ， 
al 站 十 六 3 十 2 一 中 
02T 十 Bay 十 C22 二 da ， (2.11) 
Gar 二 bay 十 ce32 = Qs. 
令 4 为 各 分 量 分 别 为 a1, aa, as 的 向 量 , 并 类 似 地 定义 向 量 B, C, D, 那么 
(2.11) 中 的 三 个 方程 等 价 于 向 量 方 程 
TA+yB+2C=D. {2.12) 
车 我 们 用 B x C 点 乘 上 式 两 边 , 并 用 [4BC] 表示 4 . B x C, 我 们 有 
z[4BC] +yBBC + zsCBC| = [DBO. 
又 因为 [了 BBC] = [CBO] = 0, 所 以 上 式 中 包含 y 和 z 的 各 项 的 系数 都 为 零 , 我 们 
可 由 此 解 出 z 为 


z= er , [ABC]| #0. (2.13) 
间 理 我 们 可 得 关于 y 和 > 的 类 似 结果 : 

_ DC ,_ [4BD)] 
=- [ABOl EEC 
条 件 [4BC] 关 0 表明 三 个 向 量 4, B,C 线性 无 关 . 在 这 种 情况 下 , 方程 (2.12) 表 
示 三 维 空间 中 的 任意 向 量 刀 都 可 由 4, B, C 生成 , 而 且 纯 量 z, y 和 > 由 公式 
(2.13) 和 (2.14) 唯一 确定 . 当 这 些 公式 中 的 纯 量 三 重 积 都 写成 行列 式 形式 时 , 结果 
即 为 求解 方程 组 (2.11) 的 Cramer 法 则 : 


[ABC] #0. (2.14) 


2.15 也 题 的 


d1 bl eC G1 dr1 Ol al hh dl 

dz bo ¢€2 02 ds 名 2 ba dz 

ds ba 6 aa ga ca ds bs ds 
二 一 一 一 一 2 一 

al bh a 0 i Cl al hh a 

aa ba co 2 b2 £2 a2 ba C2 

六 bs Li 3 ba C3 Wi] bs Ca 


车 [4BC] = 0 则 4, B.C 在 过 原点 的 同一 平面 上 , 如 时 DD 不 在 该 平面 上 , 则 


方程 组 无 解 , 车 DD 与 4, B,C 在 同一 平面 上 , 易 知 方程 组 有 无 穷 多 解 . 事实 上 , 向 
量 4, B,C 线性 相关 , 所 以 存在 不 全 为 零 的 纯 量 wu wo ww, 使 得 uw4 -vB+wC = 0. 
如 果 三 元 组 (zx,y, z) 满足 方程 (2.12), 那么 对 任意 实数 二 我 们 有 

(z+tu Atytt B+t(ttiw CO = TATyB+zCttu A BuC) = cATyB12C. 
所 以 三 元 组 {z 十 tu, 十 地 ,z 十 tw) 也 满足 方程 (2.12). 


RR 


2.15 习 题 


， 计算 了 下列 各 小 题 的 纯 县 三 重 积 .Bx 心 . 


(a) A= 13,0,0, B= (0,4,0, C= (0,0,8. 

fb) A = {2,3,-1), B= (3,-7,6), C= {1,-5,2). 

{c) A= {21,8, B= {3,06), 0= (4,5,—1). 

求 使 向 量 (1,#, 14), (#4, 1; 人 0, [0,1, 线性 相关 的 所 有 实数 二 
计算 由 向 量 十 了 ,了 十 叱 , 是 十 诗 确 定 的 平行 六 面体 的 体积 , 
证 明 AAx B= A.(BxXii+A.(Bx j++ (Bx Rk)k. 


， 证 明和 Xt 有 AAx 人 二 了 xtAxDj+thkhx(A4x 了 =2A. 


a) 求 满 号 关系 

(last bys+ eck) Rx (6 十 3 十 和) 一 3 
的 所 有 向 量 时 十 好 十 ek. 
b) 求 满足 ta) 中 给 出 的 关系 的 所 有 向 量 中 长 度 最 短 的 向 量 mi 十 83 十 ck. 


、 用 点 税 和 尺 积 的 代数 性 质 推导 纯 最 三 重 积 的 下 述 性 质 ， 


a {A+B)-. {AB)xO=0. 
b) 本 . 瑟 x 如 = 一 瑟 .4x Cl 交换 纯 量 三 重 积 的 前 两 个 向 量 将 改变 结果 的 正 负 与}. 
提示 : 用 fa) 的 结果 及 分 配 律 . 
0) 及: 日 Xx 口 二 一 太 .C x B (交换 纯 量 三 重 积 的 后 两 个 向 量 将 波 变 结果 的 正 负 号 }， 
提示: 用 友 对 称 性 .] 
{d) 及 . 瑟 x 局 = 一 局. 昌 x A {次 换 纯 量 三 重 积 的 第 -个 和 第 二 个 向 量 将 改变 结果 的 正 负 号 }. 


. 用 习题 7 中 的 性 质 tb), {fc), (d) 推导 下 述 等 式 : 


A.Bx0C=B.COxA=O.AxB. 
这 个 结果 表明 有 A, 吾 , C 的 循环 置换 不 改变 纯 量 三 重 积 的 值 ， 


， 本 题 勾 曙 出 向 量 恒等式 


Ax(BxO={C. MB- (B.AC, (2.15) 


10， 


168. 


下. 
18. 
19. 
20. 
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的 证 明 要 点 , 这 个 公式 有 时 称 为 “cab 短 bac” 公式 . 令 盏 = {81,b2,b3)) 局 二 (cj.c2;c3), 证 明 : 
ix(BxO =aB-ho. 

上 式 为 当 及 二 4 时 恒等式 人 2.15) 的 特 碑 情形 再 证 明 当 及 二 了 了 和 及 二 此 时 对 应 的 特殊 情形 ， 并 将 

它们 合并 起 来 证 明 恒 等 式 (2.15). 

用 公式 (2.15) 推导 上 述 各 向 景 短 等 式 : 

{a {AxX BIx(CxD=-(Ax B.DC-(AxB.OD. 

(b) Ax(BxCI+BxX(Cx A+Cx({Ax B=O0. 

(ec Ax(BxO=(Ax BxC NHN BxX(CxA=O. 

(dj (A x BB}: (Cx DD}=(B8. DH{A.O)- (B.CNA. D). 


， 吝 下 3 中 四 个 向 量 A, 号 , 性 | 品 满足 关系 Ax 品 . B=5,AxD.B=30C+D=it2+k, 


口 ~ 品 =t4-k 用 各 让 上 表示 (Ax B) x (Cx D). 


,证明 (Ax B).(BxOx{CxA=(A.Bx OCO). 
13. 证 明 臣 推 戎 公式 Ax [Ax [Ax B.C=-|AlA.(B x Ol). 
，{a) 证 明 顶 点 为 A 号 , GG, 姜 的 刊 面体 的 体积 为 


sl(B- 4.(0- A x (DD A). 


fb 当 有 = {1,1,1), 瑟 = 00,0,2), = {0,3, 人 0, 吃 = {4,0,0) 时 , 计算 该 四 而 体 的 体积 . 


. {3 引 若 如 关口, 证 明 AA 到 过 切 和 的 直线 的 距离 为 


-Bx tC - BAB- Ch. 
fb) 当下 = 人 ,一 2, 一 本 , 吾 二 (一 1,1,1), CC = (4.5,1) 时 , 计算 这 个 距离 的 倡 . 
丰 lexamdia 的 Hero 并 出 了 - -个 计算 三 条 过 长 为 a，# c 的 三 角形 的 面积 人 S 的 公式 万 = 
vests — aj(a 一 刁 (s 一 ,其 中 a 二 (a 十 Bb 十 c)/2， 本 题 给 出 了 - -个 用 向 量 方 法 证 朋 该 公式 的 方法 . 
恨 定 三 角 堪 的 各 质点 为 吕 , A&A, 号 , 其 中 A = 6, | 号 | = 6,1B- A = 
(a) 用 醒 等 式 x BE = | 和 | 吾 归 一 (和 BB) 和 一 24: 吕 = 上 一旦 上 一 A 一 ||BIl* 狼 得 
公式 
492 = a2b?2 ez o — b= 二 (2ab ca 十 go 十 821f2a5 十 c2 一 2 一 号 ). 
fb) 昔 理 (ai 中 得 利 的 公式 从 而 获得 公式 
52 = 二 (et Fog+b— olc— etet+a— 


并 由 此 证 明 Hero 公式 . 

用 Cramer 法 则 解 习 是 17~19 中 的 方程 组 

TANI+ B= 5, 2 y+4s=1, yz= 

出 十 中 十 32 一 二 38 一 yy 一 Zz 二 2, 2T 十 Sy 十 3 二 3. 

T+ y=5, Tz 二 2,y+z= 5. 

苦 王 = (1,1,1), 脉 二 [2,1, 一 1), 证 明 直 线 { 和 十 :和 上 的 各 点 {x,y,z) 都 满足 线性 方程 组 x 一 y 十 zx = 
1, Ty ds = 332+y+Tz= 1l. 


2.16 ”Rs 中 平面 的 法 向 量 
在 2.6 节 中 , 我 们 将 n 维 室 间 中 的 平面 定义 为 形 如 { 己 + s4 十 1B) 的 集合 , 其 


中 有 4 和 B 是 线性 无 关 的 向 量 . 接 下 来 我 们 将 看 到 可 以 用 一 种 和 前 面 所 述 完全 不 
同 的 方法 来 定义 三 维 空间 中 的 平面 , 这 种 方法 将 用 到 法 向 量 的 概念 . 
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定时 令 = {P+8 有 十 t 召 } 为 过 点 呈 由 六 和 BB 生成 的 平面 N 为 有 R3 
中 的 向 是 , 著 与 和 和 吾 都 重 直 , 则 我 们 称 N 垂直 于 MM. 更 进 一 带 , 若 和 N 为 非 
零 向 量 , 则 我 们 称 六 为 4 的 一 个 法 向 量 (normal vector). 

注 着 称 . 有 A= 和 N: 吾 =0, 则 NN. (s+ 如) = 0 所 以 与 入 和 瑟 都 三 直 的 向 量 与 由 么 和 百 
和 步 成 的 平面 上 的 任意 向 基 都 焉 直 . 此 外 , 车 IN 为 一 个 平面 的 法 向 量 , 则 对 任意 t 关 0, tN 也 是 该 平面 的 法 
向 量 ， 

定理 2.15 在 及 ?3 中 给 定 = {P+sA+tB} 为 过 点 局 由 4 和 外 生成 的 
平面 , 令 N= AxB, 那么 我 们 有 

(a) N 是 M 的 一 修法 向 量 ， 

fb) 2M 为 有 R? 中 满 是 方程 

(X-P)-N=0 (2.16) 

的 所 有 向 本 下 组 成 的 集合 . 

证 明 ”因为 M 是 一 个 平面 , 所 以 4 和 B 线性 无 尖 ， 因此 4x 召 夫 口 又 因 
汶 入 x BB 与 A 都 正 交 ,所 以 (的 得 证 . 

现在 我 们 证 明 (bp)， 令 2M' 为 ER? 中 满足 方程 (2.16) 的 所 有 向 量 组 成 的 集合 . 
车 芒 E2M, 则 革 - 了 在 有 和 B 的 线性 生成 集中 , 所 以 发 一 已 与 六 正 变 , 故 有 

四 E M' 于 是 MC M'， 上 友之, 假定 
下 & M1', 则 久 满足 方程 (3.16). 因为 4, 吾 ， 
NN 线性 无 关 (定理 3.13), 所 以 它们 生成 R3 
中 所 有 疝 量 , 从 而 存在 纯 量 s, +, w, 使 得 

-P=sA4+tBt+uN. 

用 N 点 区 上 式 两 边 ， 我 们 得 % = 0， 所 以 
苇 一 了 = sA+#B. 此 式 表 明 下 E M, 所 以 


ad CC MM, 故 定 理 得 证 . 口 
定理 2.15 的 几何 意义 如 图 2.7 所 示 . 点 37 ”过 点 忆 和 点 亨利 以 N 为 
王 和 点 以 在 平面 M 上 ,法 向 量 N 与 XX-P 法 向 量 的 平面 


正 交 , 该 图 也 表明 了 下 述 定 理 . 


定理 2.16 ”给 定 过 点 忆 的 一 个 平面 M 和 IM 的 一 个 法 向 量 NN, 令 
IP.N| 
= NI (2.17) 
则 M 上 的 任意 点 在 的 长 度 || 区 | 衬 世 更 进一步 我 们 有 , 当 且 仅 当 区 是 忆 在 N 
上 的 投影 时 , 即 当 且 仅 当 
和 =tN， 其 中 t= 车- 守 ， 
时 ， | 本 二 = d. 
证 明 ”定理 2.6 给 出 了 关于 收 ? 中 直线 的 相应 结果 , 本 定理 可 以 用 证 明定 理 


2.6 的 方法 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 导出 
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同 理 我 们 可 知 若 如 为 不 在 M 上 的 点 , 则 对 M 上 所 有 点 基 , 当下 一 避 为 
靖 - 已 在 上 的 投影 时 , | 蕊 一 已 | 取 最 小 值 . 此 最 小 值 为 |(P 一 @) :NINIl, 我 
们 称 它 为 Q@ 到 平面 M 的 距离 于 是 公式 {2.17) 中 的 数 4 即 为 原点 到 平面 M 的 
距离 . 


2.17 ” 民 3 中 平面 的 线性 箔 卡 儿 方程 


我 们 也 可 将 定理 2.15 和 定理 2.16 的 结果 写成 分 硬 形 式 ， 若 和 N = {a,b 0)， 
五 一 (fo 人 的) 下 二 (x,y,z), 则 向 量 方程 (2.16) 化 为 
Qfr— x)+hy on) +ezs oA) = 0. (2.18) 
上 和 式 称 为 平面 的 笛 卡 儿 方 程 , 平面 M 上 的 点 都 满足 此 方程 , 而 且 只 有 平面 M 上 的 
点 才 满 足 此 方程 . 当 我 们 用 非 零 纯 草 上乘 方 程 (2.18) 两 边 后 , 满足 此 式 的 点 集 并 不 
改变 , 其 实 这 不 过 是 在 方程 (2.16 中 选取 了 不 同 的 法 向 量 N. 
我 们 令 由 = oz 十 的: + cai, 则 方程 (2.18) 化 为 
afr 二 +hy++cz== 山 ， (2.19) 
的 形式 , 称 这 样 的 方程 为 关于 xz, y, z 的 线性 方程 . 我 们 刚才 已 证 明了 三 维 空间 中 一 
平面 上 的 任意 点 (x,y,z) 满足 一 个 形 如 (2.19) 的 线性 箔 卡 儿 方程 , 其 中 , a, 5 ec 不 
全 为 零 . 反 过 来 , 任意 具有 这 种 性 质 的 线性 方程 代表 了 三 维 空间 中 的 一 个 平面 . ( 读 . 
者 可 将 此 命题 的 证 明 作 为 练习 .) 
方程 (2.19) 中 的 数 由 与 原点 到 该 平面 的 距离 dg 之 间 有 一 个 简单 关系 . 由 于 
di = P.N, 我 们 有 二 | = |P.N|= 二 六 | 我 们 特别 指出 , 当 向 量 N 的 长 度 为 1 
时 , 全 | = d. 此 外 , 当 且 仅 当 di = 0 时 , 该 平面 过 原点 . 
例 ”第 卡 儿 方 程 2w 填 6y 十 3z 二 6 代表 
一 个 以 育 = 中 6 十 3 为 法 向 量 的 平面 . 
NN 的 长 度 为 (N .72 一 了 车 我 们 用 6 除 
这 个 箔 卡 儿 方程 两 边 并 将 它 化 为 
也 十 艺 十 和 二 1 
3 1 2 
我 们 看 到 该 平面 与 各 坐标 轴 分 别 交 于 
(3,0,0), (0, 1,0), (0,0,2). 数 3, 1, 2 分 别称 作 
该 平面 在 x, vy, = 轴 上 的 截 距 (intercept), 若 知 
道 一 个 平面 的 各 截 距 ， 我 们 可 以 快速 地 画 出 
该 平面 的 简 图 . 图 2.8 给 出 了 该 平面 的 一 部 
图 2.8 截 距 分 别 为 3. 1, 2 的 平面 ”分 , 原点 到 该 平面 的 距离 d = 87 = 6/7. 
若 两 个 平面 相互 平行 , 则 它们 有 公共 法 向 量 N = (a,5,c), 且 它 们 的 向 卡 儿 方 
程 可 号 作 如 下 形式 : 


2.]18 习 题 73 


az+bytez=d, or+hy+czs= dy, 


这 两 个 笛 卡 儿 方 程 唯一 的 区 别 仅 在 于 等 号 右边 的 两 个 数 ， 受 定理 2.16 的 启发 , 我 
们 把 数 | 中 一 dz|7INI| 称 为 这 两 个 平面 的 垂直 距离 . 


当 一 个 平面 前 法 商量 垂直 于 另 一 个 平面 的 法 向 量 时 , 我 们 称 这 两 个 平面 相互 恒 


直 . 更 进一步 , 车 两 个 平面 的 法 向 量 的 夹 角 为 6, 我 们 称 这 两 个 平面 的 灾 兰 为 6. 


2.18 “ 习 是 


， 给 定向 其 上航 一 2 十 3 一 4 和 已 一 于 十 虹 ， 


(a) 未 一 个 与 4 和 吾 都 莱 直 的 非 零 问 量 NY. 
{Dp} 求 过 原点 由 各 和 如 生成 的 平面 的 笛 卡 儿 方 程 . 
{c) 求 过 点 (1,2,3) 由 克 和 旦 生成 的 平面 的 笛 卡 儿 方程 . 


， 已 知 一 个 平面 的 乏 卡 儿 方 程 为 十 2y 一 2 十 7 二 0, 求 


{a) 该 平面 的 一 个 长 度 为 1 的 装 人 向量 ， (b) 该 平面 的 各 截 距 ， 
fc) 原点 到 广 平 面 的 旱 离 ， {d) 该 站 面 上 高 原点 最 近 的 点 避 . 


， 求 过 点 人 ,2, 一 3) 县 与 以 35 一 十 22 二 4 为 箔 卡 几 方程 的 平面 平行 的 平面 的 向 卡 凡 方程 , 计算 这 两 个 


平面 的 垂直 距 离 . 


， 访 四 个 平面 分 别 以 + 2 一 322 二 5 30 一 6 十 3% 二 2,23 十 JY 十 22 二 一 4, 光一 委 十 z 二 7 为 稍 卡 儿 


方程 . 
(3) 证 明 客 们 之 中 有 两 个 平面 相互 平行 ， 另外 两 个 平面 相互 垂直 . 
(b) 计算 两 个 相生 平行 的 半 面 之 间 的 季 直 碟 痪 . 


已 知 点 (1, 1, 一 1), (3,3,2), (3, 一 1; ~2) 确定 一 个 平面 , 对 于 这 个 平面 , 求 


ta 它 的 一 个 法 向 量 ， 旨 ) 它 的 :一 个 第 卡 儿 方程 ， 
tc 原点 到 它 的 距 穴 . 


， 计算 分 别 以 了 十 2 一 1 和 8+z# 一 汪 为 得 卡 几 方程 的 酷 个 平面 的 夹 间 . 
， 如 果 -- 个 非 零 向 最 NY 是 - -个 平面 iM 的 法 出 县, 那么 我 们 说 平行 于 NN 的 所 有 向 是 都 亚 直 十 MM. 求 过 


点 (2,3, 一 7) 上 及 垂直 于 过 点 (1,2,3) 和 (2,4,12) 的 直线 的 平面 的 迄 卡 儿 方 程 . 


， 球 过 点 (2, 1, ~ 下 且 委 直 于 由 方程 dr 一 3 十 z 二 $3 给 出 的 平面 的 直线 的 向 量 参 数 方 程 . 
， 设 有 一 个 点 在 空间 中 运动 , 它 在 时 刻 t 的 位 置 由 向 量 (8) = (1 一 十 {2 一 38)j 十 (24 一 1)& 结 出 . 


ta) 证 明 这 个 点 沿 着 -一 条 直线 运动 . ( 称 这 条 直线 为 上 .) 

(b) 求 一 个 平行 于 上 的 向 最 N. 

to) 什么 时 候 访 点 击 中 由 方程 25 十 绍 十 2z 十 1 二 0 缩 出 的 平面 ? 
(9} 求 与 (ce) 中 给 出 的 平面 平行 且 和 包含 点 站 (3) 的 平面 的 向 卡 儿 方程 . 


.车 -个 平面 过 点 (1,1,1) 且 它 的 法 向 晤 和 N 与 i 了, 尼 的 夹 角 分 别 为 x， mt, 计 r, 求 该 平面 的 笛 卡 儿 
方程 . 
， 计 算 以 原点 为 一 个 顶点 以 由 笛 卡 儿 方 程 x 十 28 十 3z 二 6 给 出 的 平 击 与 各 坐标 轴 的 交点 为 另外 := 个 顶 


点 的 四 面体 的 体积 . 


， 求 长 度 为 1 的 :一 个 向 基 , 它 徘 直 十 十 27 一 38 月 平行 于 以 2 一 十 52 = 1 为 销 - 卡 儿 方程 的 平 而 . 

， 求 与 向 同 鱼 十 了 和 了 十 此 都 平行 及 与 x 轴 的 次 点 为 {2,0,0) 的 平面 的 笛 卡 儿 方 程 . 

， 求 在 以 32 十 9 十 z 二 5 3r 二 2 十 5 一 7 7 一 8 十 3 一 3 为 笛 卡 几 方 程 的 三 个 平面 的 空 集中 的 所 有 点 . 
:证明 分 别 以 钱 忻 无 关 的 三 个 向 党 为 法 向 量 的 二 个 平面 相交 于 唯一 的 一 点 . 
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17. 者 向 量 入 平行 于 平面 M, 则 称 任意 以 及 为 方向 向 量 的 直线 平行 于 JM, 车 有 -直线 包含 点 {1, 2, 31 昌 
与 分 别 以 工 十 中 十 3z 二 4 和 和 2z 十 3y 十 4z 二 5 为 销 卡 儿 方 程 的 两 个 平面 都 平行 , 求 该 直线 的 一 个 向 
量 套 数 方 程 . 

18， 在 了 n 中 , 给 定 平 而 M 和 不 平行 于 路 的 直线 上 , 证 明 它们 的 这 工 门 MM 最 多 包 合 一 点 . 当 吕 一 3 时 ， 
证 明王 门 邮 愉 好 和 包 会 一 点 . 

19. {a) 证 明 点 (zo, yo 230) 到 以 axw 十 by 十 cz 十 = 二 0 为 第 卡 儿 方 程 的 平面 的 距 岂 等 于 

Iazo 十 Bo 十 cs 十 可 
(a3 十 到 十 ec2j172 ” 

(bp) 求 在 以 5 一 149 十 2s 十 9 一 0 为 茹 卡 儿 方程 的 平面 上 离 点 @@ = (一 2, 15, -7 了 ) 最 近 的 点 疡 . 

求 一 个 平行 于 以 2z -yy 十 2z 十 4 一 0 为 笛 卡 上 儿 证 程 的 平面 的 平面 , 性 得 点 {3, 2, 一 1) 到 这 两 个 平面 的 

距离 相等 . 

fa) 车 点 4 吾 , 局 确定 一 个 平 徊 , 证 明 点 全 到 该 平面 的 距离 等 于 |{@ 一 A . 1B 一 A} x IC 一 
人 AB - A)x (CC — A 

(tb) 计算 当 人 @= {1,0,0), 及 = (0,1,1), 瑟 二 人 ,一 1,1), 宅 一 (23,4) 时 到 这 个 平面 的 距离 . 

22. 若 及 3 中 两 个 平面 M 和 Mz' 不 平行 , 证 明 它 们 的 变 JM Mm IM' 是 一 条 自 线 . 

23.。 求 平行 于 了 且 过 分 别 以 x 十 2y 十 3z = 二 4 和 2% 十 yg 十 z 二 2 为 稍 卡 儿 方 程 的 平面 的 交 的 平面 的 箔 卡 儿 
方程 ， 

24， 求 平行 于 强 一 了 十 2& 且 和 包含 分 别 以 "二 3 二 3 和 2y 十 3z 二 4 为 箔 卡 儿 六 程 的 平面 的 实 的 所 有 点 的 

平面 的 笛 卡 儿 方程 


20. 


[ue 


21. 


忆 


2.19 二 次 曲线 


一 条 直线 的 运动 轨迹 构成 三 维 空间 中 的 一 个 曲面 , 若 运 动 直线 G 与 一 条 给 定 
直线 4 交 于 固定 点 已 且 与 4 的 夹 角 人 恒 为 6, 其 中 0 < 6 < in, 我 们 称 这 样 生成 的 
曲面 为 直立 圆锥 (right circular cone), 称 直线 G 为 这 个 圆锥 的 母线 {generator), 称 
4 为 它 的 轴 (axis), 称 P 为 它 的 项 点 (vertex). 图 2.9 中 每 一 个 圆锥 都 有 一 条 竖 直 
的 轴 . 顶点 将 圆锥 分 为 上 下 两 部 分 , 这 两 部 分 都 称 作 它 的 时 (nappe). 用 不 过 原点 的 
平面 切割 圆锥 得 到 的 曲线 称 为 圆锥 截 线 或 二 次 曲线 . 如 图 2.9 所 示 , 若 割 平面 与 图 
锥 上 一 条 过 顶点 的 直线 平行 , 那么 我 们 称 得 到 的 二 次 曲线 为 抛物 线 (parabola), 否 
则 根据 割 平面 与 圆锥 的 一 个 叶 还 是 两 个 叶 相 交 , 我 们 分 别称 得 到 的 二 次 有 曲线 为 椭圆 
(ellipse) 或 双 曲 线 (hyperbola). 双 曲 线 有 两 个 分 支 {pranch), 它 在 两 个 叶 上 各 有 一 
个 分 支 ， 

[数学 和 应 用 数学 中 的 许多 重要 发 现 都 和 二 次 曲线 有 关 ，Appolonius 在 公元 
前 3 世纪 时 关于 二 次 曲线 的 研究 成 果 是 古 希 腊 几 何 中 量 和 伟大 的 成 就 之 一 . 近 两 千 
年 后 , Galileo 发 现 从 塔 顶 水 平 发 射 的 抛 据 物 沿 着 . -条 抛物 线 的 路 径 落 到 地 上 (假定 
牧 略 空气 阻力 并 可 将 地 面 看 作 平 面 }. 在 公元 1600 年 前 后 , Johannes Kopler{1571-— 
1630) 提出 行星 都 是 沿 着 桶 圆 轨 道 运动 的 , 这 是 天 文学 史上 的 一 个 转折 点 . 大 约 80 
年 后 , Issac Newton(1642 一 1727) 由 椭圆 行星 轨道 推演 出 了 万 有 引力 的 平方 反比 律 ， 


特 
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这 项 成 果 是 科学 史上 最 伟大 的 发 现 之 一 . 不 仅 行 星 和 卫星 的 轨道 是 二 次 曲线 , 基本 
康子 粒子 的 轨道 也 是 二 次 曲线 , 在 透镜 和 镜子 的 设计 以 及 在 建筑 学 中 都 要 用 到 二 次 
曲线 . 此 外 还 有 很 多 例子 表明 不 论 怎样 强调 二 次 曲线 的 重要 性 都 不 为 过 . 


除了 刚才 我 们 所 说 的 定义 , 二 次 曲线 还 有 其 他 等 价 的 定义 , 其 中 之 一 用 到 一 类 
称 为 焦点 (focua) 的 特殊 点 . 一 个 糖 圆 可 定义 为 平面 上 到 两 个 给 定点 员 和 羽 { 售 
点 ) 的 距离 中 和 ds 之 和 为 常数 的 所 有 点 的 集合 ( 见 图 2.10). 车 两 个 焦点 重合 , 那 
么 这 个 椭圆 化 为 一 个 图 . 


/TY 
人 


三 十 中 二 常数 凤 一 而 二 常数 
【和 硝 丙 ) {又 曲线 } {抛物线 ) 


2.10 ”由 焦点 定义 的 二 次 曲线 


双 曲 线 是 到 两 个 焦点 的 距离 之 盖 |di 一 届 | 为 常数 的 所 有 点 的 集合 . 
抛物 线 是 平面 上 到 一 个 给 定点 玉 焦 点 ) 的 距离 与 到 一 条 给 定 直线 的 距离 相等 
… 的 所 有 点 的 集合 . 这 条 直线 称 为 它 的 准 线 (directrix). 

有 一 个 简单 叉 漂亮 的 论证 表明 椭圆 的 焦点 性 质 是 我 们 将 梓 圆 定义 为 辕 锥 的 截 
线 的 必然 结果 . 这 个 结论 的 证 明 称 为 冰 激 淋 蛋 简 证 明 (ice-cream cone proof), 它 是 
由 比利时 数学 家 G. F, Dandelin(1794 一 1847) 在 1822 年 发 现 的 . 这 个 证 明 使 用 了 
如 图 2.11 所 示 的 与 割 平面 和 圆锥 都 相 切 的 两 个 球 3 和 5,, 这 两 个 球 与 说 锥 分 别 
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交 于 相互 平行 的 圆 G1 和 G5, 我 们 将 证 明 两 个 球 与 割 平面 的 交点 责 和 三 是 椭 图 
的 两 个 焦点 . 


图 2.11 ， 普 激 淋 和 蛋 简 证 明 


令 忆 为 椭圆 上 任意 一 点 , 我 们 需要 证 明 儿 巨 忆 | + |IP 忆 || 是 与 P 无 关 的 常数 、 
为 此 我 们 画 一 条 过 O 和 P 的 直线 并 令 A 和 4s 分 别 为 该 直线 与 圆 cy 和 Co 的 
交点 , 那么 五 页 和 五 41 与 球 $1 相 切 且 都 过 点 P, 所 以 PR = Pi- 同 理 可 
得 |P 甩 | = 542i. 所 以 我 们 有 

IPR) + PBI = 号 下 外 + FA. 

又 因为 P| 十 P22 = 1 二 | 所 以 它 等 于 相互 平行 的 圆 CG, 和 Gs 之 间 沿 着 
圆锥 面 的 距离 ,这 个 距离 与 P 无 关 . 所 以 矶 和 丽 如 命 古 所 述 是 该 酉 圆 的 两 个 
焦点 . 


证 明 会 用 到 分 别 在 圆锥 的 两 个 叶 中 的 球 ; 若 考 虚 折 物 线 , 那么 证 明 只 会 用 到 一 个 球 
它 和 制 平面 在 焦点 FF 处 相 切 . 这 个 球 与 图 锥 交 于 -个 圆 , 而 这 个 圆 所 在 平面 与 割 平 
面 的 交 线 就 是 该 抛物 线 的 准 线 . 有 了 这 些 提示 , 读者 可 自行 证 明 抛物 线 和 双 曲 线 的 
焦点 性 质 是 将 它们 定义 为 圆锥 的 截 线 的 必然 结果 . 


2.20 二 次 曲线 的 离心 这 了 7 


2.20 ”二 次 曲线 的 离心 率 


二 次 曲线 另 一 个 标志 性 性 质 与 离心 谭 概 念 有 关 .， 二 次 曲线 可 定义 为 一 个 在 平 
面 上 运动 的 点 的 轨迹 , 这 个 点 与 一 个 给 定点 的 距离 和 它 与 一 条 给 定 直线 的 距离 之 比 
为 常数 ， 这 个 比值 称 为 该 昌 线 的 部 心率 (eccentricity) 并 记 作 e( 不 要 将 它 与 Euler 
常数 。= 2.718 28.… 混淆 ). 车 0 <e < 1, 则 该 曲线 是 椭 图 ; 若 e = 1, 那么 它 是 抛 
物 线 ; 若 e > 1, 那么 它 是 双 曲 线 . 定义 中 的 给 定点 称 为 焦点 , 给 定 直 线 称 为 准 线 . 

因为 这 个 定义 让 我 们 可 同时 人 处 理 全 部 三 类 二 次 曲线 并 使 向 硬 方 法 可 行 , 所 以 我 
们 将 这 个 定义 作为 研究 二 次 曲线 的 基础 . 在 该 定义 中 , 我 们 假定 所 有 的 点 和 直线 都 
在 同一 平面 上 . 

定义 ”给 定 一 条 直线 工 , 一 个 不 在 工 上 的 点 下 和 一 个 正 数 e 令吉 互 , 工 ) 表 
示 点 及 到 工 的 距离 , 那 必 满足 关系 

[IX — Fl= edlX,L) (2.20) 
的 所 有 点 六 组 成 的 集合 称 作 离心 率 为 e 的 二 次 曲线 . 若 e < 之 1, 那么 称 该 二 次 曲线 
为 椭圆 ; 车 e = 1;, 那么 称 它 为 抛物 线 ; 车。 > 1; 那么 称 它 为 双 曲 线 . 

车 N 是 垂直 于 地 的 向 量 , P 为 工 上 任意 点 , 则 任意 点 下 到 工 的 距离 以 瑟 , 万 ) 
满足 2.5 节 中 导出 的 公式 ， 
| 他 一 一 | 

[Nl 
当 NN 的 长 度 为 1 时 , 上 式 简化 为 民 瑟 ,万 = |( 了 -PP) . NI, 并 且 二 次 曲线 的 基本 
方程 (2.20) 化 为 


d{X, 上 上) 一 


| 到 -Fl|=el(X -PP).N|. (2.21) 

直线 工 将 平面 分 成 两 部 分 , 根据 N 的 选择 , 我 们 分 别称 这 两 部 分 为 “ 正 的 ”和 

“ 负 的 ”. 车 (XKX— PI:.N>, 那么 我 们 称 X 在 正 半 平面 (positive half-plane) 上 ， 

车 {下 一 也) .NN <0, 那么 我 们 称 XX 在 人 负 半 平面 (nagetive half-plaue) 上 . 当 太 在 

直线 5 上 时 , 我 们 有 ( 苹 一 已) .入 = 0. 图 2.12 中 的 法 向 量 N 决定 了 直线 工 右边 
的 点 在 正 半 平面 上 , 5 左边 的 点 在 贷 半 平面 上 . 

如 图 2.12 所 示 , 现在 我 们 将 焦点 户 放 在 负 半 平面 上 , 并 令 忆 为 L 上 离 户 最 

近 的 点 , 那么 PP 一望 = dN, 其 中 |a| = ||P 一 琴 | 为 焦点 到 准 线 的 距离 . 由 于 下 在 

负 半 平面 上 , 我 们 有 (一 PP} .N= 一 d <0, 所 以 a 为 正 . 用 下 +dN 代替 式 (2.21) 

中 的 P, 那么 我 们 可 得 下 述 定理 ， 

定理 2.17 设 品 是 离心 率 为 e、 售 点 为 五、 准 线 为 天 的 二 次 曲线 , 其 中 下 到 

工 的 距离 为 引 著 R 是 一 个 长 度 为 1 上 生 与 工 重 直 的 向 量 , 并 且 王 在 由 人 N 决定 的 

负 半 平面 上 , 那么 吕 由 所 有 满足 方程 
=el(X- FI.N-dl. {2.22) 
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的 点 下 组 成 . 口 
图 2.12 给 出 了 此 定理 的 几何 意义 . 


可 


图 2.12 ”离心 率 为 e 的 二 次 曲线 是 满足 | 和 一 FF|=el( 革 一 FFI.N-d| 
的 所 有 点 天 的 集合 . 


2.21 二 次 曲线 的 极 坐 标 方程 


当 用 特殊 点 作为 焦点 时 , 我 们 可 简化 定理 2.17 中 的 方程 . 例如 , 车 焦点 为 原点 ， 
那么 该 方程 化 为 


| 入 | = el 多. 一 可 |. [2.23) 
这 种 形式 在 用 极 坐 标 表 示 XX 时 特别 有 用 . 如 图 2.13 所 示 , 假定 准 线 5 竖 直 并 令 
NN = 纪 .车 六 的 极 举 标 为 r 和 名 那么 我 们 有 | 蕊 | = > 其 .= rceosb, 所 以 方程 


(2.23) 化 为 
"= elrcosd — dl. (2.24) 


{a) 7 cos #3 在 情 同 、 抛 策 线 (tb) 在 双 曲 前 的 露 支 FF cos 8>8 
和 双 曲 线 的 左 支 上 


图 2.183 极 坐 标 方程 为 7 = elr cos8 ad| 的 二 次 曲线 , 它 的 焦点 玉 为 原点 , 准 线 在 原点 右边 


如 果 互 在 准 线 的 左边 , 如 图 2.13a 所 示 , 那么 rcosb < 四 于 是 |reosg -dl = 
8 一 ?cos0, 于 是 方程 (2.24) 化 为 = eld 一 recos0). 对 > 求解 即 得 
ed 


一 三 
“一 ecos 旧 十 工 (2.25) 
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如 果 互 在 准 线 的 右边 , 我 们 有 coal > d, 所 以 方程 (2.24) 化 为 
r= ef{rcos0 — 从， 

对 r 求解 即 得 od 

一 0 {2.26) 
由 于 ”> > 0, 所 以 由 方程 (23.26) 可 知 e > 1. 换血 话说 , 只 有 双 曲 线 包 含 准 线 右 边 的 
点 , 即 我 们 证 明了 下 述 定理 , 它 的 几何 意义 如 图 2.13 所 示 . 

定理 2.18 设 局 是 离心 认为 & 的 二 次 曲线 且 它 的 仿 点 下 为 原点 , 它 的 准 线 
荆 为 一 条 在 再 右边 的 竖 直 线 且 与 五 的 距离 为 到 如果 0<e 所 1 那么 品 是 椭 轩 或 
抛物 经 , C 上 的 所 有 点 都 在 研 的 左边 并 满足 极 誉 标 方程 
ed 

ecos0 tl 
如 果 e > 1 那么 口 是 双 曲线 ， 它 在 工 的 两 边 各 有 一 个 分 支 ， 左 支 上 的 点 满足 式 
(2.27), 老 支 上 的 点 满足 


(2.27) 


ed 


= Boog 1 (2.28) 


当 准 线 在 其 他 位 置 时 , 二 次 曲线 的 极 坐标 方程 将 在 下 面 的 一 组 习题 中 讨论 . 


2.22 习 题 


1. 省 加 在 由 和 N 决定 的 正 举 平面 上 , 证 明定 理 2.17 中 的 方程 (3.22) 必须 用 方程 
IX— Fl=elX—- FN+d 


替换 . 
3， 设 局 为 一 栅 心 率 为 “ 的 二 次 曲线 , 它 的 焦点 多 为 原点 , 它 的 推 线 工 为 一 条 在 下 左 过 的 坚 直 线 且 与 
局 的 床 离 为 过 
(a) 者 口 是 椭 圆 或 抛物 线 , 证 明 CC 上 所 有 点 部 在 工 的 右边 且 满 是 极 澡 标 方程 
ed 
Tecosgd. 
fo) 医 CC 是 双 曲 线 , 证 明 右 支 上 的 点 都 满足 {a) 中 给 出 的 方程 ， 左 支 上 的 点 者 满足 r 二 一 edj{1 十 
eco6 人 .注意 此 时 1 十 cos 日 为 负 . 
3， 若 条 二 次 曲线 的 焦点 为 原点 , 官 的 准 线 是 一 条 和 企 下 上 方 的 水 平 直 线 且 与 下 的 荆 离 为 d, 证 明 该 曲线 
上 的 所 有 点 都 满足 将 sin6 代 符 定理 2.18 中 的 所 有 方程 中 的 cos 后 所 得 的 极 举 标 方程 .车 该 曲线 的 
淮 线 为 在 焦点 下 方 的 水 平 线 , 那么 它 的 极 举 标 方 程 是 什么 ? 
习题 4~9 部 给 出 了 一 条 焦点 王 为 原点 且 淮 线 为 下 右边 的 - -条 紧 直 钱 的 二 次 曲线 的 极 坐 标 方 程 ， 计 
算 各 条 曲线 的 离心 率 c 利 焦 点 与 准 线 的 虐 离 有 , 并 莲 出 每 条 曲线 与 它 的 焦点 和 准 线 的 关系 的 简 图 . 
44, 厂 二 


FP 


2 
1+cosgd" 


6. r= 5 . 一 
3 二 Coe 蜂 了 ,和 二 和 5 
一 站 生 
8.7= 1+2c038" 中 了 一 站 et8 
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习题 10~12 都 给 出 了 一 条 焦 眠 百 为 原点 的 二 次 曲线 的 离心 率 & 和 准 线 的 笛 卡 几 方程 , 计算 每 条 曲线 
的 焦点 与 准 线 的 下 离 d, 并 求 谈 一 次 曲线 的 极 坐 标 方 程 ， 若 二 次 曲线 是 双 曲 钱 , 纵 出 它 每 个 分 点 的 极 举 标 方 
程 . 画 出 各 条 上 曲线 与 它 的 焦点 和 准 线 网关 系 的 简 图 . 
10. e 二 让; 准 线 ，3z + dy = 25. 
11. 6 二 1; 淮 线 : 4z 十 3y 二 25. 
12. e 二 2; 淮 线 : x 十 y= 二 1. 
13. -一 盯 堆 坚 在 以 太阳 为 焦点 的 抛物 线 轨 道上 运行 , 当 它 在 喉 太 阳 103 英里 外 时 , 一 个 从 焦点 到 访 昔 尿 的 六 
量 与 以 焦点 为 起 点 月 牌 让 于 准 线 的 单位 向 景 NY 的 类 前 为 nj3, 而 且 才 焦点 在 由 JN 确定 的 持平 平面 中. 
(al 以 焦点 为 原点 , 求 此 饥 道 的 极 音 标 方程 并 计算 匡 晨 到 太阳 的 最 短 下 离 . 
{b)】 当 焦点 在 由 N 确定 的 正 半 平 而 中 时 求解 【a. 


2.23 一般 二 次 曲线 的 向 卡 儿 方 程 


对 离心 率 为 e 的 一 般 二 次 曲线 , 基本 方程 (2.22) 可 写成 以 下 形式 ， 
IX- FIl=e(X—- WN deXN_ FN d=-leX.N- oa, (2.29) 
其 中 4 = ed 二 eFP.N. 对 上 式 两 边 同 时 取 平 方 可 得 
| 及 |2 一 2 F+|FI2= eX.N):— 2e0X.N+oa. (2.30) 
车 我 们 将 上 式 中 的 向 量 写成 分 量 形式 , 那么 我 们 将 得 到 所 有 二 次 曲线 都 满足 的 
一 个 笛 卡 多 方程 . 
令 素 = (zz 用 下 =( 太 ,PN 二 (n,n2), 将 这 些 分 量 代 入 方程 (2.30), 再 由 
IN| = 1 可知 n2 十 n2 = 1, 整理 后 可 得 
X21 — elnd) — Ze2nnory + yl — e2n2) + 2aen — Fiji + 2aens — y+ = 人 0 
其 中 G= 妒 十 及 一 a2. 该 方程 具有 形式 
A + Bryt+ CF + Drt+Eyt+G=0, 


其 中 


A=1—eni, B=—2emnna, C=1-— e2n2. (2.31) 
换 旬 话说 , 任意 一 条 二 次 曲线 总 可 用 一 个 包含 x, y 的 二 次 项 和 一 次 项 的 第 卡 儿 方 
程 表 示 . 接 下 来 我 们 证 明 二 次 项 系数 4, B,C 决定 二 次 曲线 的 类 型 (type), 一 次 项 
系数 决定 曲线 在 zy 平面 中 的 位 置 . 
定理 2.19 ”每 条 二 次 曲线 都 有 一 个 形 如 
A + Bryt+ Cr +Dri+Ey+G=0 (2.32) 
的 昔 卡 儿 方 程 . 该 曲 钱 的 类 型 由 数 和 = 44C 一 B2 的 代数 符号 确定 , 其 中 和 称 为 
它 前 判别 式 (discriminant), AA 与 离心 李 e 的 关系 满足 方程 
A = 4(1 一 e2). (2.33) 
所 以 当 一 个 二 次 曲线 的 判别 式 为 正 数 、 零 和 负数 时 , 它 分 别 是 梢 圆 、 抛 物 线 和 双 
曲线 . 
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证 明 由 到 上 + 良 = 1 和 和 公式 (2.31) 中 4, B,C 的 表示 式 , 我 们 得 44C = 
4 人 1 一 e2) 十 召 3 所 以 44C 一 B? = 41- 后 ,所 以 若 我 们 引入 判别 式 A = 44C - B2， 
则 得 到 方程 (2.33), 这 说 明 当 e<1 时 和 A 和 A>0 当 e=1 了 时 ,入 =0; 当 c>1 时， 
Az<O. | 

注 定 珀 2.19 的 六 命题 是 ; 形 如 方程 (2.32) 的 任意 俏 卡 儿 方程 部 表 汪 -条 二 次 曲线 . 仅 当 我 们 将 二 
次 曲线 的 定义 推 ” 到 允许 退化 的 二 次 曲线 时 ， 读 命 大 为 真 、 例 如 , 满足 z2 十 只 十 1 = 0 的 点 集 为 空 集 ; 满 
是 2 十 护 = 0 的 点 集 仅 包 含 一 点 (0,0), 但 是 在 这 商 种 情况 下 , 判别 式 都 为 正 . 如 果 44, 万, C 全 为 零 , 则 
判别 式 也 为 零 , 但 是 方程 (2.32) 关于 x 利 y 是 线性 的 , 所 以 它 代 表 一 条 直线 . 若 方程 (2.32) 的 左边 可 分 解 
成 两 个 一 次 因 式 的 乘积 , 那么 它 的 其 像 是 两 条 间 线 . 


2.24 “关于 原点 对 称 的 二 次 曲线 


对 一 个 点 集 , 如 果 只 要 它 包 含 X, 它 就 包 售 -发 , 那么 我 们 称 该 点 集 关 于 原点 
对 称 , 接 下 来 我 们 将 证 明 总 可 以 这 样 来 放 境 给 定 柄 圆 或 双 曲 线 的 一 个 焦点 , 使 得 该 
二 次 曲线 关于 原点 对 称 . 为 此 , 我 们 再 次 观察 方程 (2.30): 

IX -2X.F+|F| = eX.N) -2erX.N+o?. (2.30) 
为 了 使 该 曲线 关于 原点 对 称 , 我 们 需要 使 当 用 -天 代替 上 式 中 的 X 时 方程 仍然 成 
立 , 此 时 我 们 有 
[+2 .FF+|F|:=e(X-.N):+2eaR.N+a’. (2.34) 
用 式 (2.34) 减 式 (2.30) 可 得 当月 仅 当 下 .其 = ea 及 .和 N, 即 当 
(F—eaN):. 及 =0 
时 , 曲线 关于 原点 对 称 . 当 且 仅 当 因子 (F 一 eaN) = OO 时 , 曲线 上 所 有 点 X 都 满 
足 这 个 方程 , 此 时 


五 一 eav， 其 中 a=ed+eF.N. (2.35) 
由 下 = eoN 可 知 下 -NN = ea, 所 以 我 们 有 a= ed+e2a 即 at 一 e3 一 ed. 落 


关于 原点 不 对 称 . 车 ce 关 1, 则 我 们 总 可 令 
2 
“一 这 二 

内 而 满足 条 件 (2.35). 注意 ,车 ece<1 则 aa>0 若 e>1: 则 a<0. 将 珀 =eam 人 懂 
入 方程 {2.30) 并 整理 可 得 如 下 定理 . 

定理 2.20 ” 令 CC 为 一 条 离 心 闪 e 关 1 的 二 次 曲 钱 而 且 它 的 一 个 焦点 瑟 与 准 
线 工 的 距离 为 4. 车 NN 是 盘 直 于 工 的 单位 向 量 且 已 = ea ,其 中 a= ed/(l 一 e?), 
那么 C 是 满足 方程 


F=eaN. {2.36) 


IXP -eX.N)? = ao 一 ce) (2.37) 
的 所 有 点 下 的 集合 . 0 
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上 述 方程 显示 出 曲线 C 关于 原点 的 对 称 性 , 这 是 因为 当 我 们 用 -XX 代替 其 中 
的 苇 时 , 方程 保持 不 变 . 对 称 性 说 明 炳 圆 和 双 曲 线 都 有 两 个 焦点 和 两 条 准 线 , 两 个 
焦点 关于 曲线 中 心 对 称 旦 分 别 在 点 二 ce 上 , 两 条 准 线 也 关于 曲线 的 中 心 对 称 , 因 
为 炳 项 和 双 曲 线 都 有 中 心 , 所 以 也 称 它们 为 有 心 二 次 曲线 (central conic). 

当成 = 二 am 时, 方程 (2.37) 成 立 , 我 们 称 这 两 点 为 有 心 二 次 曲线 的 顶点 . 若 
曲线 为 椭圆, 那么 连接 两 个 顶点 的 线段 称 为 曲线 的 长 轴 (major axis); 车 曲线 为 双 
曲线, 那么 连接 两 个 顶点 的 线段 称 为 横 截 轴 (transverse axis). 易 证 准 线 与 过 两 个 焦 
点 的 直线 交 于 点 土 (a/e}N( 见 2.28 节 中 习题 7). 

令 N' 为 一 个 与 六 正 交 的 单位 向 量 , 车 天 =bN', 则 四 .NN =0, 所 以 当 且 仪 
当 配 十 ez 一 办 时 ,大 =pV' 满足 方程 (2.37). 此 时 访 = 92(1 一 22), 所 以 e < 1 
连接 两 点 XX 一 +bN' 的 线段 称 为 业 贺 的 短 轴 (minor axis), 其 中 b= av1 一 2. 

注 在 方程 (2.37) 中 , 如 果 我 们 令 e 二 0, 那么 它 化 为 XX 上 = a, 这 是 一 个 图 心 在 原点 、 半径 为 a 的 
图 的 方程 . 从 等 式 (2.36) 的 角度 米 看 ， 我 们 可 将 这 样 的 团 看 作 当 d -oc 时 = 一 0 并 且 ed 一 a 的 精 加 的 
级 了 眼 铺 况 . 


2.25 “椭圆 和 双向 线 在 标准 位 置 时 的 笛 卡 儿 方 程 


为 了 得 到 椭圆 和 双 曲 线 的 稍 卡 儿 方 程 , 我 们 只 要 把 四 的 直角 坐标 代入 向 量 方 

程 (2.37) 就 行 . 当选 取 N = i 时 , 我 们 称 二 次 曲线 在 标准 位 置 (standard position) 

上 , 这 意味 着 两 条 准 线 都 是 竖 直 的 . 现在 我 们 令 站 = (2 切 , 那么 | 征 上 = 到 十 咏 

且 友 .NN 一 zx, 所 以 方程 (2.37) 化 为 妇 十 弃 十 eza2 = ez 十 叶 即 2 但 一 后) 十 到 = 
a2(1 ~- e2), 由 此 可 得 方程 

x Rd 


mt asfl — e2) 一 


这 个 笛 卡 几 方 程 既 可 用 来 表示 椭圆 (e < 1) 也 可 用 来 表示 双 曲 线 (e > 1), 称 为 它们 
的 笛 卡 儿 方程 的 标准 型 (standard formj. 此 时 曲线 的 焦点 为 (ae,0) 和 (一 ae,0), 淮 
线 为 直线 zz = ae 和 zy= -ape. 记 住 , 当 e<1 时 a>0 当 e>1 时 aa<0. 

如 果 e < 1, 我 们 令 5 = av1 一 e2 并 将 椭圆 的 笛 卡 儿 方程 写成 如 下 标准 型 


1. (2.38) 


1. (2.39) 


它 的 两 个 焦点 为 rc,0) 和 (一 oo) 其 中 c= ae = va? 十 及, 图 2.14a 给 出 了 椭圆 的 
标准 型 箔 卡 儿 方 程 的 一 个 例子 . 
如 果 e>1, 令 5=|alwe? 一 1, 并 将 双 蔓 线 的 箔 卡 儿 方程 写成 如 下 标准 型 


1. (2.40) 


2.35 炳 图 和 双 曲 线 在 标准 位 置 时 的 蔡 卡 儿 方 程 883 


它 的 两 个 焦点 为 (c,0) 和 {-c.0), 其 中 c= lale= v 呈 十 好 图 2.14b 给 出 了 双 曲 线 
的 标准 型 征 卡 儿 方 程 的 一 个 例子 . 


ta) 由 图 (b) 站 曲线 


图 2.14 离心 率 e 关 1 的 有 心 二 次 曲线 , 它 的 焦点 为 { 土 c,0), 其 中 c = 
jale. 加 中 的 三 角形 表示 &, b,c 的 几何 关系 


注 在 方程 (2.40) 中 如 果 用 z 表示 y, 那么 我 们 将 得 到 如 下 两 个 关系 式 : 
Y= + 22 一 02. (2.41) 


对 足够 大 的 正 数 zx, 数 vz5 一 接近 于 zx, 所 以 关系 式 {2.41) 的 右边 接近 于 土 bx /|al. 
易 证 当 一 0 时 ,二 bxjial 和 ga 一 bv 一 中 /ja| 的 差 趋 于 0, 这 个 差 值 为 
_b -5 b £2 — (x2 — a2) lalb < 2 

屿 一 多 一 癌 如 一 vz 一 862) 一 Ee Fv 
所 以 当 x 一 so 时 ,太一 和 一 0. 我 们 称 直 线 y = bzjlal 为 该 双 则 线 的 一 条 渐 近 线 
(asymptote), 直线 yy = 二 一 bzjia| 为 它 的 另 一 条 渐 近 线 , 我 们 也 说 该 双 有 曲线 渐 近 地 臣 
近 于 这 两 条 渐 近 线 . 图 2.14b 曾 出 了 双 曲 线 的 渐 近 绑 . 

当 有 心 二 次 曲线 的 准 线 不 是 竖 直 线 时 ,它们 的 笛 卡 上 儿 方 程 就 会 取 另 一 种 形式 ， 
例如 , 当 准 线 为 水 平 线 时 , 在 方程 (2.37) 中 , 我 们 可 设 N = 7, 因为 下.N 一 针 .j 一 9， 
所 以 我 们 所 得 的 笠 卡 儿 方 程 是 将 方程 (2.38) 中 的 x 和 3 互 换 后 所 得 到 的 方程 . 此 
时 有 心 二 次 曲线 的 箔 卡 儿 方程 的 标准 型 为 


2 zz 


人 十 a2(1 ~-- e2) 一 上 (2.42) 
车 我 们 用 向 量 下 o = {zo,yo) 与 一 条 中 心 在 原点 的 有 心 二 次 曲线 上 的 每 一 点 相 加 ， 
则 得 到 一 条 新 的 有 心 二 次 曲线 , 这 条 新 曲线 的 中 心 为 {zo, yo). 此 时 可 用 x 一 zo 和 
3 一 加 分 别 代替 式 (2.35) 或 式 (2.39) 中 的 > 和 yy 从 而 获得 新 曲线 的 笛 卡 几 方 程 . 
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2.26 ”抛物 线 的 第 卡 儿 方程 


为 了 获得 抛物 线 的 箔 卡 儿 方程 . 我 们 再 来 考察 当 e = 1 时 的 基本 方程 (2.20). 
取 准 线 为 坚 直 线 z = -ce 并 令 仿 点 为 (c,0), 车 下 = (z, 切 那么 我 们 有 关 一 吾 = 
(他 一 避 用 ,方程 (2.20) 化 为 (z 一 e2 二 只 =|z++e2, 可 将 此 式 化 简 为 标准 型 

22 = 4ezr- {2.43) 

我 们 称 焦点 到 准 线 的 垂直 线段 的 中 点 (在 图 2.15 中 为 原点 ) 为 该 抛物 线 的 项 
点 (vertex), 称 过 顶点 和 焦点 的 直线 为 它 的 轴 (axis}. 抛物 线 关于 它 的 轴 对 称 . 如 图 
2.15 所 示 , 车 c > 0, 扼 物 线 在 5 轴 的 右边 ; 若 "< 0, 那么 抛物 线 在 y 轴 的 左边 . 

车 抛物 线 的 焦点 在 y 办 上 的 (0,c) 处 且 它 的 准 线 为 水 平 线 yy = -c, 那么 它 的 
笛 卡 儿 方 程 的 标准 形 化 为 


Zz? = dey. ， 
如 图 2.16 所 示 , 当 c > 0 时 , 抛物 线 开 口 向 上 ; 当 c < 0 时 , 抛物 线 开口 向 下 . 


图 2.15 抛物 线 好 = 4cz 图 2.16 抛物线 x? = dey 


当 我 们 将 图 2.15 中 的 抛物 线 平移 使 它 的 顶点 为 (zxo, go) 时 , 它 对 应 的 箔 卡 儿 方 
程 变 为 
(¥ — yo0)? = de(x — £0), 
此 时 摔 物 线 的 焦点 汐 (xo0 十 c, gn), 它 的 准 线 为 直线 x = xzo 一 c, 它 的 轴 为 直线 y = yo. 
类 似 地 , 当 平 称 图 2.16 中 的 抛物 线 使 它 的 顶点 为 (zo, yo) 时 , 它 的 笛 卡 儿 方 程 
变 为 


[zz — x0)* = 4c(y — yo), 
此 时 抛物 线 的 焦点 为 {zo, 如 十 口 , 直线 y = yo -< 是 它 的 准 线 , 直线 z = zo 是 它 
的 轴 . 


2.27 习 题 中 


读者 可 能 会 觉得 证 明 抛物 线 没 有 渐 近 线 是 一 件 非常 有 趣 的 事 , 


2.27 习 题 


习题 1 6 中 的 每 个 方程 都 表示 一 个 椭 贺 , 求 等 一 个 椭圆 的 中 心 、 售 点 和 顶点 的 讼 标 以 及 各 椭圆 的 高 心 
率 , 并 而 出 各 楷 加 的 简 风 . 


2 2 .| 2. 
1. 新 十 纶 ==1. 2. 亨 + 扬 =1. 
_al2 2 
3. Ei 十 Lt 1. 4. Qe? + 25y2 = 25. 
5, 4y2 十 322 = 1. 6. EH + i = 1. 


在 习题 ?7~12 中 , 求 满足 所 列 条 尾 的 椭 赔 的 标准 型 入 卡 儿 方 程 并 画 出 各 椭圆 的 简 图 . 
了， 中 心 为 (0, 国 ), 一 个 焦点 为 (3,0), 一 个 顶点 为 (1,0). 
8， 引 心 为 【-3,4)， 半 辅 长 分 别 为 4 和 3, 长 轴 平 行 于 z 轴 . 
9， 中 心 为 【一 3,4), 半 辅 长 分 别 为 4 和 3, 长 加 平行 于 y 轴 . 
10， 顶 点 为 (一 1,2), (一 7,2), 短 灿 长 为 23， 
11， 顶 点 为 (3, 一 0, (13, 一 2), 斋 点 为 (4, 一 2), (12, 一 2). 
12， 中心 为 (2,1), 长 轴 平 行 于 z 轴 , 入 圆 过 点 【6, 1) 和 (2, 3). 
习题 13~18 中 的 套 个 方程 都 表示 一 条 双 曲 线 , 计算 每 一 条 双 曲 线 的 中 心 、 售 点 和 顶点 的 坐标 以 及 各 
双 曲 钱 的 离心 率 , 画 出 各 双 曲 线 的 简 图 并 指出 它们 的 斯 近 线 的 位 置 . 


2 2 2 2 
向 14. 咒 一 做 =1 
15. E40- (yy — 3)2 =1. 16. gz2 -~ 16g2 = 144. 

r bj 
17. 4z2 — 5y2 + 20=0. 18. El 1 


在 习题 19~23 中 , 求 满足 所 列 淋 忻 的 蚤 曲线 的 标准 形 笠 卡 儿 方程 , 泗 出 各 双 曲 钱 的 简 图 并 指出 它们 的 
源 近 线 的 位 置 . 
19.， 中 心 为 (0, 问 , 一 个 镶 点 为 (4,0), 一 个 顶点 为 (2,0). 
20， 人 篇 点 为 10, 士 2), 顶点 为 (0, 土 1). 
21， 顶 点 为 ( 土 2, Dj, 渐 近 线 为 yy = 士 2r. 
22， 中心 光 (一 1 者 , -个 焦 虚 为 {一 1,21, 一 个 顶点 为 {一 1, 3). 
23， 中 心 为 (2, 一 了 3, 模 截 轴 平 行 于 一 条 坐标 轴 , 双 曲 线 过 点 {3, 一 1) 和 (一 1, 0). 
24， 某 双 明 线 的 渐 和 近 线 为 首 线 2x 一 y= 二 0 和 2z 十 y= 0 并 过 点 ($, 一 凶 , 求 该 或 曲线 的 笛 卡 儿 方 程 . 
习题 25~30 中 的 每 个 方程 都 表示 一 条 抛物 线 , 计算 它们 的 顶点 坐标 , 准 线 方 程 , 朝 的 方程 并 画 出 各 擅 物 


线 的 简 图 

25. y2 一 一 Sz. 26. 82 = 3r. 

27, 上 一 1 一 TI2zr 一 6. 28. 22 = Fy, 

29. w? + By = 人 0. 30. (5 二 2 二 机 十 急 . 


在 习题 31~36 中 , 求 满足 所 列 条 忻 的 抛物 线 的 标准 型 第 玉 儿 方程 并 画 出 各 抛物 线 的 简 图 . 
31， 仿 点 为 (0, 一 放 ), 鹤 线 的 方程 为 y = 去. 
32， 顶 点 为 (0,01, 谁 线 的 方程 为 x = 一 2. 
33， 顶 点 为 {一 4, 3}, 焦点 沟 (一 4,1). 
34， 党 点 为 (3, 一 1), 准 线 的 方程 为 = 一 去. 
35， 轴 平行 于 Yy 轴 , 抛物 线 过 点 上 0. IT 人 1 0, {2,0). 


15. 
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36， 轴 平行 于 z 轴 , 顶点 为 【1,3), 抛物 线 过 点 {一 1, 一 1}. 

.出 焦点 的 定义 出 发 , 直接 求 焦 点 为 原点 、 淮 线 为 直线 2 十 = 10 的 抛物 线 的 向 卡 儿 方 程 . 

， 求 炭 点 为 原点 . 准 线 为 直线 2 十 # 十 1 = 0 的 抛物 线 的 笛 卡 儿 方程 . 

， 求 出 与 点 (0, 2) 的 臣 离 是 与 直线 y = 8 的 距 视 的 一 半 的 所 有 点 (zy) 组 成 的 二 次 曲线 的 笛 卡 儿 方 程 . 
， 求 过 原点 . 渐 近 钱 为 直线 一 22 十 1 利 # = 一 2 十 3 的 双 晤 线 的 箭 卡 儿 方程 . 


2.28 ”关于 二 次 曲线 的 综合 性 习题 


，() 对 每 一 个 p > 0, 方程 pz2 十 人 十 久 2 = 到 十 2p 都 表示 一 个 精 圆 , 求 (用 p 表示 ) 它 的 离心 率 


(by 求 与 (a) 中 的 精 圆 焦点 相同 且 离 心率 为 V3 的 双 曲 线 的 管 卡 儿 方程. 


， 在 2.24 节 中 ， 我 们 证 明了 甘于 原点 对 称 的 二 次 曲线 满足 方程 | 并 ~ Fl = |e 芝 .NN -al, 其中 oa 一 


ed 十 ekF', IN， 用 此 关系 证 明 ; 若 二 议 曲 线 为 椭圆 , 那么 我 们 及 一 二 | 十 上 十 | = 29, 也 就 是 说 ， 
椭 男 上 任意 点 到 两 个 焦点 的 距 府 之 和 为 常数 . 


.类似 于 习 昧 2, 证 明 在 双 曲 线 的 每 一 个 分 支 上 , 其 | 芭 一 天 | 一 上 下 十 丁 | 为 常数 . 
，{a) 证 明 相 似 变换 {用 tr 和 芭 分 别 替 换 = 和 yg) 将 一 个 中 心 在 原点 的 椭圆 变 为 一 个 与 原本 加 离心 率 


柑 同 的 另 一 个 椭圆, 也 就 是 说 , 相似 的 椭圆 的 高 心率 相等 . 

[b) 证 明 fa) 的 道 命题 : 车 两 个 同心 (concentric) 椭圆 的 离心 率 相等 且 长 轴 在 同 :条 直线 上 , 那么 可 
通过 相似 变换 将 其 中 的 一 个 变 为 另 一 个 . 

【cy 对 驶 曲线 叙述 并 证 明 与 (fa) 和 【bl 相应 的 结论 . 


， fa) 证 明 对 - - 泽 抛 物 钱 作 相似 变换 【见习 题 4) 将 得 到 另 一 条 抛 牺 线 . 


(b) 求 相 似 于 y = z2 的 所 有 抛物 线 . 


， 如 果 点 忆 和 点 多 与 菜 个 加 的 回 心 共 线 , 该 圆周 心 不 在 户 和 总 之 间 壬 项 心 到 P 和 久 的 此 离 的 滋 积 


等 于 该 圆 半径 的 平方 ,那么 我 们 称 户 与 包 基于 该 圆 对 称 ， 当 点 入 取 饥 直线 x 十 2y 二 5 上 的 所 有 点 
时 , 求 与 @ 基于 圆 ww 十 如 一 4 对 称 的 点 了 的 扫 迹 ， 


. 对 个 如 定理 2.20 所 述 的 中 心 为 原点 的 有 心 一 次 曲线 , 证 明 它 的 两 条 准 线 与 过 它 的 两 个 焦点 的 直线 相 


变 于 点 士 (ae . 


， 证明 搜 物 线 没 有 活 近 线 . 
， 度 离心 率 为 e、 焦点 在 + 轴 上 的 二 次 曲线 讨 原点 且 准 线 为 怪 直 线 , 证 明 访 曲线 上 任意 点 的 直 前 坐标 tx, y} 


都 满足 一 个 形 如 妇 = {e? 一 1)x? 一 cx 的 方程 , 其 中 ¢ 为 与 该 曲 线 有 关 的 常数 . 


. 设 点 (2,2) 为 一 条 离心 率 为 c = v3 的 双 曲 线 的 一 个 焦点 , 该 曲线 有 一 条 准 线 为 直线 xz 十 y 二 2, 证 明 


该 双 曲 线 的 箭 卡 儿 方 程 为 zy = 2. 
需 桔 微 积分 知识 的 习题 


， 求 使 直线 3z - 2 = 吕 与 双 曲 线 rz2 一 3%2 = 1 相 切 的 常数 己 . 

. 一 条 抛物 线 弧 的 底 边 长 为 5, 商 为 bh, 求 由 读 弧 和 户 边 围 成 的 区 域 的 面积 . 

. 求 将 抛物 线 妇 = 8x 和 直线 x = 2 围 成 的 区 成 绕 z 轴 旋 转 所 得 的 旋转 体 的 栖 积 . 

.向 卡 儿 方程 分 别 为 vy == 2(z 一 4) 和 y? = 4{z 一 2) 的 两 条 抛物 线 围 成 一 个 平面 区 域 吾 . 


{a) 用 积分 法 求 中 的 面积 . 

[b) 求 将 五 线 x 轴 族 转 所 得 的 施 转 体 的 体积 . 

tc) 求 将 已 绕 y 轴 旋 转 所 得 的 族 转 体 的 笨 积 . 

车 & 和 5 为 下 数 , 证 明 椭圆 x2 /02 十 沪 /b> = 1 所 围 区 域 的 而 积 等 于 ap 与 一 个 半径 为 1 的 圆 的 面积 
的 乘积 . 

注 : 不 需要 任何 积分 计算 ， 具 需要 用 积分 的 基本 性 质 即 可 证 明 此 命 是 . 
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16， 求 所 有 满足 下 面 两 个 条 件 的 正 数 4 和 五: A > B, 桶 贺 4z2 十 By2 二 3 所 围 区 域 的 面积 等 于 椭 辕 
(A+ Br+ (A By 一 3. 
所 围 区 域 的 面积 . 
17， 已 知 直线 > -7 十 4 = 0 和 挑 物 线 y= 16z 相 切 ， 求 它们 的 交点 . 


3.1 引 言 


在 数学 中 我 们 会 碰 到 各 种 各 样 可 彼此 相 加 并 且 可 和 实数 相 乘 的 数学 对 象 . 首 
先 , 实数 本 身 就 是 这 样 的 数学 对 象 , 此 外 实 值 函数 、 复 数 、 无 穷 级 数 、m 维 空间 中 的 
向 量 以 及 向 量 值 函数 等 都 是 这 样 的 对 每 . 本 章 将 介绍 一 个 基本 数学 概念 一 线性 空 
间 . 线性 空间 不 仅 包 会 上 述 对 象 , 它 还 包含 许多 其 他 特殊 对 象 ， 

简单 地 说 , 线性 空间 是 一 些 可 进行 特定 运算 ( 称 为 加 法 和 数 莱 ) 的 任意 元 素 的 
集合 . 在 线性 空间 的 定义 中 , 我 们 既 不 规定 元 素 的 属性 , 也 不 规定 它们 之 闻 是 如 何 
进行 运算 的 , 而 是 规定 这 些 运 算 必 须 具 有 的 性 质 并 将 它们 作为 线性 空间 的 公理 . 接 
下 来 我 们 对 这 些 公理 进行 详细 描述 . 


3.2 ”线性 空间 的 公理 化 定义 


令 VV 表示 已 知 对 象 的 非 空 集合 , 我 们 称 这 些 对 急 为 元 素 (element)， 当 集合 V 
满足 下 述 十 条 公理 时 ,我们 称 它 为 线性 空间 (linear space)， 我 们 将 这 些 公 理 分 为 
三 组 . 
封闭 性 公理 

公理 1 (对 加 法 封闭 } 对立 中 任意 两 个 元 素 了 和 Y, 都 有 T 中 唯一 元 素 与 它 
们 对 应 , 这 个 元 素 称 作 x 与 的 和 , 记 必 实 十 扩 

公理 32( 对 实数 的 丧 法 封闭 ) 对 VV 中 任意 元 素 z 和 任意 实数 4, 都 有 了 中 叭 
一 元 康 与 它们 对 应 , 这 个 元 素 称 作 4 与 x 的 积 , 记 作 ox. 
关于 加 法 前 公 理 

公理 3 (变换 律 ) 对 VV 中 任意 元 素 工 和 yy, 载 们 都 有 二 1 一 2 十 

公理 4( 结 合 律 ) 对 V 中 任意 元 素 rz, 2 2 我 们 都 有 (2 十 四 十 z 二 十 (Y 十 2 

公理 5( 零 元 索 的 存在 性 ) 在 VW 中 存在 一 个 元 素 ( 记 作品 ), 使 得 对 了 中 任意 
2 有 

TO= x. 
公理 6 ( 负 元 的 存在 性 ) 对 Y 中 任意 2 元 素 {~1)x 有 性 质 
T+ (lz:=O. 
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关于 数 乘 的 公理 
公理 7( 结 合 律 ) 对 VV 中 任意 元 素 z 以 及 任意 实数 a 和 5 我们 有 
afpz) = (ab)z. 
公理 8{ 对 YW 中 加 法 的 分 配 律 ) 对 下 中 任意 元 素 工 和 以 及 任意 实数 0, 我 
们 有 
和 (和 十 人 一 02 二 ay. 
公理 9( 对 实数 加 法 的 分 配 律 ) 对 站 中 任意 元 素 x 以 及 任意 实数 a 和 5, 有 
{a+ hr = art br, 
公理 10 (单位 元 的 存在 性 ) 对 了 中 任意 元 素 z, 我 们 有 
和 一 ww. 
为 了 强调 数 匀 是 实数 与 VW 中 元 素 相 蒋 , 有 时 我 们 也 将 如 上 定义 的 线性 空间 称 
为 实 线性 空间 (real linear space)j， 参与 数 乘 的 数 也 称 为 纯 量 . 如 果 在 公理 2 和 公 
理 7~9 中 用 复数 代替 实数 , 那么 所 得 的 代数 结构 称 为 复线 性 空间 (complex linear 
space)j， 实 线性 空间 以 实数 为 纯 量 , 复线 性 空间 以 复数 为 线 量 . 尽管 我 们 主要 讨论 
实 线性 空间 , 但 是 所 得 的 定理 对 复线 性 空间 同样 成 立 , 如 果 不 特别 指出 一 个 线性 空 
闻 是 实 的 或 是 复 的 , 那么 我 们 认为 它 既 可 以 是 实 的 , 也 可 以 是 复 的 . 
有 些 作 者 将 线性 空间 称 为 线性 向 量 空间 或 简单 地 称 为 向 最 空间 , 在 本 书 中 , 我 
们 仍然 仅 将 以 向 量 为 元 素 的 线性 空间 称 为 向 量 空间 . 


3.3 ”线性 空间 的 实例 


由 于 我 们 没有 规定 元 素 的 任何 性质 , 我 们 称 由 这 十 条 公理 所 刻画 的 代数 结构 为 
抽象 (abstract) 线性 空间 . 当 我 们 确定 集合 WV 和 如 何 将 它 的 两 个 元 素 相 加 以 及 如 
何 用 纯 量 去 乘 它 的 元 素 时 , 我 们 就 得 到 线性 空间 的 一 个 实例 . 读者 容易 验证 下 述 各 
例 满足 关于 实 线性 空间 的 所 有 公理 . 

例 1 令 了 为 实数 全 体 的 集合 民 , 再 令 z+3 和 ar 分别 为 普通 实数 加 法 和 
乘法 . 

例 2 令 T 为 复数 全 体 的 集合 C, 定 闵 z 十 y 为 复数 加 法 ,az 为 复数 > 和 实 
数 a 的 乘积 . 此 时 尽管 V 中 元 素 是 复数 , 但 是 由 于 它 的 纯 量 是 实数 , 所 以 它 是 一 个 
实 线性 空间 . 口 

例 3 令 V 为 nn 元 实数 组 组 成 的 向 量 空间 R*, 它 的 加 法 和 数 乘 是 用 通常 方 
式 由 分 量 定 义 的 加 法 和 纯 量 敢 法 . 四 

例 4 令 V 为 Rr 中 与 一 给 定 非 零 向 量 六 正 交 的 所 有 向 量 的 集合 , 当 冯 一 2 
时 , 该 线性 空间 为 一 条 过 原点 昌 以 六 为 法 向 量 的 直线 , 当 n= 3 时 , 它 是 一 个 过 原 
点 且 以 六 为 法 向 量 的 平面 . 口 
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下 面 各 例 中 的 空间 称 为 函数 空间 . 了 中 元 素 为 实 值 函数 , 两 个 函数 了 和 9 的 

加 法 定义 为 : 
他 十 四 () 一 fr) + gz) 

其 中 z 为 了 与 9 的 定义 域 的 交集 中 的 任意 实数 . 函数 和 实数 a 的 乘法 定义 如 
下 : af 在 了 的 定义 域内 的 任意 x 上 的 函数 值 为 af(x). 零 苑 素 是 函数 值 恒 为 零 的 
函数 . 读者 不 难 验证 下 述 集合 都 是 函数 空间 . 

例 5 定义 在 一 个 给 定 区 间 上 的 所 有 函数 的 集合 . 

例 6 所 有 多 项 式 的 集合 . 记 住 多 项 式 是 一 个 对 所 有 实数 都 有 定义 的 , 具有 如 
下 有 限 和 形式 的 函数 ff; 


k 
fr) = co0+ert emt..-+ opr = Yc 
:0 


与 z 的 不 同 备 相 弱 的 数 oo, ci，… ,cx 称 为 系数 . 车 z* 是 系数 不 为 零 的 xz 的 
最 高 次 罕 , 则 称 多 项 式 的 次 数 为 上 如 果 除 co 以 外 的 所 有 系数 都 为 零 , 那么 称 这 个 
多 项 式 为 一 个 次 数 为 0 的 常数 多 项 式 . co = 0 的 常数 多 项 式 称 为 零 多 项 趟 , 它 没有 
次 数 . 所 有 多 项 式 的 集合 由 零 多 项 式 、 所 有 零 次 多 项 式 以 及 所 有 一 次 多 项 式 、 所 有 
二 次 多 项 式 等 所 组 成 ， 口 

例 7 所 有 次 数 和 mn 的 多 项 式 的 集合 , 其 中 mn 为 给 定 非 负 整 数 (尽管 零 多 项 式 
没有 次 数 , 但 是 每 当 我 们 考虑 这 样 的 集合 时 , 我 们 总 认为 它 包 会 零 多 项 式 }. 次 数 等 
于 n 的 所 有 多 项 式 的 集合 不 是 线性 空间 , 这 是 因为 它 关 于 加 法 不 满足 封闭 性 公理 
(次 数 等 于 xn 的 两 个 多 项 式 之 和 的 次 数 不 一 定 为 n). 例如 , 考虑 二 次 多 项 式 x? + 了 


和 一 孚 十 zx, 它们 的 和 为 一 次 多项式 2zx. 口 
例 8 ”所 有 满足 条 件 f(1) = 0 的 函数 的 集合 . 数 0 在 本 例 中 非常 重要 , 若 
我 们 用 一 个 非 零 数 c 代替 0, 那么 此 时 封闭 性 公理 不 满足 . 口 


例 9~12 要 求 读 者 具有 微 积 分 的 有 关 知 识 . 
例 9 在 给 定 区 间 上 连续 的 所 有 函数 的 集合 . 若 给 定 的 区 间 为 [a,, 我 们 将 这 


个 空间 记 为 Cita, 六 . 口 
例 10 ”在 给 定点 上 可 微 的 所 有 函数 的 集合 . 口 
例 11 在 给 定 区 间 上 可 积 的 所 有 函数 的 集合 . 口 


例 12 线性 微分 方程 yi 十 ay' 十 如 =0 的 所 有 解 的 集合 , 其 中 ac, 为 给 定常 
数 . 数 0 在 这 里 非常 重要 , 如 果 用 一 个 非 零 数 代替 等 号 右边 的 零 ， 那么 徽 分 方程 的 
解 集 不 满足 封闭 性 公理 . 

上 述 各 例 和 其 他 许多 例子 都 说 明 , 线性 空间 概念 已 渗透 到 代数 、 几 何 和 分 析 学 
等 领域 , 当 由 线性 空间 的 公理 推导 出 一 个 定理 时 , 我 们 立刻 就 获得 了 一 个 对 每 个 具 
体 的 线性 空间 实例 都 威 立 的 结果 . 有 时 对 某 一 特殊 实例 的 知识 会 使 我 们 预见 或 解释 
其 他 实例 的 结果 , 并 揭示 它们 之 间 原 本 无 法 了 解 的 关系 . 
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3.4 ”公理 的 简单 推论 


由 线性 空间 的 公理 易 得 下 述 各 定理 . 

定理 3.1 ( 零 元 素 的 唯一 性 ) 在 任意 线性 空间 中 青 且 仅 有 一 个 零 元 . 

证 明 ”公理 5 告诉 我 们 , 任意 线性 空间 都 至 少 有 一 个 零 元 . 假定 存在 两 个 零 
元 , 谨 它 们 为 OQ! 和 Os, 在 公理 5 中 令 = 中,O 一 02, 我们 有 OO + Oo = 01, 类 
似 好 , 我 们 用 > = Da 0 = DO 则 有 Os 十 D1 = Do. 又 因为 加 法 满足 变换 律 , 所 以 
我 们 有 Di + Da = Da + Di 因此 0 = 02. 口 

定理 3.2( 负 元 的 唯一 性 ) 在 任意 线性 空间 中 , 任意 元 素 都 只 有 一 个 负 元 即 
对 任意 2, 有 且 仅 有 一 个 # 使 得 了 23 三口， 

证 明 ”公理 6 告诉 我 们 , 任意 x 都 至 少 有 一 个 负 元 (--1)zx. 假定 x 有 两 个 负 
元 妇 和 yo, 那么 I 二 如 =0O 且 w+ 如 w= 0O, 用 如 加 第 一 个 等 式 两 边 并 由 公理 5， 
4, 3, 我 们 有 


咏 十 好 十 用) 二 好 十 OQ 二， 
以 及 
和 十 人 十 及 ) = 二 (82 二 人) 十 谎 二 器 T= 二 册 : 

因此 yh = tw, 所 以 对 z, 元 素 (1}x 是 它 唯一 的 负 元 ， 口 

注 我 们 将 x 的 负 元 记 作 一 z,y 与 (一 1)z 之 和 称 为 # 与 x 的 差 , 记 必 yy 到 . 

下 述 定 理 列 出 了 在 线性 空间 中 进行 的 初等 代数 运算 必须 满足 的 一 系列 性 质 . 

定理 3.3 ”在 一 个 给 定 的 眠 性 空间 中 , 设 了 和 表示 任意 元 素 , a 和 日 表示 任 
意 纯 量 , 那么 我 们 有 如 下 性 质 . 

{ta} 07 = O. 

(bj ao =0. 

(0c) (一 入 一 一 (ez) = al—7). 

(dj) 车 gaz 一 0O, 则 4 二 0 或 $= 

(e) 著 ar==ay 且 a 了 关 0, 则 z=Y. 

(人 车 az= 二 Br 县 zz 关 品 , 则 a 二 

@) (t= TD = ey 

(h} w+r= 2r,T+r+i+r = 3, 一 般 地 ， YT = Ne. 

我 们 证 明 性 质 {gj~tc), 其 余人 性 质 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 

(a】 的 证 明令 z 二 0z, 我 们 要 证 明 x = DO. 将 s 与 自己 相 加 并 是 公理 9, 我 
们 有 


Zz 十 二 0¢ 十 0x = (0 十 0)x 二 Dx = z. 
再 将 -z 加 到 上 式 两 边 可 得 z= 
(b) 的 证 明 令 z=a0O, 将 z 与 自己 相 加 再 由 公理 8 即 得 ， 
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(c) 的 证 明 令 z=( 一 oz 将 > 与 ar 相 加 并 由 公理 9, 我们 有 
多 十 你 一 (一 和 ) 衬 十 am 一 (一 站 十 0 和 一 0 一 总 ， 
所 以 z 等 于 az 的 负 元 , 即 z = -(az). 同 理 , 如 果 我 们 将 af-z)] 与 ar 相 加 ， 则 由 
公理 8 和 性 质 (b) 可 得 a( 一 x) = 一 (azx). 口 


3.5 习 题 


判断 习题 1 ~ 20 中 的 各 个 集合 关于 通常 的 加 法 以 及 与 实数 的 纯 量 乘法 是 否 为 线性 空间 ， 对 那些 不 是 
线性 空间 的 , 指出 它们 不 满足 哪些 公理 . 习题 9 ~ 20 中 的 函数 为 实 导 应 数 ,在 习题 11 ~ 13 中 , 所 有 函数 
的 定 闵 域 都 包含 0 和 1. . 
1，R3 中 满足 条 忻 = = 0 的 所 有 向 量 (zx,y, z1. 

2. 臣 3 中 满足 条件 = 上 0 或 yy =0 的 所 有 向量 (mt 2 
3. 及 3 中 满足 条 忻 yy = 5z 的 所 有 向 量 {x, yz). 
4， 灵 3 中 满足 条 作 32 十 和 折 二 1 且 * 二 0 的 所 有 向 量 (2,g,z). 
5. 及 3 中 是 向 量 (01,2, 3) 的 纯 量 倍数 的 所 有 向 量 (x, y, z). 
6， 恨 3 中 分 量 满 足 如 下 三 个 线性 方程 的 所 有 向 最 (zx, y, z):; 
避 11 和 十 Q122 十 B32 二 D， taol 十 Ga234 十 02232 二 D0, a912 十 (92y 十 4332 一 0. 
7， 妥 3 中 所 存 是 {1,2, 引 和 (2,3, 4) 的 线性 组 合 的 向 量 (x,y, z). 
&， 下 ”中 所 有 是 两 个 给 定向 量 六 和 吾 的 线性 组 合 的 向 量 . 
9. 所 有 有 理沙 数 【多 项 式 的 商 ) 
10. 了 的 次 数 专 g 的 次 数 (包含 f= 0 的 情况 ) 的 所 有 有 理 隙 数 fj/yg， 
11， 满 足 条 御 f(0) 二 了 [1) 的 所 有 函数 了 . 
12. 满足 条 件 27(0) = Fl1) 的 所 有 函数 了 . 
13. 满足 条 件 (1) = 1 十 f(0) 的 所 有 和 函数 了. 
14， 所 有 住 阔 数 : 对 任意 zf( 一 x) 二 f(x). 
15. 所 有 奇 函 状 : 对 任意 x, {一 x) = 一 Fe)， 
16， 对 任意 = 都 有 f(x) = AL 一 wx] 的 所 有 函数 了 . 
17， 所 有 有 界 函 数 ， 对 任意 z, |f(z)| 所 M, 其 中 MM 为 惊 赖 于 了 的 常数 . 
18， 所 有 递增 函数 ; 对 任意 x 所 9, f(x) 所 站 切 . 
19， 所 有 以 2x 为 周期 的 函数 : 对 任意 z, Fe 十 2mr) 二 ff 
20，sinx 和 cosz 的 所 有 线性 组合. 
21. 令 Y 为 所 有 正 实数 的 集合 恨 +, 定义 Y 中 两 个 元 素 x 与 ! 的 “和 ”为 它们 人 在 通常 意义 下 的 积 wy, 并 
定 必 VW 中 元 素 z 与 纯 量 c 的 “ 积 ” 为 zc, 证 明 VW 是 线性 空间 且 1 是 它 的 零 元 . 
223、 人 ta) 证 明 可 由 其 他 公理 推导 出 公理 10. 
(b) 当 用 公理 1 代替 公理 6 时 , 证 明和 不 可 由 其 他 公理 推导 出 公理 10, 其 中 公理 了 为: 对 Y 中 人 在意 z， 
都 有 VW 中 一 个 元 素 3 使 得 r 十 y =O. 
23. 令 5 为 实数 的 有 序 对 (x1,z2) 的 集合 , 当 3 的 加 法 和 纯 基 乘法 定义 如 下 时 ， 分 别 判 断 号 是 否 为 线性 
空间 , 如 果 不 是 , 指出 它 违 反 了 哪 条 公理 . 


{8) [zi 72) + {183) = (2 + 22 + Ye), a{z1, 2) = (ax1, D). 
Cb) (21, 2) 十 【81 33) = (x1 + Y1,0), oa{T1, 72) = (QF1, Gra). 
人 CR1, 23) + (¥1, y2) = (T1152 + ya), oT1, 2) = (Or1, QF2). 


(9) (21 ,22) 二 [1 82) 二 人 2 十 班 ||za 十 妈 )， oa{z1, x2) = (avil; Iar2)). 
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24.， 证 明定 理 3.3 中 的 性 质 {d)~th}. 
女 下 习题 天 要 微 积分 知识 . 
25， 将 加 法 和 纯 量 乘法 分 别 定 尽 为 通常 意义 下 的 加 法 和 纯 量 乘 法 时 ， 判 断 上 述 各 实 值 画 数 的 集合 是 耕 为 线 
性 空间 ， 
(ay [0, 1] 上 满足 多 人 忻 六 f(z)dz = 0 的 所 有 可 积 道 数 了 . 
fb) [0,11 上 满足 条 件 站 Frjdz 关 0 的 所 有 可 积 函 煞 了 
{0 满足 当 一 20 时 ,fa 一 0 的 所 有 函数 f. | 
td)] 满足 二 阶 微分 方程 ”十 Pfz)F 十 @(T}fF = 0 的 所 有 函数 f, 其 中 已 和 外 为 在 任意 点 上 都 连续 
的 给 定 沙 数 . 


3.6 ”线性 空间 的 子 空间 


给 定 线 性 空间 了, 令 5 为 Y 的 一 个 非 空子 集 , 车 S 关于 同样 的 加 法 和 纯 量 乘 
法 也 是 一 个 线性 空间 , 那么 我 们 称 3 是 Y 的 一 个 子 空间 . 为 了 判断 一 个 集合 是 不 
是 线性 空间 , 我 们 必须 验证 它 是 否 满足 全 部 十 条 公理 , 然而 下 述 定理 表明 , 要 判断 
某 线性 空间 的 子 集 是 否 也 是 线性 空间 , 我 们 只 需要 验证 它 是 否 满 足 对 闭 性 公理 . 

定理 3.4 令 5 为 线性 空间 VV 的 非 空 子 集 , 那么 当 且 仅 当 9 满足 封闭 性 公理 
时 它 是 TY 的 子 空间 ， 

证 了 明 ”车 8 是 一 个 子 空间 , 那么 它 满足 线性 空间 的 所 有 公理 , 由 此 可 知 它 也 
满足 封闭 性 公理 . 

接 下 来 我 们 证 明 当 5 满足 封闭 往 公 理 时 , 它 也 满足 其 他 各 公理 . 因为 对 Y 中 
所 有 元 素 , 加 法 的 交换 律 (公理 3) 和 结合 律 {公理 4) 以 及 关于 纯 量 乘法 的 所 有 公 
理 (公理 7~10) 都 成 立 , 所 以 它们 对 5 中 所 有 元 素 也 成 立 . 因此 我 们 只 需要 证 明 5 
也 满足 公理 5 和 公理 6, 即 8 中 在 在 零 元 素 以 及 3 中 每 个 元 素 都 有 负 元 . 

令 z 为 5 中 任意 元 素 (由 于 9 非 空 , 所 以 它 至 少 包 含 一 个 元 素 ), 由 公理 2, 对 
任意 纯 量 a, az 都 属于 5, 令 a = 0, 即 得 0z 也 属于 S， 由 定理 3.3(al 有 0x = 口 ， 
所 以 Oe 8, 鼓 公理 5 成 立 . 再 令 a = -1, 即 得 (-1)z 属于 S. 又 因为 mp 和 (1)}x 
都 属于 V, 所 以 z+ (一 1)z = 0O, 由 此 公理 6 成 立 , 所 以 5 是 VV 的 子 空间. 口 

在 下 述 各 例 中 , Y 是 所 有 定义 在 实 轴 上 的 实 函数 组 成 的 线性 空间 , 3 是 Y 的 
个 子 集 . 

例 1 若 5 是 所 有 偶 函 数组 成 的 集合 , 即 对 任意 x 都 有 f( 一 x) = ff{z) 的 孙 
数 , 那么 5 满足 封闭 性 公理 , 所 以 5 是 V 的 子 空间 . 

例 2 车 5 是 所 有 满足 ff0) =0 的 函数 组 成 的 集合 , 那么 9 满足 封闭 性 
公理 , 所 以 3 是 VW 的 子 空间 . 口 

例 3 车 5s 是 所 有 满足 f(0) = 1 的 函数 了 组 成 的 集合 , 那么 5 不 满足 封闭 
性 公理 , 所 以 它 不 是 VW 的 子 空间 . 口 
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例 4 车 5 是 所 有 形 如 f(x) = aez +ie-z 的 函数 了 组 成 的 集合 , 其 中 忠和 
是 常数 , 那么 5 满足 封闭 性 公理 , 所 以 3 是 Y 的 子 空间 . 我 们 称 形 如 aez 上 + be 
的 函数 为 ee 和 e-= 的 线性 组 合 . 

定 炎 ” 令 5 为 线性 空间 WV 前 一 个 非 空子 集 , Y 中 形 如 


天 
出 一 人 
i=1 


的 元 素 工 称 为 9 中 元 素 的 一 个 有 限 线 性 组 合 , 其 中 za ,wk 属于 5,c1，… ,Ck 为 
纯 量 .3 中 元 素 的 所 有 有 限 线 性 组 合 的 全 全 满足 封闭 性 公理 : 所 以 它 是 V 的 一 个 
子 空间 , 我 们 说 这 个 子 空间 由 5 生成 , 也 称 它 是 由 3 线性 生成 (linear span) 的 子 
空间 , 记 作 L(S). 落 5S 为 空 集 , 我 们 定义 工 (8S) 为 {DO}, 即 仅 由 零 作 为 元 素 的 业 合 . 

不 同 的 集合 可 能 会 生成 相同 的 子 空间 . 例如 , 下 述 各 向 量 组 都 生成 空间 R2; 
{ 二 了 ， { 了 全 十 了 }， {0,%, 一 六 天 十) 

所 有 次 数 过 的 多 项 式 p(t) 组 成 的 空间 可 由 nn 十 1 个 多 项 式 组 成 的 集合 

{1,t,2£2,.-.. ,t°}, 

生成 , 也 可 由 集合 {1,#/2, 吉 /83,… , 太 / {n+1)] 或 集合 {1,(14t), 143 ,1+ 
生成 . 

全 体 多 项 式 组 成 的 空间 不 可 能 由 只 有 有 限 个 多 项 式 组 成 的 集合 生成 , 然而 这 个 
空间 可 由 无 限 儿 个 多 项 式 的 集合 {1,t, 夏 ,…} 生成 . 

由 此 很 自然 地 引出 一 系列 问题 . 例如 , 什么 样 的 空间 可 由 有 限 集 生成 ? 如 果 一 
个 空间 可 由 有 限 集 生成 , 那么 生成 它 的 集合 至 少 包含 多 少 个 元 素 ? 为 了 讨论 这 两 个 
问题 以 及 其 他 相关 问题 , 我 们 引入 线性 相关 、 线 性 无 关 、 基 和 维 数 等 概念 . 在 第 1 
章 研 究 向 量 空 间 R" 时 , 我 们 已 经 接触 过 这 些 概念 了 , 现在 我 们 将 它们 推广 到 一 般 
线性 空间 ， 


3.7 线性 空间 的 线性 相关 组 和 线性 无 关 组 


定义 设 8 是 由 T 中 的 著 干 元 素 蛆 成 的 全 合 , 车 到 在 3 中 有 限 个 不 同 的 元 
素 Zz1,-… 和 不 全 为 霍 的 一 组 纯 量 0c1,… ,cw, 使 得 


友 
》cimi 一口 (3.1) 
?一 1 
那么 我 们 称 3 线性 相关 , 形 如 (3.1) 且 ci 不 全 为 零 的 等 式 称 为 O 的 一 个 非 平凡 


车 集合 5 不 是 线性 相关 的 , 那么 我 们 说 它 线性 无 关 . 此 时 , 对 任意 9 中 不 同 的 
元 素 X1,… ,Th 和 纯 量 C1,…… ,ch， 由 


3.7 线性 空间 的 线性 相关 组 和 线性 无 关 钥 ”95 


下 
>» Ci 一 DO, 


沽 有 所 二 c= 二 cx 二 0. 

尽管 线性 相关 和 线性 无 关 是 元 素 组 的 性 质 , 我 们 也 将 它们 用 于 元 素 自 身 ， 例如 ， 
我 们 将 线性 无 关 组 的 元 素 称 为 线性 无 关 元 素 . 

如 果 5 是 有 限 集 , 则 上 述 定 义 与 第 1 章 中 给 出 的 Rn” 空间 中 的 线性 相关 和 线 
性 无 关 的 定义 一 致 . 然而 上 述 定 义 并 不 限于 有 限 集 . 如 果 5 是 无 限 集 , 则 当 且 仅 当 
它 的 所 有 有 限 子 集 都 线性 元 关 时 , 5 线性 无 关 ， 

例 1 若 荆 cc 5 且 了 TT 线性 相关 , 那么 5 也 线性 相关 , 这 和 命题 “线性 无 关 集 
的 所 有 子 集 都 线性 无 关 * 隶 辑 等 价 ， 

例 2 车 8 中 基 个 元 素 是 另 一 个 元 素 的 纯 量 倍数 , 那么 5 线性 相关 . 

例 3 ”任意 包含 零 元 素 的 集合 都 线性 相关 . 

例 4 空 集 线 性 无 关 . 四 

在 第 1 章 中 我 们 给 出 了 很 多 由 ” 维 空 间 中 的 向 蔓 组 成 的 线性 相关 组 和 线性 无 
关 组 . 下 面 给 出 函数 空间 中 线性 相关 组 和 线性 无 关 组 的 例子 . 其 中 线性 空间 VW 由 
定义 在 实 轴 上 的 所 有 实 值 函 数组 成 . 

例 5 对 所 有 实数 伪 看 向 = cos wz(t) = sin?t， us( 引 二 1, 那么 由 
Pythagoras 但 等 式 cos?2# 十 sin?t 二 1 可知 ti 十 2 一 ws 二 OO 〇 ,所 以 函数 w1, wus, ws 线 
性 相关 . 

例 6 对 实数 + 和 天 = 0,1,2,…, 令 txf 如 三 夺 , 则 无 限 集 5 二 {uo, 1, uo,-…} 
线性 无 关 . 为 了 证 明 这 个 结论 , 只 需 证 明 对 任意 n,n 十 1 个 多 项 式 wo,t1,… ,tn 都 
线性 无 关 . 如 果 这 些 多 项 式 生 成 零 多 项 式 , 那么 对 任意 实数 土 都 有 


Yost =0 (3.2) 


二 0 

在 式 {3.2) 中 令 1 = 0 可 得 co = 0, 再 用 t 除 等 式 (3.2) 的 两 边 并 令 = 0 可 知 
ci = 0. 重复 这 个 过 程 我 们 知道 所 有 cx 都 为 零 , 所 以 wo, wi,…… ,wn 线性 无 关口 

例 7 (在 线性 微分 方程 的 研究 中 需要 用 到 本 例 .) 设 ao, ai,… ,an 为 互 不 相 
同 的 实数 , 那么 n 个 指数 函数 

和 1 = CF, , Un(T) = es 

线性 无 关 . 我 们 对 n 用 归纳 法 证 明 这 个 结论 . 当 n = 1 时, 结论 显然 成 立 . 设 对 一 1 
个 指数 函数 结论 成 立 , 考虑 线 量 c1,.…… ,cn 使 得 


> eecrz 一 {3.3) 
下 -1 
令 ax 为 于 个 数 a1,.… ,an 中 最 大 的 一 个 , 用 e wz 冬 等 式 (3.3) 两 边 可 得 
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下 
,cketev eu) = 0 (3.4) 
KE=1 


对 任意 不 关 计 ,指数 因子 ak - aw 都 是 负数 , 所 以 当 我 们 令 x 一 十 oc 时 , 等 式 (3.4) 
中 所 有 天 和 对 的 项 都 趋 于 零 , 由 此 可 知 cyy = 0, 所 以 可 将 等 式 (3.3) 中 第 3 项 划 
去 , 再 由 归纳 假设 可 知 , 剩 下 的 所 有 项 的 系数 c 都 为 零 . 口 

定理 3.5 设 5 是 线性 空间 T 中 直到 个 元 素 组 成 的 线性 无 关 钥 {21，… ,Xk})， 
令 了 工 (5) 表示 由 5 生成 的 于 室 间 , 那么 L(5) 中 任意 天 十 1 个 元 素 构 成 的 集合 都 线 
性 相关 . 

证 明 ”对 5 中 元 素 的 个 数 用 归纳 法 . 首先 设 左 = 所 以 5= {zi}. 因为 5 无 
关 , 所 以 mi 关口 . 取 5(S) 中 任意 两 个 不 同 的 元 素 六 和 ys, 那么 它们 都 是 zi 的 纯 
量 倍数 . 设 1 一 CT V2 一 C281) 则 cl; 和 ca 不 全 为 零 ， 用 cz 乘 Yl; C1 乘 加 ， 并 将 
它们 相 沽 可 得 mW - ciys = 0O, 这 是 OO 的 一 个 非 平凡 表示 , 所 以 刀 和 sw 线性 相 
英 , 因此 当 必 = 1 时 定理 得 证 . 

现在 和 履 定 对 于 k& 一 1 定理 成 立 , 我 们 来 证 明 对 于 它 也 成 立 . 取 L(5Y 中 任 
意 包含 有 二 1 个 元 素 的 集合 了 = {yg1,32,… ,yp+1), 我 们 需要 证 明 了 线性 相关 , 对 
任意 宇 = 1,2,… ,kk 十 1, 由 于 y 都 属于 工 (9), 因此 它 可 写成 各 个 x; 的 线性 组 合 ， 
设 为 ， 

= any (3.5) 


观察 与 x+: 相 履 的 纯 量 ail, 根据 它们 是 否 全 为 零 , 分 两 种 情形 讨论 . 

情形 1 对 任意 ;= 1,2,… ,上 十 1, 都 有 ul = 0. 此 时 表达 式 (3.5) 中 的 和 不 
包含 关于 zl 的 项 , 所 以 每 个 了 中 的 六 都 在 集合 3 = {x2,.… ,zk} 的 线性 生成 集 
中 , 又 因为 8 无 关 且 包 舍 一 1 个 元 素 , 由 归纳 假设 , 定理 对 让 一 1 成 立 , 于 是 集合 
T 线性 相关 , 于 是 对 情形 1 定理 成 立 . 

情形 2 ”各 纯 量 ail 不 全 为 零 . 不 妨 设 a 关 0( 车 有 必要 , 我 们 可 对 yy; 重新 编 
号 使 得 oil 去 人 吕 . 在 表达 式 (3.5) 中 令 i = 1 并 用 纯 量 c; = aii /a 乘 等 式 两 边 , 那 
么 我 们 有 ， 

GY = Gai17I 十 > Ciy Fy. 
1=2 


将 上 式 与 式 (3.5) 相 减 可 得 , 对 i=2,…. ,此 十 1, 有 
起 
ci — Yi = (GiQis — aiy)y. 
了 一 


这 个 等 式 将 上 个 元 素 ciy 一 yi 部 表 示 为 上 一 1 个 元 素 x2,… ,x 的 线性 组 合 , 由 归 
纳 假设 , 这 个 元 素 ah -入 必 线性 相关 , 所 以 有 不 全 为 堆 的 纯 量 to,… ,ti41, 使 
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得 


+1 
Dilcey —) = 0, 


1 一 包 


k+l KE 二 i 
(See) Si 0. 
《一 过 


i 二 2 


上 上 式 将 零 元 素 表 示 为 太 ,ya,… ,yr+1 的 一 个 非 平凡 线性 组 合 , 所 以 ,yo,… ,yi 
必 线 性 相关 , 定理 得 证 . 口 


由 此 可 知 


3.8 基 与 维 数 


定义 ” 设 上 5 为 线性 空间 W 中 有 限 个 元 素 组 成 的 集合 , 若 5 线性 无 美 且 生成 
V, 则 称 5 为 WV 的 一 组 有 限 基 . 车 线性 空间 了 仅 包 会 口 或 有 一 组 有 限 基 , 则 种 它 
为 有 限 维 空间 , 否则 称 它 为 无 限 维 空间 . 

定理 3.6 设 VV 是 一 个 有 限 维 线性 空间 , 那么 V 的 所 有 有 限 基 包含 的 元 素 个 
数 都 相同 . 

证 明 令 95 和 了 为 了 的 两 组 有 限 基 , 设 5 包含 k 个 元 素 , 荆 包 含 m 个 元 素 . 
由 于 5 线性 无 关 且 生成 VY, 由 定理 3.5 可 知 , 任意 一 个 包含 V 中 大 +1 个 元 素 的 集 
合 都 线性 相关 , 所 以 任意 一 个 包含 了 中 多 于 个 元 素 的 集合 都 线 人 性 相关 . 又 因为 
了 为 包含 Y 中 mm 个 元 素 的 线性 无 关 组 , 所 以 m < 上. 同 理 在 上 述 论 证 中 交换 S$ 和 
下 可知 下 所 和, 因此 =m 口 

定义 ” 若 线 柱 宝 闻 有 一 组 包含 4 个 元 素 的 基 , 那么 我 们 称 整 数 靖 为 下 的 
维 数 , 并 将 它 记 人 诈 n 一 dimV. 车 人 = {0O), 那么 我 们 称 它 的 维 数 为 0. 

例 1 空间 及" 的 维 数 为 n. n 个 单位 坐标 向 量 组 成 的 集合 是 它 的 一 组 基 . 

例 2 次 数 < 的 所 有 多 项 式 构成 的 线性 空间 的 维 数 为 nn 十 1. 包含 m+1 个 
多 项 式 的 集合 {1,t, 如 ,… ,t*} 是 它 的 一 组 基 , 任意 一 个 次 数 < n 的 多 项 式 都 是 这 
些 多 项 式 的 一 个 线性 组 合 . | 

例 3 ”所 有 多 项 式 构成 一 个 无 限 维 线性 空间 . 尽管 多 项 式 的 无 穷 集 {1,4,42,.. 
无 关 且 生成 该 空间 , 但 是 没有 多 项 式 的 有 限 集 生 成 该 空间 , 所 以 它 没有 有 限 基 ， 口 

例 4 {本 例 需 要 微分 方程 的 知识 .) 线性 微分 方程 wy" - 2y' 一 3y = 0 有 两 个 
线性 无 关 的 解 wi(z) = e-* 和 wz{x) = esz 且 它 的 所 有 解 都 是 这 两 个 解 的 线性 组 合 ， 
因此 该 方程 的 解 空间 有 一 组 包含 两 个 元 素 的 基 {tw,wa}, 于 是 它 的 维 数 为 2. 口 

定理 3.7 说 了 是 一 个 有 限 锥 线性 空间 且 dimV = mn, 那么 我 们 有 : 

(a) VY 中 任意 一 个 线性 无 关 组 都 是 7 的 某 姐 基 的 子 集 ; 

fb) 由 站 的 任意 nn 个 线性 无 关 元 率 钥 成 的 集合 都 是 WV 的 基 . 
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证 明 ”为 了 证 明 (aj, 令 5 = {zi1,-… ,zx} 为 V 中 任意 一 个 线性 无 关 组 . 如 果 
L(S) = T, 那么 3 是 VY 的 基 . 否则 , 存在 Y 中 不 属于 L(5) 的 元 素 y, 考虑 {y} 和 
3 的 并 集 S$' = {zx1,… ,zk,Y}, 我 们 将 证 明 8 线性 无 关 . 不 然 的 话 , 存在 不 全 为 零 
的 纯 量 c1,.… , cpr1, 使 得 


Ye + epgtiy = 0. 


又 因为 zz , 线性 无 关 , 所 以 c+1 半 0, 因此 我 们 可 由 上 式 解 出 y, 由 此 可 知 3 
属于 由 S 生成 的 子 空间 , 这 与 y 不 属于 L(S) 矛盾 , 所 以 5' 线性 无 关 且 包含 大 二 1 
个 元 素 . 如 果 工 (90) = 二 V, 那么 5' 是 V 的 基 , 且 因 为 3 是 8 的 子 集 , (a) 得 证 . 如 
果 3' 不 是 7 的 基 , 我 们 可 对 5' 重复 上 述 过 程 , 从 而 得 到 包 信 上 十 2 个 元 素 的 新 的 
线性 无 关 组 5", 如 果 3” 是 V 的 基 , 那么 (ay 得 证 , 否则 , 我 们 再 重复 上 述 过 程 , 最 
终 将 在 有 限 步 内 获得 Y 的 一 组 基 . 不 然 的 话 , 我 们 会 得 到 一 个 包含 mn 上 +1 个 元 素 的 
线性 无 关 组 , 这 与 定理 3.5 矛盾 , 所 以 (a) 得 证 . 

为 了 证 明 (hb), 令 5 为 任意 包含 n 个 元 素 的 无 关 集 . 由 {a) 可 知 ,S 是 WV 的 某 
组 基 B 的 子 集 . 又 由 定理 3.6 可 向 B 恰好 包含 ns 个 元 素 , 所 以 5 = BB. 

注 ”(b) 表明 n 维 线性 空间 中 任意 mn 个 线性 无 关 元 素 组 成 的 集合 都 生成 该 空间 . 


3.9 分 量 


设 V 为 一 个 n 维 线性 空间 , 考虑 Y 的 一 组 基 , 它 的 元 素 el,… ,en 按 给 定 顺 
序 排列 , 我 们 将 这 样 的 有 序 基 记 为 一 个 mn 序 组 (el,… ,en). 此 时 Y 中 任意 元 素 x 
都 可 表示 为 这 组 基 中 元 素 的 线性 组 合 


T= Dc (3.6) 


等 式 中 的 系数 构成 一 个 n 序 组 (c1,…… ee 它 由 x 唯一 确定 , 事实 .上 ， ee 
将 z 表示 为 同一 组 基 的 元 素 的 另 一 个 线性 组 合 , 设 这 个 线性 组 合 为 x = 过 diesi, 


宕 达 式 (3.6) 减 此 式 可 得 [GEE Jei = 口 , 区 因 为 同一 组 基 中 的 元 素 线性 无 关 , 所 
以 对 任意 i, 都 有 c; 一 而 0. 因此 (ci ,en) = (di1,.… ,dn)}. 

由 表达 式 (3.6) 确定 的 nn 序 组 (cl ,cn) 的 各 分 量 称 为 Zz 关于 有 序 基 (el …… ， 
en) 的 分 量 . 

例 1 设 已 ,为 次 数 不 大 于 给 定 整 数 ”的 所 有 实 多 项 式 组 成 的 线性 空间 , 那么 
该 空间 的 维 数 为 六 十 二 集合 位 志 雪 ,…- ,如 } 是 它 的 基 . 如 果 和 多 项 式 f(t) 可 表示 为 
的 = c0 十 Ct 十 … 十 cnt", 那么 系数 co, el :en 是 了 关于 有 序 基 {1,4,82,……. 如) 
的 分 量 . 口 


3.10 可 题 9 


例 2 函数 es* 和 e- 的 所 有 线性 组 合 组 成 的 集合 是 一 个 二 维 线性 空间 ，{e*， 
eT} 是 它 的 基 . 又 曲 函 数 cosh x 二 le? +e-®}/2 和 sinhz = fcza 一 ez)A2 是 该 空间 
中 的 元 案 , 它们 关于 有 序 基 (ez,e-s) 的 分 量 分 别 为 (3) 和 (3, 3) D 


3.10 习 题 


在 习题 1 ~ 10 中 , 5 展示 下 3 中 分 量 满 足 给 定 杂 好 的 所 有 向 量 (x,y,z) 组 成 的 集合 , 判断 5 到 二 为 
及 3 的 子 空间 , 如 果 耳 , 求 dim 3. 


1. z=10. 2. w+y= 0. 

3. T+ 二 z= 二 0. 和 工 二 y. 

5. T=y=z, 6. w= 或 ww 二 z. 

7 z=0. 8. f+Y=1. 

9. y=2r 有 z= 3r. 10. zy 二 z=0 且 zx 一 y 一 z= 0. 


令 已, 表示 次 数 不 大 于 纵 定 整数 m 的 所 有 实 多 项 式 组 成 的 钱 性 空间 , 在 习题 11~22 中 , 令 3 为 已, 中 
满足 给 定 条 件 的 所 有 多 项 式 了 组 成 的 集 人 台 , 判断 5 是 各 为 Pr 的 子 空间 , 如 果 是 , 求 dn 5. (习题 19~22 
需要 用 到 微 积分 知识 .】 


11，FfD) 一 0. 12. f(0} = fa). 

13. FIO) + ft1) =0. 14， 了 为 侦 包 项 式 . 

15. 了 为 奇 多 项 式 . . 16，、 对 所 有 z, fiz} 六 0. 

17. 了 的 二 次 数 志 , 其 中 天 之 nn, 或 f=0. 18， 了 的 次 数 为 如, 其 中 天 一 m, 或 了 一 入 
19. F"(0) =0. 20, Fr(0) =0 和 fr0) =0. 

21. fF"(0) = 0. 22. FO + FO0) = 0. 


23， 在 所有 实 多 项 式 ptt) 构成 的 线性 空间 中 , 分 别 描述 上 下列 首 多 项 不 的 子 集 生成 的 子 空间 , 并 求 它们 的 维 
数 . 
(8) {1, 2, fb] {1, ,0°} (c) {te} (d) {1+t 1+}. 
24， 设 VW 是 由 所 有 定义 在 实 轴 上 的 实 信 了 淫 数 组 成 的 线性 衬 间 ， 判 漆 下 列 各 题 中 W 的 子 集 吓 否 线 性 相关 并 
求 它们 生成 的 子 空间 的 维 数 . 
{a) {1, 6°*,eb*},& A b. (b) {e®*, mes}. 
fc) {1,e"T, zenT]}. (dy) ea， TenT, yp2enT}. 
fe) {eT,e-7, cosh zs}. 【下 {eos sim x}. 
《 
《 


(g} {cos? x, sin? x}. h) {1, eo08 2, sit2 zj 
{iY {sinz, ein 2z}. j) 《ez cos ,ee sing}. 
25， 在 本 题 中, 工 (5) 表示 线性 空间 Y 的 子 集 5S 生成 的 子 空间 , 证 明 {aj~v{f) 各 小 是 中 的 结论 . 
(a) 5 C LSY. 
由) 如 果 CTCVW 六 工 是 VW 的 子 空 间 , 那么 工 (5)] CT. 这 一 性 质 可 以 拖 述 为 “LLS) 是 VW 的 包 
全 5 的 最 小 子 字 间 ”. 
(0) 设 5 为 W 的 子 集 , 则 当 且 仅 当 LCSY = 3 时 5 是 WV 的 子 空 间 . 
(td) 如果 S 世 工 和 下 那么 工 (S] CC LTY. 
te) 如 果 号 和 了 都 是 VW 的 了 空间 , 那么 3 六 了 也 是 VW 的 子 空间 . 
个 如 果 号 和 了 者 是 Y 的 子 集 , 那么 工 (9 NT) CL(5) mT). 
{g) 给 出 使 得 和 (SmTy 天 元 (61 Nn ZT 的 WV 的 两 个 子 集 S 和 工 . 
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26， 设 Y 为 一 个 有 限 维 线性 空间 , 5 是 Y 的 子 空 间 , 证 明 下 列 各 命题 . 
{a) 5 是 有 限 维 空间 且 dim S$ < dim V. 
(b) 当 且 仅 当 =V 时 dims = dimV. 
ce) 3 的 任意 一 组 基 都 是 Y 的 某 组 基 的 子 集 . 
fdj Y 的 基 未 必 包 介 5S 的 基 . 


3.11 内 积 ， 欧 氏 空 间 *， 范 数 


在 通常 意义 于 的 欢 氏 几何 中 , 几何 图 形 的 依赖 于 线段 长 度 和 直线 间 夹 角 的 性 质 
称 为 度量 性 质 {metric property). 在 研究 RR™ 时 ， 我 们 用 点 积 定 多 了 长 度 和 来 作 ， 现 
在 我 们 希望 将 这 些 概 念 推广 到 更 一 般 的 线性 空间 中 去 . 为 此 我 们 首先 将 点 积 推广 
为 线性 空间 中 的 内 积 (inner produet), 然后 我 们 再 用 内 积 来 定义 长 度 和 夹 角 . 

在 第 1 章 中 , 我 们 将 RR" 中 两 个 向 量 2 = (21,… ,zw) 和 Y= (1… ,Vn) 的 点 
积 z .2 定义 为 


好 
:Y= Dah (3.7) 
i=1 


在 一 般 的 线性 空间 中 , 我 们 将 内 积 记 作 (z,y) 而 不 是 z .yy 而 且 我 们 不 是 用 特定 的 
公式 而 是 用 公理 化 方法 来 定义 内 积 , 即 我 们 列 出 内 积 需要 满足 的 一 组 性 质 并 将 这 些 
性 质 看 作 公理 . 

定 窜 ” 设 了 是 一 个 实 线 性 空间 , 如 果 对 Y 中 任意 一 对 元 素 了 和 岂 都 存在 一 
个 实数 (xz, 与 之 对 应 , 使 得 对 了 中 任意 元 素 x y,z 和 任意 实数 ec, 上 述 对 应 关系 
都 满足 下 列 公 理 : 


{1) (x,9) = (2 {交接 性 , 对 称 性 )， 
(2) (TY + 2) = (Fy) TT (2) (分配 性 , 线性 性 )， 
{3) c{z,y) = (cr, Y) {结合 性 , 齐 次 性 )， 
{ 们 车 x 关 O, 则 (xz,z)>>0 【正定 性 )， 


则 称 在 了 上 定义 了 内 积 ,并 称 定义 了 内 积 的 实 线 性 空间 为 实 欧 氏 空间 (real Eu- 
clidean space). 

注 在 (3) 中 令 c==0 可 知 , 对 任意 y 都 有 (DO, 功 = 0. 

在 复线 性 空间 中 , 内 积 {x,y) 是 一 个 复数 且 它 也 满足 关于 实 内 积 的 除 对 称 性 外 
的 所 有 公理 , 我 们 将 对 称 性 公理 用 下 述 公理 代替 : 

9 人 明 = 功 休 (Hermit? 对 称 性 )， 
其 中 (wz] 表示 (vy, zx) 的 复 共 罗 . 在 齐 次 性 公理 (3) 中 , 纯 量 。 可 为 任意 复数 .由 
(3) 和 (1 人 ) 可 得 关系 

(3) (cog) = (ey, 7) = Ey, 2) = Ez, Y). 


中 为 了 纪念 对 代数 和 分 析 作 出 众多 南 献 的 法 国 数 学 家 Charles Hermite (1822- 一 1901). 
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也 就 是 说 , 当 从 内 积 的 第 二 个 因子 中 提取 纯 量 时 , 必须 对 它 取 共 辆 . 

我 们 称 定 义 了 内 积 的 复线 性 空间 为 复 欧 氏 空间 fcomplex Euclidean space), 有 
时 也 称 它 为 本 空间 (unitary space)，1.16 节 中 简略 讨论 的 复 空 间 Cn 就 是 这 样 的 
空间 . 

尽管 我 们 主要 关注 实 欧 氏 空间 , 但 是 本 章 中 的 定理 对 复 欧 氏 空 间 也 成 立 . 当 我 
们 只 说 欧 氏 室 间 而 不 作 其 他 说 明 时 , 它 既 可 以 是 实 欧 氏 空间 也 可 以 是 复 欧 氏 室 间 . 

读者 可 证 明 下 述 各 例 都 满足 实 值 内 积 的 所 有 公理 . 

例 1 在 RK" 中 令 (zw, 二 zw-y, 即 如 等 式 (3.7) 定义 的 通常 意义 下 zx 和 vw 的 
点 积 . 口 

例 2 在 有 R? 中 定义 两 个 向 党 w= (x1,zx2) 和 y= (0 轨 ) 的 肉 积 为 

{TE,Y) = LT + C42 + TaN + E22. 

本 例 表 明 一 个 给 定 线 性 空间 中 可 能 有 多 个 内 积 . 口 

下 面 的 三 个 例子 要 求 读者 具有 积分 知识 . 

例 3 设 Cla,8) 是 在 区 间 [e, 昌 上 连续 的 所 有 实 信函 数组 成 的 线性 空间 |， 定 
多 两 个 连续 函数 fF 和 9 的 内 积 为 


(f,9) = 了 f(t)g(t)at 


十 式 和 定义 有 R" 中 两 向 量 的 内 积 的 等 式 (3,7) 相似 , 函数 值 j(t), g(t) 对 应 于 等 式 
(3.7) 中 的 分 量 ri, gi, 积分 运算 对 应 于 等 式 (3.7) 中 的 求 和 运算 . 品 
例 4 在 例 3 定义 的 空间 Cla,b) 中 , 定义 


Bb 
(9 = f wre 


其 中 w 为 Cle, 刀 中 一 个 给 定 的 正 函 数 , 函数 w 称 为 权 函 数 【weight function). 在 
例 3 中 , 对 任意 所 都 有 wt} = 1. 口 
例 5 在 由 所 有 实 多 项 式 组 成 的 线性 空间 中 , 定义 


on=/ eg 人 dt 


由 于 被 积 函 数 包 含 指数 因子 , 上 式 中 的 广 习 积分 对 所 有 训 项 式 /和 9 都 收 化. 口 
定理 3.8 ”在 欧 包 空间 TY 中 , 任意 内 积 都 满足 Qauchy-Schwarz 不 等 式 : 对 
中 任意 x 和 y, 都 有 


[Cz < (2, x)(y,). 
村 进一步, 当 且 仅 当 和 Y 相关 时 ， 上 式 中 的 等 号 成 立 . 
证 明 考 z= 口 或 y= 口 ,那么 结论 显然 成 立 , 所 以 我 们 可 以 假设 > 和 y 都 不 
为 零 , 令 xz = az 十 by, 其 中 a 和 5 为 特定 纯 量 , 对 所 有 a 和 六 有 不 等 式 (z,z) 之 0. 
当 我 们 用 z 和 y 表示 该 不 等 式 且 适当 地 选取 a 和 5 时 , 将 得 到 Cauchy-9chwarz 不 
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等 式 . 

为 了 用 > 和 Y 表示 {z,z), 由 性 质 (1 (2), (3 ), 得 

(2,2) = (07+ by,ar + by) = (ar, ar) + (ar, by) + (by, az) + (by, by) 
一 oa(w, £) 十 ob{r, WD) 十 pay, 了) 十 bh{y, y) 2 0. 
令 a 一 (y. 胡 并 在 上 式 中 消去 正 因子 (y,y) 可 得 
(CY: (2 1) + bz W) + Bly, 2) + bb 2 0. 
再 令 5 = 一 (x,2), 则 5= 一 (y,z) 有 上 式 简化 为 
(y, DT £) 2 (FU 2 

由 于 (zx, yj(y,2) = | 人 2 因此 我 们 证 明了 Cauchy-Schwarz 不 等 式 成 立 ， 从 证 明 
的 过 程 中 可 知 当 且 仅 当 > = O 时 , 即 当 且 权 当 x 和 wy 线性 相关 时 , 不 等 式 中 的 等 
号 成 并 . 

例 ” 当 我 们 对 例 3 中 的 实 欧 氏 空 间 应 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 时 , 我 们 将 得 
到 十 述 积分 不 等 式 


( / sd] < ( 三 Pooal] ( 1 0a) 0 


我 们 用 内 积 为 欧 氏 空间 引入 一 个 长 度 的 度量 概念 . 
定 必 ”在 欧 氏 空间 WV 中 , 称 非 负 救 {fz,o)172 为 元 素 = 的 范 北 (norm), 记 作 
| ?| 
车 我 们 用 范 数 表示 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 它 可 写成 如 下 形式 : 
Cz, 9)| < zllllyll. 
由 于 可 在 同一 空间 中 定义 多 个 不 同 的 内 积 , 元 素 的 范 数 依赖 于 所 用 的 内 积 , 这 
种 不 确定 性 是 可 以 理解 的 .这 与 我 们 可 按 不 同 的 长 度 单 位 用 不 同 的 数 来 表示 辐 一 
个 给 定 线 段 的 长 度 类 似 . 下 述 定理 给 出 范 数 的 基本 性 质 , 这 些 性 质 与 内 积 的 选取 方 
式 无 关 . 
定理 3.9 ”在 欧 碟 空间 中 , 对 任意 元素 工 和 3 以 及 任意 纯 量 c, 所 有 范 数 都 满 
图 下 述 各 性 质 : | 
ta) lz =0, 著 z=0. 
(by zl > 0, 著 zf 关 OQ { 正 次 定性 ). 
{c) flez|| = |elllzi| ( 章 次 性 ). 
td) z+ 所 | 十 | (三角 不 等 式 ). 
当 z 二 ,或 Y= 二 ,或 在 在 c>0 使 得 y=cx 时 , (d) 中 的 等 号 成 立 . 
证 明 ”由 内 积 公理 易 证 (ai (b), (c), 接 下 来 我 们 证 明 (d). 注意 到 
[x+yll= + 二 让 二 (2 2) 十 (Vy 十 (2, 9) 十 {v2) 
= |z|? + ly? + (2, 9) + (x, ). 
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和 (x, 六 十 3, 太 是 实数 . 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 我 们 有 |(z,2| < 可 
以 及 [tz; 轨 | < lzllllyl 所 以 
zu se lel + yl + 2zlyl = zl + yy 
因此 (d) 得 证 . 当 y = cr, 其 中 ec> 0 时 , 我 们 有 
jz +yll = lz +erl = (0+ oh = elt jezl = bsll + lt. 
定 党 ”在 实 欧 氏 空间 让 中 , 定义 两 个 非 零 元 素 了 和 2 的 夹 角 为 满足 D 扫 日 志江 
以 及 等 式 


(2 


e080 二 一 一 一 
lzllllyll 


(3.8) 


的 数 昌 
注 Cauchy-Schwars 不 等 式 表 明 等 式 {3.8) 中 等 号 布 边 的 值 落 在 区 闻 [一 1,1] 中 , 所 以 在 多 ,zw] 中 
展 趣 一 个 0 满足 等 式 [3.8). 


3.12 ” 欧 氏 空间 中 的 正 交 性 


定 兴 ”向 了 和 y 为 葬 成 室 间 了 中 的 两 个 元 素 , 如 果 它 们 的 内 积 为 零 ， 则 称 它 
们 正 交 . 车 对 的 子 集 8 中 的 任意 两 个 不 同 元 素 2 和 32 都 有 (28) = 二 0, 则 称 3 
为 正 变 组 (orthogonal set). 如 果 一 个 正 竟 组 中 的 每 一 个 元 袁 的 范 数 都 等 于 1, 则 称 
它 为 标准 正 变 组 (orthonormal set， 

元 素 口 与 了 中 所 有 元 素 都 正 交 , 而 且 (由 公理 4 它 是 唯 个 与 自己 正 交 的 


元 素 . 
我 们 知道 对 了 " 中 两 个 向 量 有 A 和 百 , 当 且 人 妈 当 它们 满足 Pythagoras 恒等式 
中 填 BB = 及 十 4B8 上 上 时 , 它们 正 交 ， 下 面 的 定理 将 这 个 结果 推广 到 所 有 网 氏 
空间 中 ， 

定理 3.10 “对 欧 氏 空间 WV 中 的 任意 两 个 元 素 了 和 8 当 且 侈 当 它 们 满足 
Pythagcras 恒等式 

z= 

时 , 它们 正 交 . 

证 明 ”由 公式 

z= 二 人 十 的 二 zf 十 | 十 (十 (2) 

可 立 中 推出 本 定理 . 口 

接 下 来 我 们 研究 正 交 性 与 线性 无 关 性 之 间 的 关系 . 

定理 3.11 ”在 欧 氏 空间 了 中 , 任意 一 个 不 包含 零 元 素 的 正 交 组 都 线性 无 关 . 
特 列 地 ， 在 一 个 n 锥 欧 包 空间 中 ， 尾 意 一 个 包 例 nL 个 非 零 元 素 的 正 交 组 部 是 WV 
的 基 . 
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证 明 令 5 为 中 一 个 不 包含 零 元 素 的 正 交 组 , 考虑 任意 表示 零 元 素 的 5 
中 元 素 的 有 限 线性 组 合 , 设 这 个 组 合 为 


下 
Yer = 0O, 
i=1 


其 中 所 有 zi e 9. 取 zi 与 上 式 两 边 的 内 积 , 由 于 对 i 关 1, 都 有 (mo = 0, 所 以 我 
和 们 有 cilxi,z1) 二 0 又 因为 z1 关 OO, 所 以 fzizi) 天 0 因此 ci =0. 用 zj 取代 人 
重复 上 述 过 程 , 即 得 所 有 c; = 0, 这 证 明了 5 线性 元 关 . 如 果 dimV =n 且 5 包含 
n 个 元 素 , 那么 由 定理 3.7 (b) 可 知 5S 是 V 的 基 . 口 

例 (要 求 读者 了 解 积分 .) 设 在 实 线性 空间 C(t0,2n) 中 的 内 积 定义 为 (4,9) = 
jo" f(r}g(z)az, 令 5 表示 下 述 三 角 函 数组 成 的 集合 {v0,w1, we, …】: 

Unfz) 一 1， aion ifz) = Cogsnr, uan(7) = Bin， n= 1,2,.... 
已 知 对 四季 mm, 都 有 2 
/ na)JatmfzZdz = 0. 

(这 称 沟 cosnz 与 sinnz 的 正 变性 .) 因此 , 5 是 正 交 组 . 又 因为 $ 中 元 素 都 不 为 堆 ， 
所 以 5 线性 无 关 . 

求 8 中 所 有 元 素 的 范 数 十 分 简单 ， 考虑 到 (wo,wo) = 7" dx = 2n, 以 及 对 
如 裕 工 有 


27 27 
名 - 
(Ugn—1; U2n_1) = / eos nzdz = XT, 【tony U2n) 一 / sin2 nzdz = 区， 
0 0 


于 是 jluol| = wz 且 对 nn Z 1, 者 有 un = VT. 对 每 一 个 wn, 用 它 的 范 数 除 它 本 
身 可 得 标准 正 交 组 {go, 9 各， 其 中 == wnillunll. 因此 对 n 之 1, 我们 有 
1 CDS nx sin ne 
ofz] = VY P2n—1(2) = 一 fan(z) = 口 
三 3.14 节 中 我 们 将 证 明 所 有 有 限 维 欧 氏 空 间 都 有 正 交 基 , 下 面 的 定理 给 出 求 
一 个 元 素 关 于 正 交 基 的 各 分 量 的 方法 . 
定理 3.12 令 V 为 一 个 nr 维 欧 把 空 间 , 设 日 = {e1,… ,en] 是 六 的 正 变 基 ， 
当 V 中 元 素 表 示 成 基 5 中 元 素 的 线性 组 合 , 比如 


大 
节 一 Ycies, (3.9) 
+=] 
时 ， 全 关于 有 序 基 {el， ,En) 的 各 分 量 由 公式 
了 入 (2z， ej) ， . 
j= 1,2,..+,n. (3.10) 


(ey,e3) 
然 出 , 特别 当 5 为 标准 正 交 基 时 , c; 由 公式 

03 = (ZT, ej) (3.11) 
给 出 . 
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证 明 到 sj 与 展开 式 (3.9) 两 过 的 内 积 , 因为 当 i 关 ij 时 有 (ei,e;) =0, 所 以 
我 们 有 


(2,67) = > cilei €7) = ci(e03, 63) 


由 此 可 得 公式 (3.10) 且 当 (gi,ey) = 1 时 可 得 公式 (3.11). 口 
若 {e1,… ,en) 为 标准 正 交 基 , 那么 展开 式 {3.9) 可 写成 如 下 形式 : 
工 二 Dl Ei}es (3.12) 


下 一 条 定理 表明 , 在 一 个 给 定 了 一 组 标准 正 交 基 的 有 限 维 欧 氏 空间 中 , 可 通过 
一 个 类 似 于 及 * 中 向 量 点 积 公式 的 公式 用 人 分量 来 求 两 个 元 素 的 内 积 . 

定理 3.13 令 WV 为 一 个 nn 维 葡 民 空 间 , 设 {81,… ,en} 是 W 的 一 组 标准 正 
交 基 , 那么 了 中 任意 两 个 元 束 工 和 yy 的 内 积 可 由 


(2,9) = (sw, es) ly, ee) (3.13) 
i=1 
确定 . 
特别 地 , 当 x = y 时 , 我 们 有 
lzlP = > [fo ea (3.14) 


证 明 取 y 与 表达 式 (3.12) 两 边 的 点 积 并 由 内 积 的 绕 性 性 即 得 公式 (3. 3) 
当 2 二 yy 时 , 公式 (3.13) 化 为 公式 {3.14). 

注 为 了 纪念 M. A. Parseval{ 约 1776 一 1836), 我 们 称 公式 (3.131 为 Parseval 公式 ， 他 为 个 特 
吻 函 数 空 间 推导 了 这 样 一 个 公式 . 等 式 [3.14) 是 Parseval 公式 的 特殊 情形 , 它 可 看 作 是 Pythagoras 定理 
的 推广 . 


3.13 习 题 


1. 令 王 = 人 2) 条 二 (1 rn) 为 民 *” 中 的 任意 向 量 , 车 (zz, 妇 由 下 列 各 小 是 中 给 出 的 从 
式 所 定义 , 判断 (z,2] 是 尘 是 及 * 的 内 各 如 果 不 古 , 指出 它 违反 了 哪 条 公理 . 


(a@) {YY) 一 zi{yi|- 


加 人 四 -| el 

(©) (oD)= 交 上 o 
ti2 

(d) 人 fm, 切 = (三 cz) 


人 wD= 时 tw 一 刁 台 一 匡 六 
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2. 设 我 们 哥 贸 实 内 积 的 前 三 条 公理 {六 称 性 、 线性 性 和 齐 次 性 ), 但 公理 4 则 用 下 述 新 公理 (公理 4) 代 
蔡 ， 当 且 恰 当 二 口 时 (x, 二 了 0 证 明 : 要 各 对 所 有 工 关 口 , 都 有 (x,x) > 0, 要 么 对 所 有 关口， 
都 有 (ao < 0. 
[提示 : 设 存在 x, 2, 舍得 (zz > 0, (fy, 和 之 0, 在 {z 纪 生成 的 空间 中 我 出 一 个 元 率 z 天 总 , 但是 
有 【sz,z) 一 有 0.] 
类 实 欧 氏 空 间 中 的 任意 元 素 x 和 y, 证 明 习 题 3~7 题 中 的 各 命题 部 成 立 . 
当 且 仅 当 lz 十 名 一 科 一 名 时 人, 功 一 0 
当 且 居 当 他 十 其 枯 = 径 肥 十 相 权 时 (xy) = 0. 
. 当 且 人 议 当 对 任意 实数 c 都 有 |x 十 eyll 宕 le 时 [x,y) = 0. 
， 当 且 仅 当 | = lei 时 他 十 及 了 一切 一 0. 
. 带 = 和 Y 为 非 零 元 素 且 它们 的 夹 角 为 9, 那么 
lz ~ yl = lr + llyll? ~ 2Hzllllyll cos#. 

8、 证 明 下 列 各 恒等式 在 所 有 钦 代 空间 中 都 成 六. 

{9) lz +o = ell + yl + (e+ (yr)}. 

(b) lz + oh os — Hh = 2{7, 9) + 2(y, 2). 

(ec) lz +yl + ro vl? = Zl + 2lyll?. 
9. 在 复 欧 氏 守 外 中 , 证 明 ， 对 任意 元 素 z, y, zx 和 任意 偶数 a, 5, 内 积 都 有 下 述 性 质 . 

(a) tar, by) = of y). th) (x, oy + be) = a y) + Biz, 2). 
10. 在 由 次 数 入 mn 的 所 有 包 项 式 组 成 的 线性 空间 户 , 中 定义 


(9) = ys(s) 8 (2). 
(a) 证 明 (J, 四 是 的 内 积 . 


fb)] 当 fF 二 9g( 拉 二 at 十 b 时 , 求 {fg). 
(0) 藻 了 里 一 所 求 正安 于 了 的 所 有 线性 多 项 式 g. 
习题 11~17 用 到 微 积分 知识 . 

11， 在 实 线 性 空间 上 fl1,e) 中 , 由 公式 


GafeaaGnda 


可 


定义 内 积 . 
la) 当 F(z) = vz 时 , 计算 | 的 值 . 
fb) 阔 与 常数 函数 Pa) = 1 正 交 的 一 个 线性 案 项 式 glx) = a 十. 
12， 在 实 线性 宝 间 (一 1,1) 中 , 令 (六 有 = 站 f(t)gttjdt, 考虑 以 下 二 个 函数 
二 1， 2 二 二 1 十 坟 
证 明 它 们 中 有 两 个 也 相 正 变 , 有 两 个 境 角 为 mj/3, 有 两 个 夹攻 为 YA6. 
13， 在 所 有 实名 项 式 组 成 的 线性 空间 中 , 定义 (4,9) = 1 et 四 gd 
{a) 证 时 对 在意 吉 项 式 f 种 g, 这 个 广 祥 积 分 都 绝对 收敛. 
(b) 车 对 二 0, TI; 名 都 有 mn = 可 ,证 明 (npmy 二 (mm 十 nl 
(cj 当 站 = 十 1 这 且 g 人 的 = 让 二 1 时 ,计算 (他 
(a) 求 与 A(8) = 1 + 正 交 的 所 有 线性 多 项 式 g(t) = 十 中 
14， 在 所 有 实 多 项 式 组 成 的 线性 空间 中 , 当 (F,y) 四 以 下 各 公式 定 忱 时 , 判断 [fg) 是 再 为 内 积 , 如 果 【FF g) 
木 是 内 积 , 指出 它 违 反 了 哪 系 公 昔 . 在 [co) 中 , 产 和 久 分 别 衣 于 了 和 gg 的 导数 . 
(a) (六 有 一汽 1D)9(U-. {b) (f,9) = 1 DOgtbdil， 
人) Cf. 0) = 2 Ft)9' tar. fd] (f,9) = (0 FVD get)at). 
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15. 令 Y 是 在 ,+ec} 上 连续 且 积 分 Joe e-ty?(t)dt 收 化 的 所 有 实 消 数 了 组 成 的 室 间 ,定义 (f,g) 一 
ee 人 (8 的 db 
{39) 证 明 对 Y 中 任意 了 和 g, (人 的 中 的 积分 都 绝对 收 总 . 
[提示 : 用 Cauchy-Schwarz 不 等 不 估算 积分 人 ee 上 | 了 (有 dt 
fb) 证明 Y 基 一 个 以 (7; 9) 为 内 积 的 线性 空间 . 
(0) 对 十 了 四 三 eT 和 gf) 二, 其 中 又 二 0,1,2,…, 计算 (fy). 
16， 设 fr 包含 满足 级 数 之 22 收 襄 的 所 有 实数 序 询 {x4}, 对 Y 中 两 个 元 素 z 二 {zn] 和 二 {yw} 


{Tz 劝 一 Tnyn 


{&)】 证 明 这 个 级 数 纺 对 收 敏 . 
| 二: 用 Cauchy-9chwarz 不 等 式 估 算 和 兰 tien). 
n= 


{tb} 证 明 W 旦 一 个 以 [z%, 妨 为 内 积 的 线性 空间 . 

(0) 当 对 于 之 1 都 有 zn 一 Im 以 及 yn 二 1m 十 1) 时 , 求 (x 入 

(9) 当 半 nn 安 1, 者 有 zn = 二 277 以 及 yn = 1nl 时 , 求 (zx, 巩 . 

17， 在 区 间 [@, 引 上 连续 的 所 有 复 值 孙 数 组 成 的 室 间 中 ， 对 给 定 的 在 [a 可 上 连续 的 正 两 数 w， 若 我 们 有 于 
公式 


b 
(f.9) = / wf (ad. 
定义 内 积 , 证明 出 此 得 到 的 超 一 个 复 欧 氏 空间 . 
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任意 有 限 维 线性 空间 都 有 基 , 如 果 这 个 空间 是 欧 氏 空间 , 那么 我 们 总 可 以 构造 
一 组 正 效 基 . 这 个 结果 可 作为 一 个 一 般 性 定理 的 推论 而 导出 . 这 个 一 般 性 定理 的 证 
明 将 会 告诉 我 们 如 何在 任意 -一 个 欧 民 空间 中 构造 一 组 正 交 基 , 而 不 管 这 个 空间 是 有 
限 维 的 还 是 无 限 维 的 . 为 了 纪念 J. P. Gram(1850 一 1916) 和 E. Schmidt(1845 一 
1921), 我 们 将 这 种 构造 法 称 为 Gram-Schmidt 正 交 化 方法 (Gram-Schmidt orthog- 
onalization process). 

定理 3,14( 正 变化 定理 ) 设 zl, x2,.-. 为 欧 氏 空间 Y 中 元 素 的 序列 ([ 它 可 以 
是 有 限 的 也 可 以 是 无 限 的 ), 令 L(Z1,-，… ,Xk) 表示 该 序列 中 前 尺 个 元 素 生 成 的 耶 空 
间 , 那么 相应 地 存在 Y 中 元 素 的 凤 列 1, 旨 , ……， 使 得 对 任意 正 整数 玉 它 都 具有 下 
述 各 性 上 质 . 

(8) 元素 yk 与 子 空间 L(g,… ,Whp_1) 中 的 所 有 元 素 都 正 交 . 

(b) V1，…- ,Wk 生成 的 耶 空 间 与 &1 ,zh 生成 的 子 空间 相同 , 即 

Lfyiy 7 Wk) = LT ,TE). 

(c) 序列 ,92,.…… 在 允许 相差 一 个 纯 量 因子 的 意义 下 唯一 . 即 若 az 是 

TY 中 元 素 的 序列 且 对 任意 天 它 都 满足 性 质 (ai 和 {b), 那么 对 性 意 R ,都 存在 线 量 
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Ck 使 得 各 = 二 Ckyy- 
证 明 ”我 们 归纳 地 构造 元 素 yh,yo,…. 首先 , 我 们 令 yh = zi, 接 下 来 我 们 假 
设 己 经 构造 了 吉 ,… ,yr, 且 对 天 过” 它们 满足 性 质 (a) 和 (b), 此 时 我 们 令 


Vrrl = Ertl 一 D> aig, (3.18) 


其 中 各 纯 基 a; 依 下 述 方式 选取 . 由 于 当 £i 时 , (yi; 久 ) 二 0 所 以 grti 与 急 的 内 
积 由 


(rt 4) = Trt 3) — Yo ay) = (crt ty) — a 7) 
给 出 . 车 y 六 0, 我 们 可 令 
rr 
”5 
从 而 使 得 yi 与 yy 正 变 ; 若 yj = O, 则 可 任意 选 sj, 此 时 yj 总 与 yj 正 变 , 这 
里 我 们 令 a; = 0. 这 样 , 元 素 加 +1 就 完全 确定 了 并 且 它 与 前 面 的 所 有 元 素 1,……， 
入 都 正 交 , 所 以 它 与 子 空间 


(3.16) 


Liyl:* "" ,yr) 
中 所 有 元 素 正 交 , 故 当 =r 十 1 时 , (a) 得 证 . 

为 了 在 天 = 十 1 时 证 明 (b), 我 们 必须 证 明 : 车 L(yi,… ,yr) = Lz1,…… 271), 
那么 Zi ,人 HT = 工 (za ,Zr41). 显然 序列 中 的 前 > 个 元 素 wn,… ,yy 属于 
fz Zr]; 所 以 它们 也 属于 更 大 的 子 空间 L(x1,… ,zi41). 又 因为 由 等 式 (3.15) 
定义 的 新 元 素 yi 为 Lfz1,… ,zx+1) 中 两 个 元 素 之 差 , 所 以 它 也 属于 L(xw1,… ， 
zr41}. 这 就 证 明了 


Loy drt) C LR srt). 
等 式 (3.15) 表明 zr+l 是 L(y,… ,yr+1) 中 两 个 元 素 之 和 , 因此 同 理 可 知 
LR Tr) CS Ls ,Yrt1). 
所 以 当 才 = 十 1 时 , fb) 得 证 . 于 是 通过 对 名 用 归纳 法 , 我 们 证 明了 (a) 和 (b). 
最 后 我 们 对 有 用 归纳 法 来 证 明 {ec). 在 = 1 的 情形 下 结论 显然 成 并 ,因此 我 
们 假设 当天 = 了 时 fc) 为 真 , 下 面 考虑 元 素 si41, 由 (b) 可 知 入 -1 属于 子 空间 
LH; + 


所 以 我 们 可 将 它 写成 
位 十 二 
2 十 1 一 >》 ， CINi = Ur + rtdr+l) 


9-】 


其 中 mr 乱 工 (81， “7 Wr). 我 们 希望 证 明 Dr 一 但. 由 性 质 (a), 总 7 十 工 和 Cr 二 llrrl 都 与 
vr 正 变 , 所 以 它们 的 着 vw 也 与 内 正 交 , 即 vw 与 自己 正 交 , 所以 w= OO, 从 而 正 交 
化 定理 得 证 . 品 
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在 上 述 构造 中 , 假定 对 某 个 + 有 yyi = O, 则 等 式 (3.15) 表明 zi 是 加， ,办 
的 线性 组 合 , 所 以 它 也 是 mm ,zx 的 线性 组 合 , 因此 zi ,zrr+l 线性 相关 . 也 就 
是 说 , 如 果 前 个 元 素 z1,.… ,zw 线性 无 关 , 那么 相应 的 元 素 如 1, …… ,wy 都 是 非 零 
元 素 . 此 时 等 式 (3.15) 中 的 系数 ww 由 公式 (3.16) 确定 , 定 文 刀 ,… ,yn 的 公式 转化 
为 ,对 "=1,2,-… ,名 一 1， 
HE Yt Ertl > et 
i=1 相 
这 些 公式 给 出 了 构造 包含 非 零 元 素 轧 ,…… ,yw 的 正 交 组 , 使 得 它 所 生成 的 子 空间 
与 给 定 无 关 组 x1,.… ,zx 所 生成 的 子 空间 相同 的 Gram-Sehmidt 方法 . 特别 地 , 当 
xz1,… ,zx 是 一 个 有 限 维 欧 氏 空 间 的 基 时 , y1,… ,yn 是 该 空间 的 正 交 基 . 我 们 可 进 
一 步 将 正 交 组 中 每 个 元 素 yy 单位 化 从 而 得 到 它 的 标准 正 变 基 . 为 此 , 只 需 用 一 个 
元 素 的 范 数 除 该 元 素 本 身 即 可 . 因此 , 作为 定理 3.14 的 推论 , 我 们 可 得 如 下 定理 . 
定理 3.15 ”所 有 有 限 维 酌 氏 空间 都 有 标准 正 交 基 . 口 
定 尖 设 z 和 1 为 某 欧 氏 空 间 中 的 元 素 且 3 关口 ,那么 元 素 
(3, 功 
(Vy, Y) 


Mi- (3.17) 


称 为 z 在 yy 上 的 投影 . 

图 1.11 给 出 了 投影 在 R? 中 的 几何 意义 . 在 应 用 Gram-Schridt 方法 (公式 
(3.17)) 的 过 程 中 , 我 们 通过 用 ml 减 去 zr41 在 已 经 求 得 的 各 元 素 Hj,… ,vy 上 的 
投影 来 求 得 新 元 素 yi1. 图 3.1 给 出 了 在 向 量 空 间 及 3 中 这 科 构 造 法 的 几何 表示 . 


态 三 规 一 硬 和 一 隔 聘 ;而 二 入 


(To. Hy 
Th hy) 


2 欣 三 名 一 CC 二 


图 3.1 及? 中 的 Gram-Schmidt 方法 . 由 给 定 线 性 无 关 组 {x1, 2, 工 3} 构 造 的 正 交 组 fy, wa, ys} 


例 1 在 Rt 中 , 求 由 三 个 向 量 ml = (1, 一 1,1, 一 1), #2 = (5,1,1,1), wa = 
(一 3, 一 3,1, 一 3) 生成 的 子 空 间 的 一 组 标准 正 交 基 . 
解 应 用 Gram-Schmidt 方法 我 们 可 得 
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Yl 二 下 1 一 {1,—1, 1,， —1), 


(m2, Y1) 
2 一 他 其 1 = TE2 一 (4, 2;0,2)， 
2 (V1: Y1) : 多 
La, ma, 
Ys = Pa ( 2 2 3 Ya)y, = ao 一切 十 ga = (0, 0, 0,0). 


(1 Y1) ! (Wa: Ya 
由 于 ys = O, 向 量 zl, ma,zs 必 相 关 , 又 由 于 yi 和 ys 都 不 是 零 向 量 , 所 以 向 量 ml 
和 wz 线性 无 关 , 因此 5(zi,zazs) 是 一 个 二 维 子 空间 . 集合 {y1,y2} 是 它 的 一 组 
正 交 基 , 用 yi 和 和 yy。 的 部 数 分 央 除 它们 本 身 所 得 到 所 个 站 王 
1 1 
Ee 
组 成 该 空间 的 一 组 标准 正 交 基 . 口 
例 2 (Legendre 多 项 式 ) (要 求 读者 熟悉 微 积 分 .) 在 由 多 项 式 组 成 的 线性 空 
间 中 , 令 内 积 为 (x,W = 六， zf 区 dat， 考 吃 无 穷 序列 zo0, zx1, 22,:…， 其 中 zn(t) = 
， 对 该 序列 应 用 正 交 化 定理 后 , 我 们 将 得 到 一 个 新 的 多 项 式 序 列 go 声 ,-…， 
这 个 序列 由 法 国 数 学 家 A, M. Legendre (1752 一 1833) 在 研究 势 论 的 过 程 中 首先 发 
现 . 通过 Gram-Schmidt 方法 易 求 该 序列 的 前 几 个 多 项 式 . 首先 , 我 们 知道 yolt) = 
zolt) 一 1, 由 于 


1 1 
， 一 dt=2, {zx 一 一 0， 
(yo, yo) fu 2, (Zz1,Y0) fm 0， 
可 得 
(Zz1, Yo) 
(yo, yo) 


h() 二 (0 一 Yo) = ZI = 


接 下 来 , 由 关系 
1 也 1 1 
(e210) = {Fat=3 (em) = tdt=0, 0) = f fat 
可 得 


入 的 = ze 他 (22; to) 加 全 【22， yu) i 的 2 3 


(yo, Yo) (yi1, 1) 
同 理 可 得 
ya(t) = 5 ya = 一 2 十 机 十 35 ys(t} = — 8 十 Tt 
在 研究 微分 方程 时 我 们 需要 用 到 这 过 多项式， 其 中 已 经 证 明了 
Yntt) = 可 和 一 ( 1. 
由 on 和 
Pl) = Bam) = Fi 1 


确定 的 多 项 式 己 , 称 为 Lengendre 多 项 式 . 令 en = yn/|ynj; 则 对 应 的 标准 正 交 序 
列 go, gp1; 2,… 中 的 多 项 式 称 为 标准 Legendre 多 项 式 . 由 于 yo,… ,ys 由 前 述 公 
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式 确定 , 我 们 可 求 得 前 几 个 标准 Legendre 多项式 为 


Pold) = 0 和 全 = 和 P20) = 了 /ee -1)， wa 和 = 了 Ga — 36) 


palt) = NE — 3088 十 3),， ps() = 3 | (086 — 7013 十 15 要， 口 


3.15 ” 正 交 补 ，。 投 影 


设 Y 是 一 个 欧 氏 空间 , 令 5 为 V 的 一 个 有 限 维 子 空间 . 现在 讨论 如 下 逼近 问 
题 : 给 定 V 中 元 素 7 求 3 中 元 素 , 使 得 它 到 z 的 距离 最 小 . 对 Y 中 两 个 元 素 z 
和 和 gy, 范 数 jz 一 训 称 为 xz 与 gy 之 间 的 距离 . 

在 对 一 般 情 形 讨 论 此 问题 之 前 ,我 们 先 考虑 如 图 3.2 所 示 的 特殊 情形 ， 此 时 
区 一 玉 3, 9 是 它 的 二 维 子 空间 , 即 5 是 过 原点 的 平面 . 给 定 VY 中 元 素 x, 那么 该 问 
题 转 化 为 在 平面 3 中 求 离 > 最 近 的 点 s. 


图 3.2 RR? 中 过 原点 的 平面 的 正 交 补 是 一 条 重 志 于 该 平面 的 直线 , 
图 中 s = plx) 且 3 二 全 一 Pa) 


如 果 xz E 5, 显然 s = 2 是 该 问题 的 解 . 如 果 zx &e 5, 那么 可 过 点 zx 作 5 的 垂 
线 , 从 而 求 得 距 x 最 近 的 点 . 这 个 简单 的 例子 给 出 了 求解 一 般 逼 近 问 题 的 一 种 方法 
并 引出 下 述 讨 论 . 

定 湾 ” 设 5S 为 欧 所 空间 VV 的 子 集 , 若 V 中 一 个 元 素 与 9S 中 的 所 有 元 素 痢 正 
交 , 那么 我 们 称 该 元 素 与 9 正 交 . 称 所 有 与 8 正 交 的 元 素 组 成 的 集合 为 “3 双 线 ” 
着 记 必 5S+. 

易 证 无 论 3 是 否 为 V 的 子 空 间 , 3+ 都 是 的 子 空间 . 当 5 也 是 子 空 间 时 ， 
称 5+ 为 8 的 正 交 补 (orthogonal complementy- 

例 ” 如 图 3.2 所 示 , 如 果 3 是 过 原点 的 一 个 平面 , 那么 38+ 是 过 原点 垂直 于 该 
平面 的 前线. 口 
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定义 ”对 任意 欧 拓 空间 V, 令 9 为 它 的 一 个 有 限 维 子 空间 且 {ei,.… ,en} 是 
5 的 标准 正 交 基 , 著 z EV, 那么 由 方程 
P(z) 》 (zei]ei (3.18) 


i=1 
定义 的 SS 中 元 素 p(xz) 称 为 了 在 子 空 间 5 上 的 投影 . 
注意 到 (p(w),ep) = (zx,exr), 国 此 对 基 中 每 个 元 素 er, (x 一 p(x),er) = 0, 所 以 
z 一 pz) e 3+. 在 下 一 节 中 我 们 将 证 明 搁 影 p(x) 是 本 节 开 始 提 到 的 逼近 问题 的 解 . 


3.16 “用 有 限 维 子 空间 中 的 元 素 给 出 欧 兵 
空间 中 元 素 的 最 优 迁 近 


定理 3.16 (逼近 定理 ) 设 5S 为 欧 忆 空间 Y 的 一 个 有 限 维 子 空间 , 令 工 为 VV 
中 任意 元 素 , 那 委 了 在 态 上 的 投影 p(x) 与 了 的 距离 比 9 上 其 他 任意 点 与 了 的 距 
离 都 小 . 即 对 5 中 所 有 元 素 t, 我 们 有 

fz 一 ptz 讲 拟 zz 一 圳 
当 且 仅 当 t= 二 plz) 时 上 或 中 等 号 成 立 . 

证 明 如果 te 5, 那么 我 们 有 x-t = {x 一 p(z)}+{p(2) 一 村 . 因为 z 一 pfz) ES， 
Bfz) 一 te 5, 所 以 我 们 将 x 于 表示 为 相互 正 变 的 两 个 元 素 之 和 , 由 Pythagoras 恒 
等 , 我 们 有 

|z— tl = 1: — pr) + ptr) — él 
又 因为 |p( 国 一 组 关 0 所 以 类 一直 关 |z 一 Be) 拒 , 当 且 仅 当 上 = p(x) 时 , 等 号 成 
-LE . 口 

注 ”因为 x 基 相 互 重 直 的 两 个 元 素 pitz) 和 x 一 plw) 之 和 , 所 以 由 Pythagoras 恒等式 可 知 上 az 人 2 二 

jez) 访 十 1 一 px)?, 订 以 从 x 到 子 空间 5 的 最 短 甩 离 可 由 关系 
lz ~ ple)ll? = lel]? ~ flpte)l (3.19) 


求 得 . 
计算 jp(z)|| 最 简单 的 方法 是 用 plz) 的 定义 (公式 (3.18)), 此 时 


| 全 = 2 lx, edF. 


下 面 两 个 用 到 微 积分 的 例子 演示 了 逼近 定理 的 用 法 . 

例 1 { 用 三 角 多 项 式 逼 近 [0, 2x] 上 的 连续 函数 ) ” 设 耻 = C00,2x) 是 在 区 亲 
[0, 2n] 上 连续 的 所 有 实 函 数 的 线性 空间 , 定义 它 的 内 积 为 通常 意义 下 的 积分 (f,g) = 
J" f(z)gtz)dz. 在 3.12 节 中 , 我 们 已 经 求 得 了 由 三 角 函 煞 ypo, wp1,p2,.… 组 成 的 下 
的 一 组 标准 正 交 其, 其 中 
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iof2) = 声 ， 4pa85 一 1) = a Parr) 一 2 四 六 工 . (3.20) 
2n 二 1 个 元 素 wo,p1,… :ean 生成 站 的 一 个 2n 十 1 维 子 空间 5, 我 们 称 5 中 的 元 
素 为 三 角 多 项 式 (trigonometric polynomial) 
如 时 fe CO,2m), 令 天 表示 了 在 子 空间 8S 上 的 投影 , 那么 我 们 有 


2n 2 
和 =》 (fenpjeor， 其 中 vn f f (rpr lt)dz. (3.21) 


KE=0 


我 们 称 数 (Pen) 为 了 的 Fourier 系数 . 将 公式 (3.20) 代入 表达 式 (3.21) 可 得 
太一 jo 十 >》 (an cos kx 十 br sin kr), (3.22) 
k=1 
其 中 对 = 0,1,2,.…,n, 
2 3 
Qk 一 i/ fz) cos ETdz, bi = i:/ F(z) Sin krdz, 


逼近 定理 告诉 我 们 , 在 使 范 数 | 一 || 越 小 越 好 的 意义 下 , 用 公式 (3.22) 中 的 三 角 
多 项 式 通 近 } 比 用 3 中 任何 其 他 三 角 多 项 式 通 近 都 要 好 . 0D 

例 2 (用 次 数 < n 的 多 项 式 逼 近 区 间 [一 1, 1] 上 的 连续 函数 ) 设 V=C(-1,1) 
是 在 [|-1,1 上 连续 的 所 有 实 函 教 组 成 的 空间 , 用 等 式 (f,g) = 户 ; f(z)g(zydz 定义 
该 空间 的 内 积 , 那么 3.14 节 中 引入 的 nn 十 1 个 标准 Legendre 多 项 式 po, pien 生 
成 V 的 一 个 由 所 有 次 数 < n 的 多 项 式 组 成 的 n+1 维 子 空间 8. 如 果 f € G(-1,1)， 
令 后 表示 f 在 5 上 的 投影 , 那么 我 们 有 


Le 1 
fr = SF, PR) PPR, 其 中 (Ff, pr) = / fr)prtt)dt. 
户 二 侣 —1 


这 就 是 所 求 的 使 范 数 | 一 记 || 最 小 且 次 数 < n 的 多 项 式 . 例如 , 当 f(z) = sin nz 
时 ， 系数 (fF, oR) 由 


1 
Gopi) = fsinrtprldat 
确定 . 特别 地 , 我 们 有 (fpo) =0 以 及 


” 13 V32 
Ge 人 VSitsnnadt- 了 二. 


因此 在 区 间 [一 1,1] 上 离 sin nt 最 近 的 线性 多 项 式 是 


有 从 = /20 (2) = >t. 
由 于 (六 ea) = 0, 它 也 是 一 个 最 优 二 次 逼近 . 口 
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Sa 


10. 


3.17 习 题 


， 为 及? 中 由 以 下 党组 向 其 生 成 的 子 空间 求 一 组 标准 正 交 基 . 


(a) 加 1 = {1,1,1),%2 = {1,0,1), wa = (3,2,3). 
人 fb) wi = (1,1, 1),w2 = (—1,1,—1),%3 = {1,0,1). 


， 为 有 Rt 中 由 以 下 各 组 向 量 牛 成 的 子 空间 求 -组 标准 不 交 区 . 


{a} wi = {1,1,0,0), ma = {0,1,1,0),z3 = 100,1, 1 md = (1,0,0,1). 
{b) 让 1 二 (1， 1,0, 1), wa 一 {1,0, 2, 1), ms 一 {1, 2， 一 2， 1). 
习题 3~10 需要 微 积分 知识 . 


.在 实 线性 空间 C0, mw) 中 , 设 内 积 为 (全 = 和 部 间 和 d 对 % 一 00,19, 令 zn = cosnt, 


证 明 由 


加 坟 一 才 和 ynlt} = Yeosnt, nl1, 


确定 的 函数 yo, yg;y2,:…. 组 成 由 zo.w1, X22,-'， 生成 的 于 空间 的 一 组 标准 正 交 组 . 


.在 由 所 有 实 和 多项式 组 成 的 线性 空间 中 ， 没 内 各 为 {二 dt 对 二 0.1.2,…, 令 


znt{t) 二 17, 证 明 蓝 数 
vo) =1, n= v1) y= vit E+) 
组 成 出 {zo, zi, wf2} 生成 的 于 空间 的 一 组 标准 正 交 组 . 


， 令 Y 为 在 [0, 十 cc) 上 连续 且 积 分 0 e :六 [jdt 收获 的 所 有 实 盖 对 了 组 成 的 线性 空间 ， 定 义 


{二 dt 对 Nn 窟 呈 令 wntt) 二 如 并 令 Wo@ 轴 1892; 为 财 z0,m1:22 应 用 
Gram-Schmidt 方法 所 得 的 序列 证明 gatt) = 1 (二 一 1 Ya 的 二 如 一 摇 十 2, yatt) 一 
t+ 1 6. 


”在 实 线 性 空间 CT 3 中 , 令 内 积 为 (fg) = 3 f(zyg(w)dz. 设 f(z) = 1/z, 证 明 离 f 最 近 的 常数 


转 数 是 9 二 二 In3. 计算 此 时 llg 一 Fl? 的 值 


在 实 线性 空间 Cto, 2] 中 , 令 内 积 为 (9) 二 肛 f(z)g(z)dz， 设 f(z) = or， 证明 离 最 近 的 带 数 


请 数 是 g = 于 {e2 一 1). 计算 此 时 jg 一 了? 的 慎 . 


.在 实 线 性 空间 C( 一 1,1) 中 , 令 内 积 为 (f,g) = 人 ,f(z)glx)dz. 设 f(z) = 好， 求 离 上 最 近 的 线性 


多 项 式 9, 计算 此 时 ||g 一 了 2 的 值 , 


， 在 实 线 性 空间 C0, 2m) 中 , 令 内 积 为 (f,9) = 尼 " f(z)gtz)dzr, 设 f(z) = z， 在 由 wofz) = 1， 


tl) 二 cos wwalr] 二 ginz 生成 的 子 空间 中 求 高 了 最 近 的 三 角 多 项 式 . 
在 习题 5 的 线性 空间 V 中, 设 f{z) = ea, 求 离 f 最近 的 线性 多 项 式 . 


第 4 章 ”线性 变换 ,和 矩阵 
4.1 线性 变换 


系统 深入 地 研究 定义 域 和 值 域 都 是 线性 空间 的 子 集 的 函数 是 数学 分 析 的 基本 
目标 之 一 , 我 们 称 这 样 的 函数 为 变换 (transformatiom、 阮 射 (mapping) 或 算 子 (op- 
erator)， 本 章 将 讨论 最 简单 的 一 类 函数 , 即 线性 变换 , 数学 的 各 个 分 支 都 要 用 到 这 
类 函数 . 通常 我 们 可 通过 用 线性 变换 逼近 的 方法 获得 一 般 变 换 的 性 质 . 

首先 我 们 介绍 关于 函数 的 一 些 记 号 和 术语 , 设 Y 和 低 为 两 个 集合 , 我 们 用 
记号 

T:vV2a WW 

表示 全 是 一 个 定义 域 为 Y 且 值 域 在 W 中 的 函数 . 对 V 中 任意 zx, 我们 称 W 中 的 
元 素 T(x) 为 在 工作 用 下 的 象 (image), 并 说 工 将 zx 耽 为 T(z). 设 4 为 V 的 任 
意 子 集 , 当 z 到 遍 4 中 所 有 元 素 时 , 所 得 的 象 T(x) 的 全 体 组 成 的 集合 称 为 4 在 了 
作用 下 的 象 , 并 记 作 全 (4). 定义 域 V 的 象 T(Y) 称 为 了 的 值 域 (range). 

现在 假定 Y 和 W 为 纯 量 集 相 同 的 两 个 线性 空间 , 我 们 如 下 定义 线性 变换 ， 

定 尽 证 了 和 全 为 两 个 线性 空间 , 如 果 阴 数 丁 : VV 一 W 具有 性 质 : 

(二 了 工作 十 虽 三 TT2) 十 工 ( 功 对 了 中 任意 工 和 4 

(b) Tlex) = eT(z), 对 WV 中 任意 Zz 以 及 性 意 纯 量 巴 
那么 我 们 称 卫 是 从 了 到 了 琴 的 一 个 线性 变换 . 

我 们 可 将 这 两 条 性 质 表 述 为 工 保持 加 法 和 纯 量 乘法 运 管 . 这 两 条 性 质 可 合并 
成 - -个 公式 : 对 了 中 任意 和 yy 以 及 任意 纯 量 an 和 bb, 都 有 

Tlaz + by) 一 afz) 十 好 ( 切 

由 归 钠 法 可 得 更 一 般 的 关系 : 对 TY 中 任意 n 个 元 素 x1,… ,zn 以 及 任意 n 个 纯 量 
Ql ;On 都 有 


了 (> oa 一 SoiT(e) 


t=1 


读 省 易 证 以 下 各 例 都 是 线性 变换 . 
例 1 ( 恒 等 变 换 ) ”车 对 Y 中 任意 x 都 有 (x) = zx, 则 称 变换 了 :7 一 TY 为 
恒 等 变换 , 记 作 了 或 fy. 恒 等 变换 将 每 个 元 素 都 映 为 它 自身 . 口 


例 2 ( 零 变 换 ) ” 若 变 换 工 : V 一 Y 将 Y 中 每 个 元 素 都 上 为 O, 那么 工 称 为 
零 变 换 并 记 作 0. 口 
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例 3 (与 给 定 纯 量 c 的 入 积 ) ” 即 这 样 的 变换 工 :V 一 VV, 其 中 对 VY 中 任意 x 
都 有 T(z) = cz. 当 c= 1 时 , 它 为 恒 等 变换 ; 当 c 一 0 时 , 它 为 零 变 换 . 口 

例 4 (线性 方程 组 ) ” 设 了 = Rn, 厂 = Rn 给 定 mn 个 实数 air, 其 中 j= 1， 
2 ,二 12,… 我 们 定义 了 :到 ”一 Rm 如 下 : 了 通过 方程 组 


n 
Wi 一 ak i= 1,2,.… ,mm 
包 二 1 


将 Rn 中 各 个 向 车 z= (x1,… ,zn) 映 为 及 ” 中 的 向 量 yy = (人 ,Yn). 
例 5 (与 给 定 元 素 的 肉 积 ) ” 设 WV 为 实 欧 氏 空间 , 给 定 V 中 元 素 z, 定义 
TT:V 一 及 如 下 : 对 任意 zeV, 都 有 T(z) = (za 其 中 (x,z) 为 z 和 z 的 内 积 . 口 
例 6 (在 子 空间 上 的 投影 ) ” 设 7 为 欧 氏 空间 , 5 为 V 的 一 个 有 限 维 子 空间 
县 el,… ,en 为 5 的 一 组 标准 正 交 基 , 定义 了 :TY 一 日 如 下 : 对 任意 z e V, 都 有 
T(z) = p(z), 其 中 gz) 为 由 


pr = St, ei)es 


《一 二 

确定 的 x 在 子 空间 5 上 的 投影 . 

下 面 的 两 个 例子 用 到 微 积 分 的 概念 . 

例 了 (微分 算 子 ) 令 VV 为 在 开 区 间 (a,5) 上 可 微 的 所 有 实 函 数 了 组 成 的 线 
性 空间 , 将 Y 中 每 个 函数 f 映 为 它 的 导数 产 的 线性 变换 称 为 微分 算 子 , 记 作 也 . 
因此 我 们 有 户 :Y 一 W, 其 中 对 7 中 任意 都 有 呈 ( 月 = f'. 空间 W 包含 所 有 导 
数 户 . 口 

例 8 (积分 算 子 ) 令 Y= Co 人 为 在 区 间 [a, 引 上 连续 的 所 有 实 函 数组 成 的 
线性 空间 , 对 任意 fe V, 令 g = 二 T(f) 为 由 

gr) = fat, axgrgh. 

定义 的 Y 中 函数 , 我 们 称 这 样 的 变换 了 为 积分 算 子 . 口 


4.2 ” 零 化 空间 ， 值 域 


在 本 节 中 , 我 们 用 了 表示 线性 空间 V 到 线性 空间 全 的 一 个 线性 变换 . 

定理 4.1 集会 T(V){T 的 值 域 ) 是 全 的 子 室 间 . 而 且 全 将 了 中 的 零 元 素 
映 为 全 中 的 零 元 素 . 

证 明 ”为 了 证 明 工 (V) 是 WW 的 子 空间 , 我 们 只 需要 验证 封闭 性 公理 . 取 TV) 
中 任意 两 个 元 素 , 设 为 T(z) 和 工 (y), 那么 T(z)+T(y) = T(z+W), FD T(z) + Ty) 
也 是 工 (V) 中 的 元 素 . 对 性 意 纯 量 c, 我 们 有 cT(x) = (ex), 所 以 eT(z) 也 是 TV 
中 的 元 素 , 因此 T(V) 是 克 的 子 空间 . 在 关系 式 T(cz) = eT(zx) 中 令 c= 二 0 可知 


TO) =- O. 口 

定 必 ”由 中 被 了 里 为 口 的 所 有 元 素 组 成 的 集合 称 为 了 的 村 化 空间 (null 
space), 记 作 N(T). 因此 我 们 有 

NT}= {xz:weEY 且 Tx)= OO}. 

我 们 有 时 也 将 零 化 室 间 称 为 了 的 核 (kernael). 

定理 4.2 本 前 零 化 空间 是 VV 的 子 空间 . 

证 明 ”如 果 z 和 yg 在 N{T) 中 , 那么 由 于 

T(z+) = T(z) + T(y) = 0, Tler) = eTl(r) = 


因此 x 十 y 和 cx 都 在 N{T) 中 , 其 中 ce 为 任意 纯 量 . 口 
以 下 各 例 给 出 了 4.1 车 各 例 中 的 线性 变换 的 零 化 空间 . 
例 1 ( 恒 等 变 换 )” 宪 化 空间 为 {0}, 即 忆 包含 O 的 子 空间 . 


例 2 ( 零 变 换 )” 它 把 所 有 元 素 都 映 为 O, 所 以 它 的 零 化 空间 就 是 V. 口 
例 3 (与 给 定 纯 量 c 的 乘积 ) 车 c 关 0, 零 化 空间 为 {0}, 若 c = 0, 零 化 空间 

是 VV, 口 
例 4 { 线 性 方程 组 ) ” 零 化 空间 直 R"* 中 使 


Yaak =0, +=1,2,... ,7 

的 所 有 向 量 (z1,.… ,zn) 组 成 D 

例 5 {与 给 定 元 索 x 的 内 积 ) ” 零 化 空间 包含 V 中 所 有 与 z 正 变 的 元 素 .， 口 

例 6 (在 子 空间 3 上 的 投影 ”对 z & TY, 投影 pfz) 等 于 bE eijei, 其 中 
e1,… ,en 是 5 的 一 组 标准 正 交 基 , 因此 当 且 仅 当 对 所 有 基 元 素 ei 都 有 (2, 8i} = 


时 , p{z) = O, 所 以 它 的 零 化 空间 为 5+, 即 5 的 正 交 补 . 品 

例 7 (微分 算 子 ) 零 化 空间 由 在 给 定 区 间 上 为 常数 的 所 有 函数 组 成 . 口 

例 8 (积分 算 子 ) ” 零 化 空间 仅 包 含 等 栅 数 . 口 
4.3 ” 零 化 度 ，。 秩 


本 节 中 我 们 仍然 用 了 表示 线性 空间 VY 到 线性 空间 W 的 线性 变换 . 我 们 将 探 
索 定 义 碱 六 、 零 化 空间 N(T} 和 值 域 TY) 这 几 个 字 间 的 维 数 之 间 的 关系 . 

定义 ” 称 堆 化 空间 N(T) 的 维 数 为 全 的 堵 化 度 (nullity)， 称 值 域 TY) 的 维 
数 为 了 的 秩 (rank). | 

如 果 Y 是 有 限 维 空间 , 那么 由 于 等 化 空间 是 它 的 子 空间 , 所 有 等 化 空间 也 是 有 
限 维 空间 . 下 面 的 定理 崇明 此 时 值 域 世 是 有 限 维 空间 . 
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定理 4.3! 零 化 度 加 和 铁定 理 ) 若 VV 的 维 数 有 限 , 那么 了 的 维 数 也 有 限 , 而 且 我 
们 有 有 
dim N(T) + dimT(V) = dim V. (4.1) 
也 就 是 说 堆 化 度 加 秩 等 于 定义 域 的 维 数 . 
证 明 令 n= dimy, 再 令 e1,… ,es 为 零 空间 的 基 , 那么 不 = dim N(T) & nn. 
由 定理 3.7(a), 上 述 元 素 是 Y 的 某 组 基 的 一 部 分 , 设 这 组 基 为 


Ely 1 Ek) CRF 1 CE+r: (4.2) 
其 中 久 十 + = n. 下 面 我 们 来 证 明 r 个 元 素 
了 fek+ij 工人 ekTrj (4.3) 


构成 TY) 的 一 组 基 , 由 此 即 得 T(V) = ” 由 于 十 "= nm, 这 样 我 们 也 证 明了 公式 
{4.1). : 

首先 我 们 证 明 (4.3) 中 的 + 个 元 素 生 成 TIY). 对 任意 ye T(W, 存在 x < T， 
使 得 8 = TL), 且 存 在 纯 量 cl,… 3 CC 天 十 站 使 得 x = elel 十 … 十 CkTir ERTr 因此 由 


Et 上 十 kt 
二 T(x) 一 3》 caT(ei 一 > ciT {ei) 十 >, ciT(ei) 一 >》 Ci 了 (ci 
i=1 i=1 十 i 二 十 1 


这 证 明 式 (4.3) 中 的 元 素 生 成 值 域 TtV). 
下 面 我 们 证 明 这 些 元素 线 性 无 关 . 假定 可 选取 纯 量 as+l,，… ,akrr, 使 得 


在 十 他 
aT(ed)=0 
i 二 十 1 
则 由 此 可 得 
点 十 和 
7 ( >》 mc) 一 OO, 
1 三 此 二 1 


所 以 元 素 z = ak+iek+1 二 十 ak+rek+r 在 零 化 空间 N(T) 中 . 又 因为 e1,… :er 是 
零 化 空间 的 基 , 所 以 存在 纯 量 41,… ,ak, 使 得 z = tel 十 … 二 anek: 因此 我 们 有 


下 下 十 了 
z—z=) aiei 一 > ozet = O, 
i=1 i=k+1 


又 因为 式 {4.2) 中 的 元 素 线性 无 关 , 所 以 所 有 纯 量 系数 m 都 必 为 零 , 因此 式 {4.3) 
中 的 元 素 线性 无 关 且 组 成 TiV) 的 一 组 基 . 

注 ” 车 N(T) 或 T(V) 中 至 少 有 一 个 是 无 限 维 空间 , 定理 4.3 表明 V 世 是- .个 无 限 维 空间 ， 反 之 ， 
者 VW 的 维 数 污 限 ， 那么 N(T) 和 工 (VY 的 维 数 中 至 少 有 一 个 无 限 . 4.4 必 中 的 洒 题 24 匆 栈 了 最 后 这 个 命 
题 的 证 明 要 点 . 
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4.4 习 题 


在 习题 1~10 中 , 关于 T(x, y) 的 公式 都 定义 了 一 个 变换 了 了 : 有 R2 一 及 2, 其 中 (za 切 为 有 2 上 的 点 , 料 


断 各 是 中 的 了 是 否 是 线性 变换 , 如 果 是 , 确定 它 的 零 化 空间 和 值 域 并 计算 它 的 零 化 度 和 秩 . 


i. T(r,W = (y, 2). 32. TD 一 (一切 
3. TU, = (x,0. 4. TZ, = {z, x}. 
5. Tlx,y) = (zr2, v2). 6, T(z,y) = (er, ev). 
7. Tz) = (x,1). 8,， TT 二 (x 二 y+ 1 
9,， TD) 和 = 一 站 十 卫 . 10. 人 [zf 入 二 20 一 也 十 抽 . 
9 题 11 ~ 15 都 给 出 了 一 个 变换 了 ; 区? 一 有 R?, 判断 各 个 工 是 否 是 线 竹 变换 如果 是 , 确定 它 的 零 化 
空间 和 值 域 并 计算 它 的 稚 化 麻利 蒜 . 
11. 了 将 每 个 点 都 绕 原 点 旋转 ww 崩 , 即 全 将 极 胡 标 为 fm, 及 的 点 肌 为 极 礁 标 为 [7,8 十 w) 的 点 , 其 中 加 为 


给 定 值 . 而 且 工 将 避 贞 为 口 本身. 


. 宁 将 每 个 点 虱 映 为 该 点 基于 - -条 过 原点 的 网 定 直线 的 反射 点 ， 

. 工 将 每 个 点 都 上映 为 点 (1, 1). 

. 将 极 坐 标 为 (x, 全 的 点 映 到 极 举 标 为 (2r, 和 外 的 点 ,而且 全 将 口上 映 为 吕 木 身 . 
.了 将 概 坐 标 为 (r, 多 的 点 晓 到 极 坐 标 为 {r, 26) 的 点 , 而 且 了 将 口 晓 为 口 本身. 


在 习题 16~23 中 , 关于 十 (zw,y, z)】 的 公式 都 定义 了 一 个 变换 了 ; 及 3 一 你 3 其 中 fw,y,z]】 为 及 3 中 的 


. 济 断 各 个 了 是 否 基 线性 变换 . 如 果 是 , 确定 它 的 零 亿 空间 和 值 域 并 计算 它 的 等 化 度 和 秩 . 


. Tix,y, 2) = {zy, 2). 17, Tt{z, v2) = (7, y, 0). 

, T(z, DY 2) = (2, 2y,32), 19,. Tir y, 2) 一 【za 1). 

. Tw Ye) = (r+ ly+1lz— 1). 21. T(z,y,2) = (T+ 1,y+ 222+ 人. 

.Tz 3) = (r,t, 3), 23. T(z,Y,2) = (r+ 2,0,z+ WN. 

. 伪 了 了 :7 一 厂 为 线性 空 闻 VW 到 线性 空间 W 的 -个 线性 变换 , 者 Y 是 无 限 维 的 ， 证明 人 (WY 和 


NCTY 中 至 少 有 一 个 是 无 限 维 的 . 

| 提示 : 假定 dim N(T) = Ri dimT(VY) 二 7 令 eek 为 NT) 的 基 , el ,eg，ek+l 1， 
ek+n 为 WY 中 线性 无 甘 元 于 其 中 nm > 7 那么 下 n> 了 可 扼守 [ewsp1),… 1(eppn) 战 性 相关 并 由 
此 推出 矛盾 .] 

习题 25~29 都 答 出 了 个 变换 工 : Y 一 V, 判断 各 个 了 是 否 是 线性 变换 . 站 时 是 , 确定 它 的 零 化 空间 


和 值 域 并 计算 它 的 零 化 度 和 秩 ， 


25. 


26. 


27. 


28， 


29. 


令 VV 为 次 数 二 n 的 所 有 实 函 数 ptxw) 组 成 的 线性 空间 .对 任意 p E VW, 4 = 了 工人) 表示 对 任意 实数 = 
都 有 9(z) = p(z 寺 11). 

习题 36 ~ 30 用 到 懒 积 分 知识 . 

令 人 为 在 开 区 何 (一 1, 1 上 可 微 的 所 有 实 画 数组 成 的 钱 性 空间 ， 对 性 意 / E Vg = T{ 用 表示 对 
{一 1,1) 中 作 意 x 部 有 g(xw) = w(x). 

邻 WV 为 在 开 区 间 (a 区 上 二 阶 可 微 的 所 有 实 函 数组 成 的 线性 空间 ， 对 任意 y E 了 ,定义 Tiy) = 
VY 十 Ay 十 By, 其 中 A 和 BB 为 阁 定 常数 . 

令 为 在 [&, 映 上 连 线 的 所 有 实 函 数组 成 的 线性 空间 , 对 任意 了 E Vg 二 了 T(f) 表 孙 对 a 所 人 所 
都 有 


b 
gfz) = / fi) sintw ~—tdt oI 


令 WV 为 所 有 收 敦 的 实 序列 {zn} 组 成 的 线性 空间 , 定义 变换 了 :下 一 VW 如下: 如 果 x = {zn} 是 极 
限 为 & 的 收 第 序列 , 那么 T(z) = {ym}, 其 中 对 人 写 1 者 有 jn 二 8 一 rn. 
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30， 令 T 为 在 区 闻 [一 n, | 上 连续 的 所 有 实 函数 组 成 的 线性 空间 ， 并 令 3 为 Y 中 满足 如 下 二 个 舌 式 的 所 
有 函数 组 成 的 W 的 子 集 : 
广 flEdt = 0, 三 f(t) cos tdt = 0, 上 F(t) sintdt = 0. 
(a) 证 明 8 是 Y 的 子 空间 ， 
fb) 证明 5 包含 所 有 函数 f(r) 一 coanz 和 f(z) = sinnz, 其 中 心 二 2 3， 
tc) 证 明 5 是 无 限 维 空间 . 
令 了 :TY 一 T 为 如 下 定义 的 线性 变换 : 对 任意 5 Vg 一 工 (六 表示 


9fz) = 广 {1 十 cosfz — A Fit)dt. 


(qd) 证 明 了 的 值 域 T(V) 是 有 限 维 空间 并 求 (WV) 的 组 基 . 
{e) 求 工 的 零 空间 . 
(了) 求 所 有 实数 c 关 0 和 W 中 所 有 非 零 元 素 f 使 得 了 {了 ) = cf. (注意 这 样 的 了 在 了 的 什 域 中 ). 


4.5 ”线性 变换 的 代数 运算 


对 和 值 在 线性 空间 W 中 的 函数 , 可 以 作 如 下 定义 的 加 法 和 纯 量 乘法 两 种 运算 . 

定 党 设 上 5: 下 一 信和 了 工 :V 一 W 是 两 个 定义 城 都 为 VW 的 函数 且 它 们 的 慎 
都 在 线性 空间 全 中 , 若 c 为 也 中 的 任意 纯 量 , 对 VV 中 所 有 2 我 们 分 别 用 等 式 

(S + T(E) = Sr + T(z), (eT)(z) = eT (x) (4.4) 

定义 和 与 十 本 与 积 民 - 

我 们 对 Y 也 是 线性 空间 且 它 的 纯 量 集 与 W 的 纯 量 集 相同 的 情形 特别 感 兴趣 . 
在 这 种 情形 下 , 我 们 用 记号 .名 (V,W) 表示 TY 到 W 的 所 有 线性 变换 的 集合 ， 

如 果 5 算是 .名 (VW) 中 的 两 个 线性 变换 , 易 证 5+ 了 和 dT 也 是 多 (VW) 
中 的 线性 变换 . 重 进 一 步 , 在 如 上 定义 的 运算 下 , 集合 名 (V WW) 本 身 就 是 一 个 线性 
空间 , 零 变 换 是 这 个 空间 中 的 零 元 , 变换 {一 1)T 是 TT 的 人 负 元 . 易 证 该 空间 满足 线性 
空间 的 所 有 十 条 公理 , 因此 我 们 有 如 下 定理 . 

定理 4.4 在 由 等 式 (4.4) 定义 的 加 法 和 纯 量 来 法 下 , 集合 2 (W 本) 是 一 个 线 
性 空间 ， 口 

线性 变换 有 一 个 更 为 有 趣 的 称 为 复合 变换 (composition of transformation) 或 
灾 换 丧 法 (multiplication of transformationy 的 代数 运算 , 这 种 运算 与 线性 空间 的 代 
数 结构 无 关 , 所 以 我 们 可 以 将 它 一 般 化 地 定义 如 下 : 

定义 (函数 的 复合 ) 令 VW 为 集合 , 设 荆 :一 V 是 定义 域 为 U 且 值 在 
V 中 的 通 数 ; 8 :TY 一 全 是 定义 域 为 了 且 值 在 W 中 的 通 数 , 则 由 等 式 

{STY(z) = 5S[T(zj， 任意 xeL. 

定义 函数 5T ; UU 一 W, 称 作 5 与 工 前 复合 变 

因此 为 了 用 ST 映射 x, 我 们 首先 用 工 映射 z, 再 用 3 映射 T(z), 图 41 演示 
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了 这 个 过 程 ， 


图 4.1 两 个 变换 的 复合 


在 研究 初等 函数 时 我 们 将 会 磁 到 实 值 函数 的 复合 , 此 时 我 们 知道 , 一 般 来 说 , 复 
合 运 算 不 可 交换 . 例如 cosfz2) 表示 首先 求 x 的 平方 再 求 z? 的 余 络 , 它 并 不 总 与 
(cos x7}? 相等 . (cos 2 六 表示 先 求 x 的 余弦 再 求 cos x 的 平方 , 尽管 如 此 , 复合 运算 总 
是 满足 结合 律 . 

定理 4.5 如 果 人 :UU 一 VS:V 二 W, 了 : W 一 站 为 三 个 本 数 ,那么 我 们 有 

. RLST) = (RS)T. 

证 阴 ”RGST) 和 (RS)T 的 定义 域 都 是 U 且 它 们 的 值 都 在 多 中 . 对 1 中 在 

意 x, 我 们 有 


LRCSTJ kz) = RICGST)E)] = RIS{T(Y)N, 
[SiT = CRONTIE)] = RIS{T(2)}, 
这 证 明了 R(ST) = (RS)T. 口 
定义 ” 设 工 :WV 一 VV 是 将 VV 映 入 它 本 身 的 一 个 通 数 , 我 们 归纳 地 定义 卫 的 
整数 宕 如 下 : 
TO=IT, Tro=TT"!1l nl. 
在 上 述 定 义 中 , 工 为 恒 等 变 换 . 由 结合 律 读者 易 证 指数 律 对 所 有 非 负 整数 mm 
和 nn, 都 有 TT? = mtn. 
下 述 定 理 表 明 线 性 变换 的 复合 仍然 是 线性 变换 . 
定理 4.6 设 忆 VW 为 纯 量 集 相同 的 线性 空间 , 如 果 卫 : 末 一 了 和 3:7 一 
W 都 是 线性 变换 , 那么 它们 的 复合 5T:U 一 人 WW 也 是 线性 变换 ， 
证 明 对 二 中 任意 x, y 和 任意 纯 量 a 6, 我 们 有 
(ST)(az + by) = SIT(axz + by)] = SlaT (x} + Ty = osT(r} + ST(y). DO 
我 们 可 将 复合 运算 与 名 (V, 入) 中 的 加 法 和 纯 量 莱 法 运算 结合 在 一 起 得 到 如 下 
定理 . 
定理 4.7 令 避 VW 为 续 量 集 相同 的 强 性 空间 , 设 S 和 研 属 于 .2(V.W), 并 
令 < 为 任意 纯 量 , 则 
fa)] 对 值 在 了 中 的 任意 函数 R, 我 们 有 
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(S+TIR= SR+TR, {cS}R= ce(SR). 
{b) 对 性 意 线 性 变 揽 中 : W 一 U, 我 们 有 | 
R(S+T)= RS+ RT, R(eS) = clRSY). 口 
由 复合 运算 的 定义 易 证 本 定理 , 它 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 


4.6 道 


在 对 初等 函数 的 研究 中 , 我 们 证 明了 可 通过 对 单调 函数 求 反 函 数 来 构造 新 辆 
数 . 例如 , 自然 对 数 函 数 j{x) = nz 对 z > 0 单调 增 , 它 的 反 函 数 是 指数 硼 数 ， 即 
对 z > 0, 当 且 仅 当 x 二 er 时 , y = lInz, 本 节 将 反 函 数 概念 推广 到 更 广泛 的 一 类 函 
数 中 . 

给 定 函 数 了 (可 以 不 是 线性 的 ), 我 们 的 目的 是 在 可 能 的 情况 下 找到 另 一 个 函 
数 5, 使 得 它 与 工 的 复合 为 恒 等 变 换 , 由 于 在 一 般 意 义 下 , 复合 运算 不 可 交换 , 我 们 
需要 区 别 57 和 TS, 因此 我 们 引入 两 种 道 , 分 别称 这 两 种 道 为 左 道 和 右 道 . 

定 愉 ”给 定 两 涉 集 合 上 和 全 以 及 圳 数 卫 :六 一 多 , 六 数 5 :TI(V) 一 站， 
号 :TOW 一 VV 如 时 对 六 中 任意 x, 都 有 SIT(zj] = 即 如 果 

ST = Iy, 

其 中 Jy 为 了 上 的 恒 等 变换 , 那么 我 们 称 9 为 工 的 左 遂 (left inverse). 

和 如 果 对 了 (VY) 中 任意 人 工 [有 (人 三 芒 好 如 时 

TR= Ireyy 

其 中 Irey) 为 T(V) 上 的 恒 等 变换 , 那么 我 们 称 吾 为 工 的 右 道 (right inverse). 

例 (没有 左 送 但 有 两 个 吉 逆 的 函数 ) 念 耻 = {1.2}, W = {0}, 定 义工:V 一 
W 如 下 : TI1) = 了 工 (2) = 0, 这 个 国 数 有 如 下 两 个 右 道 下 和 忌 : 

RO=1, RFR(O0=2. 
如 果 它 有 左 道 , 那么 要 求 
1= SIT{1)] = 5{0), 2= SIT(2)] = 3(0), 

这 与 函数 值 5(0) 必须 唯一 矛盾 , 所 以 它 不 可 能 有 左 道 . 这 个 简单 的 例子 表明 左 道 
不 一 定 存在 , 右 道 不 一 定 唯一 . 口 

易 证 任意 枯 数 了 :5 一 W 都 至 少 有 一 个 右 道 , 事实 上 , 对 T(V) 中 任意 y, 都 至 
少 存在 耻 中 的 一 个 z 使 得 yy == 工 (z), 如 果 我 们 选 定 一 个 这 样 的 x 并 定义 RV) = 7， 
则 对 TV 中 任意 y, 都 有 TIRGy)] = T(x) = y, 所 以 BR 是 工 的 活 逆 .由 于 可 能 有 
多 个 V 中 的 x 被 暴 射 到 {V) 中 一 个 给 定 的 y, 所 以 右 道 可 能 不 唯一 . 我 们 马上 就 
会 证 明 {定理 4.9), 如 果 T(7) 中 的 每 个 y 都 恰好 是 Y 中 唯一 一 个 z 的 得 , 那么 右 
递 唯 一 . 

首先 我 们 证 明 : 如 果 左 逆 存 在 , 那么 它 唯一 且 它 也 是 右 道 . 
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定理 4.8 亏 数 本 :VV 一 W 最 多 有 一 个 左 道 . 如 果 人 有 左 道 9 那么 请 也 是 
的 志 送 . 

证 了 明 ”假定 工 有 两 个 左 逆 5:TIV} 二 VV 和 357:T(V) 一 VV, 取 TIV) 中 任意 
y, 我 们 需要 证 明 S{y) = S'(y). 由 于 存在 V 距 使 得 y 一 T(z) 且 人 S 和 和 5’ 都 是 全 
的 堪 道 , 所 以 我 们 有 

SIT{x) =7, ST(2)} =%. 

这 表示 5( = x 且 Sf = zx, 所 以 对 TV) 中 任意 y, 都 有 SCy) = 时 (四 因此 
3 = 5", 所 以 如 果 左 逆 存 在 那么 它 瞧 一 . 

现在 我 们 来 证 明 任 意 左 道 8 也 都 是 右 逆 ， 任 了 到 T(VY 中 y, 我 们 需要 证 明 
TIS(g = y， 由 于 ye T(V), 所 以 存在 V 中 r, 使 得 y = T(z)， 又 因为 9 是 左 道 ， 
所 以 


z= S[T(2)] ~ SG) 

将 工 同时 作用 于 上 式 两 边 , 我 们 有 T(z) = TIS(y)l， 久 因为 T(x) = y, 所 以 y= 
了 TIS(y)], 因此 定理 得 证 . 口 
这 样 一 来 描述 有 左 道 的 所 有 函数 就 变 得 十 分 简单 . 首先 我 们 引入 如 下 术语 . 

定义 。” 当 函 数 工 :VV 一 印 将 人 中 不 同 元 素 映 射 成 仿 中 不 同 元 素 时 , 我们 称 
下 在 了 上 一 一 (one-to-one), 即 如 果 对 中 任意 zt 信者 有 


TY 名 然 包 售 T(x) 关 TO). (4.5) 
我 们 称 人 在 VY 上 一 一 . 
下 述 命题 与 (4.5) 等 价 ; 
了 T(z) = 了 人) 几 然 包 含 z=y {4.6) 


定理 4.9 当 且 仅 当 函数 了 :VV 一 W 在 WV 上 一 一 时 , 它 有 左 北 . 

证 明 ”假定 工 有 堪 道 3 且 存 在 5 中 两 个 元 素 x 和 y, 使 得 T(x) = T{y), 将 
3 同时 作用 于 此 式 丙 边 , 我 们 有 zx =y, 所 以 宁 在 VV 上 一 一 . 

对 北 命 题 , 假定 工 在 了 上 一 一 , 我 们 需要 构造 一 个 函数 9 :TI(V) 一 下 且 它 是 
TT 的 去 道 . 对 任意 ye TV, 由 于 个 在 VW 上 一 一 , 所 以 有 虽 饮 有 一 个 Y 中 的 > 使 
得 y= TI{z). 将 这 个 z 定义 为 5{y) 的 值 , 即 我 们 在 7(7) 上 定义 5 如 下 : 

5 = 二 zx 表示 T(z) 一 y. 

那么 对 Y 中 任意 x, 都 有 Sm = 3( 罗 =2 所 以 吕 是 了 的 左 道 . 口 

定 祥 〔 可 着 函数 ) ” 设 工 :一 帮 在 了 上 一 一 , 我 们 糙 人 的 唯一 左 递 (也 是 
T 的 唯一 右 遂 ) 记 作 T-!, 我 们 说 全 可 递 ， 且 称 了 -1 为 个 的 并 . 

本 节 的 结果 对 任意 函数 都 成 立 、， 下 一 节 我 们 将 会 把 这 些 结果 应 用 到 线性 变 
换 中 . 
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4.7 一 一 线性 变换 


本 节 中 , V 和 你 为 印 量 集 相同 的 两 个 线性 空间 ,人 :TY 一 殉 为 2(V 殉 ) 中 的 
线性 变换 . 了 的 线性 性 使 我 们 可 将 它 的 一 一 性 转化 成 多 种 等 价 形式 . 

定理 4.10 设 工 :VV 一 WW 为 名 (VW) 中 的 线性 变换 , 那么 下 述 各 命题 等 价 . 

(a) 克 在 站 上 一 一 . 

(b) 下 可 递 且 它 的 北 了 1: 一 了 也 是 线性 变 摘 . 

(ce) dim N{T) =0, 色 了 的 零 空 间 N(T) 仅 包 侈 零 元 素 . 

证 明 ”我 们 将 会 证 明 由 (a) 可 得 (b), 由 (b) 可 得 (c), 由 (c) 可 得 (a). 首先 假 
定 (a) 成 立 , 那么 T-! 存在 (由 定理 4.9), 我 们 需要 证 明 它 是 线性 变换 . 任 取 工 (V) 
中 两 元 素 和 wv, 则 存在 了 中 元 素 x 和 y 使 得 4% 二 (x), vw = T(). 因为 人 是 线 
性 变换 , 所 以 对 任意 纯 量 。 和 5b, 有 

au+bvu = oT(r) + Ty) = T(ar + by), 
将 T-! 同时 作用 于 上 式 两 边 可 得 
Ti(ou + bv = or + by = aoaT- ty) +oT 7 1), 
所 以 工 -1 是 线性 变换 , 因此 由 {a) 可 得 (pb). 

接 下 来 假定 (b) 成 立 , 任 取 VY 中 使 T(x) = OO 的 元 素 x, 将 TT-! 同时 作用 于 此 
式 两 边 且 由 于 TT-! 是 线性 变换 , 所 以 我 们 有 x = T 1O) = CO 因此 由 {b) 可 得 {c). 

随后 假定 (c) 成 立 , 任 取 Y 中 两 个 函数 值 相等 的 元 素 x 和 gy, 则 了 了 (z) = 了 (2 
由 工 的 线性 性 可 知 工 (zf 一 功 二 Tf{z) 一 TW =O0, 所 以 zy=0, 即 z=y, 因 此 
在 了 上 一 一 , 所 以 由 (c) 可 得 {ai. 定理 得 证 . 口 

当 V 为 有 限 维 空间 时 , 我 们 可 用 线性 无 关 性 和 维 数 的 公式 表示 一 一 性 , 下 述 定 
理 给 出 了 这 种 表示 法 ， 

定理 4.11 设 T:V 一 W 为 绢 (VW) 中 的 线性 变 拉 ,假定 VW 是 有 限 维 空间 ， 
设 dimV = 那么 下 列 各 命题 等 价 . 

( 引 了 在 了 上 一 一 . 

(b) 车 员 ,… ,vp 为 中 p 沾 线性 元 闫 元素, 那么 了 (0 ,Tan) 为 了 (F) 中 
的 p 个 线性 无 美元 素 . 

(ce) dim TI(V) = dim TY. 

(dd) 车 {tw1,… ,Vn} 是 了 的 基 , 那么 {了 (1),… ,了 T(vn)} 是 TT(V) 的 基 . 

证 明 ”我们 将 会 证 明 由 (a) 可 得 (bY, 由 (b) 可 得 {c), 由 {c) 可 得 (4d), 由 (qd) 
可 得 (a). 首先 假定 (a) 成 立 , 令 1,… ,vp 为 了 中 线性 无 关 元 素 , 考虑 T(V) 中 元 
素 T(w1),… ,To 设 纯 量 a1,.… ,co 使 are) = O, 因为 了 是 线性 变换 有 在 
V 上 一 一 , 所 以 我 们 有 站 
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如 pp 
全 2 om) 一 总， 因此 DY et = 0. 


i=1 4 一 1 
又 国 为 和 ,vp 线性 无 关 , 所 以 e = … = cp = 0, 因此 由 (a) 可 得 (b). 
现在 假设 (b) 成 立 , 如 果 {zw1,… ,on 是 了 的 基 , 由 fb) 可 知 工 (VV) 中 的 x 个 
元 素 Tg),… ,Tlwn】 线性 无 关 , 因此 dimT(V) > n. 另 一 方面 , 由 定理 4.3 可 知 
dm 所 mw 所 以 dim TV) =m 因此 由 (b) 可 得 (o). 
接 下 来 假定 {c) 成 立 , 令 {1,… ,vn】 为 的 基 , 任 取 T(V) 中 元 素 gy, 那么 存 
在 中 元 素 x 使 y = T(x), 由 此 我 们 可 将 z 写成 


TT Tn 


凶 一 >, ce， 因此 y= T(z) = VesTle). 


i 二 1 名 = 
于 是 元 素 集 {Tn),… ,Tt 让 生成 TY). 又 因为 dimT(V) ==n, 所 以 {TT(w1),…:， 
Tton 是 TEV 的 基 ; 因 些 由 (e) 可 得 (d). 
最 后 假定 (4) 成 立 , 我 们 将 会 证 明 由 Ttz) 二 0 可 得 z= 二 0. 令 To ,Vn} 为 
V 的 基 , 对 任意 x < V, 我 们 可 将 它 写 作 


T= > ci， 因此 Tt{x) = DcT wi). 


t=1 4 一 工 
如 果 工 ( = O, 因为 元 素 To ,TT(wn) 线性 无 关 , 所 以 cl = … = cn 一 0. 于 是 
rz 二 0, 因此 工 在 VV 上:- -一 ,从 而 由 (q) 可 得 (a). 定理 得 证 . 口 
4.8 习 题 


1. 令 Y = {0,1}), 确定 所 有 沙 数 了 :WV 一 VW， :共有 四 个 这 样 的 销 数 , 将 它们 记 作 五, 瑟 , T3, Ta, 做 一 
个 税法 表 表 示 它 们 的 两 师 复合 , 指出 嘱 些 锁 数 在 WW 上 一 一 并 维 出 它们 的 北 . 
2 人 站 = {0,12], 确定 所 有 使 得 (VV) = Y 的 通 数 了 :Y 一 .一 共有 六 个 这 样 的 函数 , 将 它们 记 作 
五 …… ,看 , 做- 个 乘法 表 央 示 它 们 的 两 岗 复 骆 ， 措 出 哪些 极 煞 在 Y 上 一- 并 给 由 它们 的 逆 . 
在 习题 3~12 中 , 函数 芽 : 及 2 一 及 2 都 十 一 个 甘于 并 (2 锌 的 公式 所 定义 , 其 中 屏 , 切 为 月 2 中 的 任 
意 点 , 判断 各 函 闭 了 是 否 在 了 2 上 一 -“, 加 果 是 , 设 ft, 切 二 了 Lu 二 给 出 用 如 和 w 表示 x 和 yw 的 
公式 . 


3 了 eg] = (v2). 4 了 Th) 一 (za 一 虽 - 

5. 4x, 9) = (x,0). 6. TIr,Y) = (7, x). 

7. T(r, y) = (22, 92). 8. TIr,Y) = (e”, ey). 

9. Tlx,#) = {8,1). 10, Tr = r+ 1 y+ 1). 
11. TT 和 二 让 一 寺 下 十 阴 : 12. TL,Y} = (27 yt 二 + 


在 习题 13~20 中 , 两 数 全: 民 3 -Ra 者 有 由， 个 关于 (xz,y, z) 的 公式 所 定义 , 其 中 (zz) 为 Ra 中 
的 任意 点 ， 判断 各 阔 数 了 是 否 在 Rs 上 一 一 ， 如 洒 基 ， 设 {5, 2 z) 一 了 2 给 出 用 了 和 表示 卫 ， 
y, zz 的 公式 . 

13. Tit, y, 2) 一 【zz 工 ). 14. TIlE, yz) = (2,%,0. 
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15. 
17. 
19. 
21. 


TE, 2) = (Fm, Dy, 3x). 16, T(z,y, 3) = (TY 二 2). 

Try 32) = (r+t1ly+1,2— 1). 18, T(r,y,3) = (z+ 1,y+2,2 二 3). 

Tz, 2 = (二 如 全 十 人 十 多 )- 20. T(z ye) = 二 机 攻 十 加 区 十 #5). 

他 人 :区 一 六 为 将 机 到 它 自 身 的 -个 男 数 , 用 公式 TO 二 了 ,以 及 对 刘 字 1 77 二 TITT1 归纳 地 


定义 前 车, 证 明 由 复合 的 结合 律 可 得 指数 定律 : TmT* = 了 mit". 如果 可 道 , 证 明 T?” 也 可 道 且 


那 


当 
26 
27 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


人 
在 习题 22~25 中 , 8 和 了 表示 定义 域 为 V 且 值 在 Y 中 的 函数 , 一 般 来 说 57 天 了 3S, 如 果 ST 一 人 3， 
么 我 们 称 S 和 工 可 变换 (commute). 
. 若 3 和 了 可 交换 , 证 明 对 任意 整数 40, 都 有 (ST)" = S77Tn. 
， 著 5 和 了 可 道 , 证 明 ST 也 可 道 且 {57)-! = 人 13-1, 也 就 是 说 , 复 台 的 道 等 于 赣 的 逆序 复合 . 
.车 驴 和 呈 可 道 且 可 交换 , 证 明 它 们 的 北 也 可 交换 . 
， 投 VW 为 线性 空间 , 若 5 和 了 可 变换, 证 骨 
(十 12 一 852 十 23T 二 72， (S+T) 一 3 十 392 了 十 39572 十 了 3. 
ST 关 TS 时 , 指出 应 该 对 这 两 个 公式 做 什么 变动 从 而 司 它 们 成 立 . 
. 设 5 和 工 属 于 泌 (V; Vi), 假定 ST 一 T5 = 了 ,证明 对 任意 n 宕 1, 部 有 8STm 一 TS 一 mm 1. 
. 设 弛 和 了 分 别 是 由 公式 5(z,y,z) 二 [z,y,5) 和 工 (wy,z) 二 (vw; 十 人 十 时 十 2) 定 的 从 了 及 3 到 
取 3 的 线性 变换 ,其 中 {x,g, 2) 为 要 3 中 的 任意 点 ， 
{a) 求 在 下 述 各 变换 下 【z,y; z) 的 铺 : 5ST, TS, 5T ~ 了 TS, 95272, (3ST 2 0795)2 {ST 一 了 5)2， 
(b) 证 明和 了 在 避 3 上 一 一 并 求 在 下 述 各 变换 下 {wv,w) 的 蒙 ; 5-1,T-1, (STYT1, (TS 一 1 
{c) 对 每 个 nn 安 1, 求 {zf,y,2) 在 (于 一 1)* 下 的 煞 . 
设 V 为 所 有 实 密 项 式 plx) 组 成 的 线性 空间 , 令 民 , 5, 了 分别 是 将 名 项 式 p{x) 二 加 十 el 十 .十 em 
映射 为 多 项 式 r(x), stx) 和 世 z) 的 两 数 , 其 中 


rfz) = p(0, sfz) = > caw!, tz) = pa cpeetl. 
k=1 


点 一 口 

(a) 令 p(T) 一 2 十 3z 一 22 十 23 求 在 下 述 各 变换 下 的 象 : 号 , 3.T ST,TS, (45)2,13592,5272, 

TRS, RST. 
(b) 证 明 RR, 3, 了 都 是 线性 变换 并 分 别 求 它们 的 零 空间 和 什 域 . 
(6) 证 明 工 在 WW 上 一 一 并 求 它 的 道 . 
{ 若 Nw 产 1, 用 了 和 呈 表 未 (TS5)" 和 337Tm. 
习题 29~.32 需要 微 积分 知识 . 
设 了 为 所 有 实 函 数 plz) 组 成 的 线性 空间 , 令 站 为 微分 算 了 , 令 了 表示 将 pf(z) 映 为 zp (ze) 的 线性 
变换 ， 
(ay 令 pfzl 一 2 十 3r 一 Tz2 二 4873, 求 在 下 述 各 变换 下 p 的 象 ; DD,T, DT,TD, pT 一 TD,7?D2 一 有 372 
{b) 求 Y 中 使 了 (p) =p 的 所 有 pp. 
(cj 求 Y 中 使 (DT 一 2D)(p) = OO 的 所 有 yp. 
(d) 求 了 中 使 (有 7 一 了 DJ 人 fp) = D"(p) 的 所 有 p. 
设立 和 姜 是 如 习题 29 记述 的 着 数 , 今 厂 为 将 p(x) 映射 为 zpfz) 的 线性 变换 , 证 时 DT 一 TD=/ 
月 对 ni 安 2, 都 有 DT* 一 TD = nT"-l, 
令 7 为 所 有 实名 项 式 pfz) 组 成 的 线性 空间 , 令 忆 表示 微分 算 子 并 令 了 表示 积分 算 子 , 即 了 将 每 一 
个 多项式 p 映 为 多 项 式 8, 其 中 qt2z) 一 启 pdt, 证 明 DT = jy 但 TD 关 Ty. 求 TD 的 零 窄 间 和 
值 域 . 
参见 4.4 节 中 习题 29, 判断 了 是 否 在 VW 上 一 -， 如 果 是 , 求 它 的 道 - 
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下 一 条 定理 表明 , 如 果 Y 是 有 限 维 空间 , 那么 线性 变换 了 工 :Y 一 由 它 在 站 
的 基 元 素 上 的 作用 完全 确定 . 
定理 4.12 设 ,-… ,vn 为 n 维 线性 空间 WV 的 一 组 基 , 令 ul ,un 为 线 
性 空间 WW 中 的 n 个 任意 元 素 , 那么 有 且 避 有 一 个 线性 变 接 工 :VV 一 W 使 得 对 
二 1,2,… ,mn, 都 有 
TV) = Wg: {4.7) 
对 VV 中 任意 元 素 z, 车 工 二 2 sew, 则 荆 将 x 映 为 


T(x) 三 You (4.8) 


友 二 ] 

证 明 VV 中 任意 元 素 x 者 是 和 ,wh 的 线性 组 合 , 该 线性 组 合 中 的 系数 
z1,… ,zn 是 x 关于 有 序 基 (ol ,un) 的 分 量 , 如 果 我 们 按 式 (4.8) 定义 工 , 易 证 
了 是 线性 变换 . 若 x 等 于 基 中 某 一 元 素 ww, 那么 x 的 第 上 个 分 量 为 1, 其 余 分 量 都 
为 0, 所 以 出 式 (4.8} 得 TOVEY = Wk. 

为 了 证 明 仅 有 一 个 线性 变换 满足 条 件 (4.7), 令 T' 为 另 一 个 这 样 的 变换 , 计算 
T'{z), 我 们 可 得 


Tx) = TT (> mee 一 zkT (vx) 一 了 tk = 人 (x). 
kl k=1 


= 此 一 了 
和 于 对 7 中 任意 zx, 都 有 T(z) = T(z), 所 以 我 们 有 你 = 人. 定理 得 证 . 口 
例 “ 求 将 基 元 素 # = (1,0) 和 了 = (0,1) 映 为 
TDO=i+j, TO)=2i~j. 
的 线性 变换 工 : R? 一 及 2. 
解 ” 设 工 = zi 十 427 为 R? 中 任意 元 素 , 则 工 (x) 由 
T(E) = TT + x2T(7) = T(t+ D+ rl2i 1) = (81 + 2202)i + (FL — 2)i. 


确定 . 日 
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定理 4.12 表明 有 限 维 线性 空间 Y 上 的 线性 变换 全; V 一 W 完全 由 它 在 给 定 
的 一 组 基 w,…. ,vw 上 的 作用 确定 , 现在 假定 W 也 是 有 限 维 空间 , 设 dim W = m, 
令 1,… ;Wm 为 W 的 基 ( 维 数 7% 入 可 能 相等 也 可 能 个 等 }. 由 于 T 的 值 在 W 
中 ， 所 以 任意 元 素 (vi) 都 可 唯一 地 表示 为 1 ，…- ,wrn 的 线性 组 合 , 设 
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T(ek) = 》 tip, 
i=1 
其 中 可 下， bmnk 为 了 (up] 关于 有 序 基 {101) “* *, Wyn) 的 分 量 ， 我 们 将 mm 元 组 (t1k; i) 
tmk) 写成 如 下 竖 直 形式 : 


(4.9) 


称 这 样 的 数组 为 列 向 量 或 列 矩阵 . 对 (wv1),… ,了 (on 中 的 每 一 个 元 素 , 我 们 都 有 
一 个 这 样 的 列 向 量 . 车 我 们 将 这 些 列 向 量 并 列 排 好 并 用 一 对 中 括号 把 它们 揪 起 来 ， 
那么 我 们 将 得 到 如 下 和 抢 形 阵列 (array): : 


tl a tin 
ta1 122 加 nm 
tni tm2 四 trnn 


我 们 称 这 样 的 阵列 为 由 mm 行 n 列 组 成 的 矩阵 , 并 记 作 mz xm 给 阵 ( 读 作 澡 行 n 列 
第 阵 }. 它 的 第 一 行 是 一 个 1 xx 中 矩 阵 (t,t12,… ,tin) 而 式 (4.9) 中 所 示 的 sx 1 
第 阵 是 它 的 第 让 列 , 纯 量 ti 的 下 标 表 示 它 在 矩阵 中 的 位 置 , 其 中 第 一 个 下 标 i 表 
示 它 所 在 的 行 , 第 二 个 下 标 有 表示 它 所 在 的 列 . 我 们 称 坟 为 该 矩阵 中 的 第 试 个 
元 (entry) 或 第 斌 个 元 素 (element}). 也 可 用 更 紧凑 的 记号 
(tx) 或 《1 

表示 同样 的 矩阵 , 这 种 形式 表示 ti 是 矩阵 的 第 大 个 元 , 也 用 [tx] 表示 这 个 矩阵 . 

因此 ” 维 空间 V 到 m 维 空间 W 上 的 任意 线性 变换 都 确定 一 个 m x n 矩阵 
tik), 该 矩阵 的 各 列 包含 T(t),… ,TT(ww) 关于 基 (wi,… ,um) 的 各 分 量 . 我 们 称 
该 矩阵 为 全 关于 Y 中 给 定 的 有 序 基 (v1,…. ,ww) 和 全 中 有 序 基 (wi,… ,wwm) 的 
矩阵 表示 (matrix representation) 或 矩阵 一旦 我 们 知道 所 阵 (ts), 按 下 述 定 理 可 
确定 任意 元 素 Tw) 基于 基 fl ， “+ ,Wm ) 的 分 量 : 

定理 4.13 设 人 为 .名 (VW) 中 的 线性 变 撞 , 其 中 dimV 一 n, dimW = rn. 
令 (WUn)】 和 (i1,… ,tom) 分 别 为 WV 和 厂 的 有 序 基 , 并 令 mm xn 算 阵 (ts) 
的 元 由 等 式 


Tr 
Tuk) = Ytinw, k= 2， 1 入， (4.10) 


t=1 


确定 , 那么 工 将 中 关于 基 (oa ,tm) 的 分 量 为 (Z1,… ,zn) 的 任意 元 素 
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z= Dopo (4.11) 
映 为 W 中 关于 基 (un ,tm) 的 分 要 为 (tn … ,Ym) 的 元 素 
T(z) = 二 Yi (4.12) 
其 中 yi 关于 的 分 时 的 关系 由 线性 方 各 
= tirh 一 12 ,mm. (4.13) 
£1 


确定 . 
证 阴 把 工 同时 作用 于 等 式 (4.11) 两 边 并 由 关系 式 (4.10) 可 得 
T(r) = SzeT(o) 一 ya aa = 》 ( tao] Wi 一 DY iw 
k=1 k=1 il 1 i=1 


i=1 “k= 

其 中 所 有 yy 都 由 式 (4.13) 确定 . 定理 得 证 . 0 

一 旦 我 们 分 别 选 定 V 和 W 的 基 (oa ,wm 和 (ao ,wm), 任意 线性 变换 
TT:V 一 W 都 有 一 个 完全 确定 的 惩 阵 表示 (tx). 反之, 如 果 我 们 先 选 定 mm 个 纯 
量 并 将 它们 排列 成 一 个 矩阵 (ae), 再 分 别 为 VW 和 W 选 定 一 组 有 序 基 , 那么 易 证 恰 
有 一 个 以 (ts) 为 矩阵 表示 的 线性 变换 了 了 : Y 一 殉 . 我 们 按 (4.10) 中 的 等 式 定义 工 
在 VY 的 基 元 素 上 的 值 , 那么 由 定理 4.12, 有 且 仅 有 一 个 使 基 元 素 的 象 分 别 为 这 些 值 
的 线性 变换 工 : VY 一 W. VY 中 任意 元 素 x 的 象 T(z) 由 等 式 (4.12) 和 (4.13) 确定 . 

例 1 《由 给 定 矩 阵 构造 线性 变换 ) ”假定 我 们 有 2 x 3 矩阵 


3 1 -2 

1 0 4 . 
选 R3 和 到 2 的 单位 举 标 微量 分 别 作为 它们 的 基 , 那么 给 定 算 阵 表示 线性 变 焕 工 : 
RR3 一 区 ?, 了 按 线 性 方程 组 


Yi = $71 十 Ta 一 了 73， 
ya = TZ1 + Osa 一 483， 
将 了 3 中 向 量 (zx1,22,z3) 上 映 为 有 R? 中 疝 量 (gn, gy). 口 
例 2 ( 求 给 定 线 性 变换 的 矩阵 表示 ) ” 令 V= WW = 及? 且 取 单位 坐标 向 量 作 为 
它们 的 基 , 令 工 为 按 线 性 方程 组 
1 = 2%1 十 372， 
Ya = dtl + 82， 
将 任意 向 量 {x1, zz) 映 为 向 量 (j, yz) 的 线性 变换 , 可 用 2 x 2 所 阵 


Ve 
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表示 该 变换 . 口 

例 3 取 (i, 有 间 ) 为 RR? 的 基 , 设 线 竹 变换 了 : 及 ? 一 及 2 将 (1,1) 映射 为 (1, 雪 )， 
将 (1, 一 1) 映射 为 (3, 1, 求 工 的 矩阵 表示 . 

解 ”由 给 定 条 件 可 确定 了 在 基 元 素 i 和 3 .上 的 作用 . 给 定 条 件 告诉 我 们 

TG = 让 TG 人力 一 5+ 
由 了 的 线性 性 我 们 有 TE 二 站 = 了 站 十 T(j) 和 了 TG 一 六 = 工人 一 工 (四 ,所 以 由 给 
定 条 件 可 得 | 
TD +I) = 1+ a), 


TO) ~ TO) = 3i+7 
将 以 上 两 式 相 加 可 得 
， 3, 3， 
TO = 7i+ 7 
相 减 可 得 
TO) = 36-33 
取 两 式 中 宇和 了 的 系数 作为 列 , 我 们 可 知 开 的 矩阵 为 


3 1 
| 
3 I 
年 4 
与 区 对 应 的 线性 方程 组 为 
Yi 一 za 十 jo, VY2 二 To 一 了 za 
上 述 各 例 表 明了 线性 变换 的 第 阵 表示 与 建立 各 分 量 间 关系 的 线性 方程 组 之 冰 
的 关系 . 在 以 下 两 个 例子 中 , 我 们 将 用 几何 方法 取代 线性 方程 来 表示 线性 变换 . 在 
这 两 个 例子 中 , 我 们 了 寂 六 = 信 = RR", 其 中 n=2( 例 活 或 3( 例 名 ,并 取 单 位 坐标 内 
量 作为 了 和 W 的 基 . 和 以 前 一 样 , 我 们 通过 观察 了 在 菇 向 量 上 的 作用 从 而 确定 它 
的 拖 阵 表示 . 由 矩阵 表示 易 得 表示 变换 前 后 各 分 量 间 关 系 的 线性 方程 . 
例 4 (平面 上 的 旋转 ) ” 令 了 : R? 一 及 2 表示 关于 一 条 过 原点 且 垂 直 于 平面 
R? 的 轴 的 旋转 , 它 的 旋转 角 为 9. 为 了 确定 了 的 短 阵 表示 , 我 们 考虑 了 在 基 元 素 1 
和 了 上 的 作用 . 旋转 8 角 意 味 着 将 点 i = (1,0) 映射 为 了 个 = (cosgsinb) 且 将 点 
了 = (0,1) 上 映射 为 (cos(8 + 3)sint9 二 3)) = (一 singcosg, 用 基 元 素 表示 这 两 个 
象 , 我 们 有 


T(2) 一 cost i+singj 
T(I) = —sin8 t+ cosd j. 
由 前 述 例 题 , 我 们 知道 象 工 (2) 和 工 (7) 的 分 量 分 别 构成 工 的 矩阵 表示 的 各 列 , 所 以 
荆 由 2 x2 算 阵 
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cog 日 —ging . 

sing cost 
表示 , 我 们 称 该 筷 阵 为 旋转 矩阵 rotation matrix), 有 了 了 的 矩阵 表示 , 我 们 易 求 描 
述 该 旋转 的 线性 方程 . 旋转 角 6 将 点 {zl,za) 映射 为 (gy1,w2), 其 中 


Y1 = 全 1 COS 有 一 TL2 Sing, 


口 
Yo = ZT1 3nd + zo cost. 


例 5 (三维 空间 中 的 旋转 )” 令 工 : 有 3 一 妥 3 表示 关于 xi 办 的 旋转 且 它 的 旋 
转角 为 8, zl 轴 上 的 点 不 变 , 然而 zazs 平面 中 的 点 将 旋转 8 前, 对 razs 平面 应 用 
例 4, 我 们 知道 基 元 素 i, 7, & 将 进行 如 下 映射 : 

T= t= 1i+0)+0k 

T(I) = 0¢+ cos dy + sin Ok 

TR) = 0¢— sin Oj + cosfk, 
这 些 分 量 组 成 工 的 如 下 3 x 3 和 矩阵 表示 的 备 列 : 


1 0 0 
0 ecos 一 Sin | . 


0 sing cosf 


TT 将 点 (FT1, FE2, Ta) 映射 为 点 Cy Ya Y3) 其 中 


i 二 1 
Ya = Ta COSO — Tasing 口 
va = Ta sinf + x cosd. 


接 下 来 的 例子 需要 微 积分 知识 


例 6 令 V 为 次 数 3 的 所 有 实 多 项 式 p(z) 组 成 的 线性 空间 , 该 空间 的 维 数 
为 4 选 定 它 的 有 序 基 (1, zx, x?,z3), 令 DD 为 微分 算 子 , 它 将 WV 中 任意 多 项 式 p(x) 
映 为 它 的 导数 p'(x). 我 们 可 将 DD 看 作 从 Y 到 全 的 一 个 线性 变换 , 其 中 W 为 次 
数 < 2 的 所 有 实 多 项 式 组 成 的 三 维 空间 . 在 W 中 取 有 序 基 (1,z,x?), 为 了 求 也 关 
十 选 定 的 基 的 第 隆 表 示 , 我 们 对 V 的 每 一 个 基 元 素 作 变换 ( 求 导 ) 并 将 所 得 结果 家 
示 成 古 的 基 元 素 的 线性 组 合 . 因此 我 们 有 


D1}=0=0+0r+0r, (人 二 1 一 1 二 0 十 9z2， 
也 (22) =27 = 和 0 上 27 二 072， Dlr3) 一 322 一 0 十 0r + 32. 
这 些 多 项 式 中 的 系数 确定 了 忆 的 矩阵 表示 的 各 列 , 所 以 如 下 3 x 4 矩阵 是 DD 的 矩 
阵 表 示 : 
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0 10 0 
002 0 
000 3 


为 了 表明 变换 的 矩阵 表示 不 仅 依赖 于 所 选 的 基 元 素 , 还 依赖 于 基 元 素 的 顺序 ， 
我 们 将 W 的 基 元 素 逆 序 排列 , 即 取 有 序 基 (z2,z,1), 那么 Y 的 基 元 素 仍 被 变换 为 
如 前 所 述 的 多 项 式 , 但 是 它们 关于 新 基 {x2, xz,1) 的 分 量 是 前 面 所 得 分 喇 的 逆序 排 
列 , 因此 DD 的 新 矩阵 宸 示 为 


mn 
与 口 品 


0 
0 
1 


br 所 
Lm | 


接 下 来 我 们 求 D 的 第 三 个 矩阵 表示 , 取 新 的 有 序 基 
人 ;1 十 ZI 二 rr+z21+TETE2TZ3 的 )， (zx,x2)(W 的 ) 
此 时 , 基 元 素 进 行 如 下 变换 : 
万 人 一 0， 总 位 十 一 1， Dl(l+z+r2)=1+2z, 
DIL +E+ r+ a) = 1+27 + 3, 
所 以 此 时 D 的 矩阵 表示 为 
0 1 11 
0 0 2 21， 
| 000 3 


4.11 对 角形 矩阵 表示 的 构造 


由 于 当选 定 的 基 不 同时 , 给 定 线性 变换 的 第 阵 表示 也 不 同 , 所 以 我 们 自然 希望 

能 选 由 使 得 所 得 矩阵 具有 某 种 特别 简单 形式 的 基 , 这 样 一 来 所 得 的 表示 原 象 与 象 之 

间 关 系 的 线性 方程 组 的 形式 也 比较 简单 ， 下 面 的 定理 表明 我 们 可 以 得 到 除了 从 左 

上 和 角 到 右 下 节 的 对 角 线 上 的 元 素 外 , 其 余 所 有 元 素 痢 为 零 的 矩阵 , 这 样 的 对 角 线 称 

为 主 对 角 线 (main diagonal). 更 进一步 , 我 们 可 使 主 对 角 线 的 前 面 若干 元 均 为 1, 其 

余 元 均 为 等 , 吕 为 1 的 元 的 个 数 等 于 该 变换 的 秩 . 我 们 称 当 % 关 时 所 有 元 ti 一 0 

的 氟 阵 为 对 角 和 矩阵 、 

定理 4.14 设 了 和 了 帮 为 有 限 维 线性 空间 且 dimy 一 n, dimW = mn, 假定 

TE VW) 并 令 7 = dimT(V) 表示 全 的 秩 , 那么 站 在 站 的 基 (ozm) 和 全 
的 基 (tw1,:… :um) 导 得 

了 fi 一 12 (4.14) 

T(r) = O, f=r+1 2 ,nN {4.15) 
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因此 , 了 甘于 这 对 基 的 短 阵 表示 {tik) 除 7 对 角 元 
1 


t11 = ta2 
外 的 所 有 元 都 为 零 . 
证 明 ”首先 我 们 构造 W 的 一 组 基 . 由 于 T(V) 是 W 的 子 空间 且 它 的 维 数 等 
于 7, 所 以 它 的 基 包 含 镀 中 的 > 个 元 素 , 设 它 的 基 为 ww1,… ,wr. 由 定理 4.7, 这 些 
元 素 构成 W 的 某 组 基 的 子 集 , 因此 存在 W 中 元 素 w+ ,um 使 得 
(1 py Wr Um) (4.16) 
为 久 的 基 ， 
接 下 来 我 们 构造 Y 的 基 . 基 (4.16) 的 前 + 个 元 素 w 中 的 任意 一 个 都 是 V 
中 至 少 一 个 元 素 的 象 , 对 w;, 任 取 Y 中 一 个 这 样 的 元 素 并 令 其 为 w, 则 对 i = 1， 
2,.… ,7, 都 有 To = wi, 所 以 它们 满足 条 件 (4.14)， 再 令 下 为 霉 空间 N(T) 的 锥 
数 , 由 零 化 度 加 秩 定 理 (定理 4.3), 我 们 有 十 + = xn. 由 于 零 空 间 的 维 数 为 &, 所 以 
它 的 基 包 舍 大 个 VV 中 元 素 , 设 它 的 基 为 v1,… ,w+ 这 些 元 素 满 足 条 件 (4.15). 
因此 为 了 证 明 本 定理 , 我 们 必须 证 明 有 序 集 
(ar (4.17) 
是 V 的 一 组 基 . 因为 dimY =n 一 7 十 ,所 以 只 需 证 明 这 些 元 素 线 性 元 关 . 
假定 这 些 元 素 的 某 个 线性 组 合 为 零 , 设 


了 十 大 


Dei = OO. {4.18) 
i=1 
将 变换 工 作用 在 上 式 两 边 , 再 由 条 件 (4.14) 和 {4.15), 我 们 得 到 
fr 十 下 Ea 
>》 eaT(as) 一 Da 一 总. 
i=1 i=1 
又 因为 ua 线性 无 关 , 所 以 ca = 二 oc = 0, 因此 式 (4.18) 中 前 > 项 为 零 ， 
于 是 可 将 它 简 化 为 
和 十 下 
> Ci 一 0. 
一 Fr 十 二 


由 于 woryk 枸 成 工 的 堆 空 间 的 基 , 所 以 它们 线性 无 关 , 因此 cr+lk = … = 
cr+5k 二 0. 于 是 式 (4.18) 中 的 所 有 系数 c; 都 为 零 , 从 而 有 序 集 (4.17) 中 的 元 素 构成 
V 的 一 组 基 . 定理 得 证 . 品 

例 ”参考 4.10 节 中 的 例 6, 其 中 DD 为 微分 算 子 , 它 将 次 数 < 3 的 多 项 式 空间 
V 里 到 次 数 < 2 的 多 项 式 空间 W 中 . 寿 此 例 中 , 工 的 值 域 为 W, 所 以 了 的 秩 为 3. 
应 用 定理 4.14 的 证 明 中 的 方法 , 我 们 任 选 W 的 一 组 基 , 例如 {1,x,z?), 那么 万 将 
元 素 (x, 372, 23) 分 别 映 为 (1,z,z?). 另外 我 们 选 常数 多 项 式 1 作为 万 的 零 空间 
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的 基 并 将 它 与 (z, 3z?, za) 合并 作为 Y 的 基 , 因此 我 们 选 (z, 4z2,3z3,1) 作为 V 
的 基 , (lz,z2) 作为 W 的 基 , 此 时 对 应 的 万 的 矩阵 具有 如 下 对 角形 式 : 
1 0 0 0 
0 1 0 0|. 口 
0D 0 dl 0 


4.12 习 题 


本 节 中 除非 特别 指明 , 否则 对 所 有 的 及 ", 我 们 者 取 单 位 杖 标 笛 量 作为 它们 的 基 . 此 针 除 非特 别 指明 , 所 
有 牵涉 到 线性 变换 了 :YY 一 作 的 矩阵 表示 的 习题 中 , 都 有 VV = 全 ,并 且 VW 和 W 取 机 同 的 基 . 
1. 求 了 ”到 可 " 的 以 下 各 线性 变换 的 插 阵 央 示 . 
(a) 恒 等 变换 . (b) 等 变换 . (ce) 与 纵 定 纯 坚 c 的 乘积 . 
2， 求 以 下 阁 投 影 的 忽 阵 . 
(a) TT : 民 3 一 及 2， 其 中 了 (zl zz3) 二 (1, 3). 
fb) TT: RS 一 民 2, 其 中 工 friyrayza] = (ro, za). 
{ce) T : RE 一 RY, 其 中 了 (el za, za £4) 78) = (x2, X53, C4). 
3. 线性 变换 工 ; 及 ? 一 了 2 对 基 向 量 纪 和 了 进行 如 下 映射 
T= #1 TI) = 2i—j 
(a) 用 和 了 表示 T{34 一 47) 和 T2(32 - 45). 
th} 求 工 和 T? 的 拭 阵 表示 . 
(0) 如 果 用 (e1, ez) 取代 全 六 作为 及 * 的 基 , 其 中 el 二 一 62 = 对 十 4, 求 了 利和 2 的 短 阵 表示 . 
和， 定义 线性 变换 工 : 及 2 一 网 ? 如 下 : 对 每 一 个 癌 量 (z, yy) 都 先 做 关于 yy 轴 的 反射 , 再 使 其 长 度 变 为 原来 
的 两 倍 从 而 得 到 Ttz,y), 求 了 了 和 了 2 的 旺 阵 . 
5， 令 工 :; 良 3 一 区 3 为 线性 变换 , 使 得 
T(R}) 一 2%+ 335+ 5k TI 二 TEI 二 + 和 = 了 一 点 . 
{a) 计算 工作 十 23 十 3 中 ] 并 求 工 的 等 化 度 和 秩 . 
fb) 求 工 的 什 阵 . 
6、 对 习题 5 中 的 变换 , 设 定义 域 和 值 域 的 若 都 为 (81,ez,es), 其 中 el = {2,3,5), ez = {1,0,0), ea = 
(0, 1, —1), 求 T 关于 新 天 人 的 垂 阵 表示 . 
7 线性 变换 了 : B3 一 及 > 对 忒 向 其 进行 如 下 映射 ; TE 一 (0,0), TF) = (1,1), TK) = (1, 一 1). 
(a) 计算 全 (经 一 了 十 怀 } 并 求 工 的 零 化 度 和 秩 . 
tp) 求 了 的 矩阵 ， 
(ce) 令 全 六 外 为 限 3 的 基 , (tw wz) 为 民 ” 的 基 , 其 中 wl = 站, 1) wz 二 (1,21, 求 工 关于 新 基 的 
矩阵 . 
人 td) 求 B3 的 基 (ei, ea,es) 和 及 ? 的 基 (wi1,wz) 使 得 了 关于 它们 的 矩阵 为 对 区 矩阵 ， 
8， 线 忻 变换 了 : 度 ?2 一 要 3 对 基 向 最 进行 如 下 上 映射; 开 ( 全 一 {1, 0, 1 T(7) = {一 1,0,1). 
(a) 计算 T(21 一 37) 并 求 了 的 零 化 度 和 秩 . 
fb) 求 工 的 矩阵 . 
[c) 求 及 2 的 基 (el ,ez) 和 R3 的 要 (wii aayuwa) 使 得 了 关于 它们 的 矩阵 为 对 鞠 阵 . 
9. 著 工 ( 宙 二 10 1 六 一 (11T, 求解 习题 8. 
10. 设 Y 和 人 WW 为 线性 空间 , 它们 的 锥 数 都 是 2 日 基 都 为 {e1,e2), 令 荆 :VV 一 W 为 桂 (el 十 ea) = 
3e1 十 9ez, T{3el 十 2e2} 一 7el 十 2362 的 线性 变换 . 
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{a) 计算 外 (es 一 e1) 并 求 了 的 堆 化 度 和 秩 ， 

fb) 求 了 关于 给 定 基 的 短 阵 . 

fe) 令 VW 的 基 仍 为 (e1,e2), 求 WW 的 形 如 {el 十 aez,2el 十 bez) 的 基 , 使 得 开关 于 这 个 新 基 的 矩阵 

为 对 角 托 阵 . 

习题 11~20 省 要 微 积分 知识 . 

在 由 全 体 实 值 孙 数组 成 的 线性 空间 中 ， 上述 各 元 素 组 部 线性 无 关 且 生成 一 个 有 限 维 空间 VW， 在 各 题 中 ， 
分 划 吧 给 定 元 素 组 为 WV 的 基 并 今 卫 ;Y 一 六 为 微分 算 子 , 求 DD 和 D? 关于 这 样 选 取 的 基 的 此 阵 . 


11. {sin ,cos z)}. . 12. {1,%,e”). 

13. {1 十 1 十 侣 十 B33). 14. {er, Se?). 

15. {— cosz,ginT). 16. {sin 2,cos ,taing, YeosTr). 
17. (eT sinz,eT cosz). 18. (er gin 3x,e22 cog $x), 


19. 设 Y 为 次 数 去 3 的 所 有 实 和 多项式 组 成 的 线性 空间 , 取 (1,z, ?223) 为 Y 的 基 , 令 门 为 微分 算 子 许 
信 工 :一 六 为 将 plz) 映 为 wp't{z) 的 线性 变换 , 分 别 求 以 下 各 变换 关于 结 定 基 的 短 阵 ; 
{ay T, (bh) DT. {0) TD. 
(d} TD - DT. (ce) T2. (ff) T2D? — D272., 

20， 参见 习题 19, 令 W 为 VY 在 TD 下 的 尊 , 求 VV 和 W 的 基 , 使 得 荆 户 关于 它们 的 红 阵 办 对 角 短 降 . 


4.13 矩阵 组 成 的 线性 空间 


如 前 几 节 所 述 , 短 阵 是 作为 线性 变换 的 表示 而 自然 引入 的 , 然而 矩阵 本 身世 有 
不 依赖 于 线性 变换 而 独立 存在 的 理由 . 此 时 , 它们 组 成 一 类 新 的 可 以 定义 代数 运算 
的 数学 对 但. 与 线性 变换 之 间 的 关系 是 我 们 引入 矩阵 的 动机 , 但 是 我 们 现在 暂时 不 

令 m 和 n 为 两 个 正 整 数 , 并 令 Jin 为 所 有 整数 对 (i,j) 组 成 的 集合 , 其 中 
1 i m, 1 jg nn, 我 们 称 定义 域 为 二 = 的 任意 函数 A 为 m x 矩阵 , 称 函数 
值 A(i,j) 为 该 矩阵 的 订 元 或 订 元 素 , 并 将 它 记 作 or， 习惯 上 我 们 用 如 下 mm 行 
n 列 秆 形 阵列 表示 它 的 所 有 应 数值 : 


dll 12 Un 
21 U22 dan 
QRml 度 r 四 rnn 


元 素 &i; 可 为 任意 一 种 对 象 . 通常 它们 是 实数 或 复数 , 然而 有 时 使 用 元 素 为 函数 等 
其 他 对 象 的 矩阵 更 为 方便 . 我 们 也 用 更 紧 潍 的 记号 
总 二 (gap )i pl 或 A= 【让 
表示 算 阵 . 如 果 m = n, 我 们 称 该 矩阵 为 方 阵 {square matrix), 我 们 也 称 1 xm 矩阵 
为 行 矩 阵 , 称 m x 1 算 阵 为 列 矩 阵 . 
当 且 仅 当 两 个 函数 的 定义 域 相同 且 定 义 域 中 每 个 元 素 的 函数 值 都 相等 时 , 这 两 
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个 函数 相等 . 由 于 和 拖 阵 是 函数 , 因此 当 且 仅 当 两 个 矩阵 4 = (giy) 和 吾 = (6;;) 的 
行 数 和 列 数 分 别 相 等 且 对 所 有 数 对 (i, 了 都 有 ai = bi; 时 , 这 两 个 矩阵 相等 ， 

现在 我 们 假定 矩阵 的 元 素 都 是 数 (可 以 是 实数 也 可 以 是 复数 ), 我 们 用 与 定义 
所 有 实 值 函数 或 复 值 函数 的 加 法 和 纯 量 溢 法 相同 的 方法 来 定义 矩阵 的 加 法 和 纯 量 
乘法 . 

定 凡 设 和 及 = (oj 和 百 = 人 po) 为 两 个 冲 X 凡 答 阵 ,e 为 任意 纯 量 , 定义 红 阵 
及 十 日 和 cA 如 下 : 

A+B= (0+hi), cA = (coij). 

仅 当 站 和 BB 的 行 数 和 列 数 分 别 灶 等 时 , 它们 的 和 才 有 意义 . 

例 车 


那么 我 们 有 


CDs-| 7 0 = |. 


我 们 将 元 素 全 为 零 的 m x 抑 阵 定义 为 零 惩 阵 OQ. 由 这 些 定义 易 证 所 有 mn x nn 
生 阵 组 成 的 集合 是 一 个 线性 空间 , 我 们 将 这 个 线性 空间 记 作 Mn， 当 和 矩阵 的 元 素 
为 实数 时 , Mm,n 是 实 线性 空间 ; 当 它 们 的 元 素 为 复数 时 , Mm 是 一 个 复线 性 空间 . 
易 证 Mn 的 维 数 为 mn. 事实 上 , 只 有 一 个 元 为 1, 其 余 元 为 0 的 rn 个 不 同 矩 阵 
构成 Mw.n 的 一 组 基 . 例如 , 下 面 六 个 矩阵 


1 00 D 1 0 0 D1 
0 00|: 0 0 0 oo0 ol 
000 0 00 0 00 
100| 0 101| 0 01| 
构成 所 有 2 x 3 矩阵 组 成 的 线性 空间 的 一 组 基 . 
4.14 ”线性 变换 与 矩阵 之 间 的 同 构 
我 们 回 过 头 来 考虑 矩阵 和 线性 变换 之 间 的 关系 . 令 V 和 低 为 有 限 维 线性 空间 
且 dmy ==n,dimW = rm, 选 定 V 的 基 (won 和 了 殉 的 基 (oa ,wm) 在 


接 下 来 的 讨论 中 , 我 们 将 一 直选 定 这 两 组 基 . 令 乡 ( 作 丈 ) 表示 V 到 W 的 所 有 线 
性 变换 组 成 的 线性 空间 . 若 工 E .2(V,W), 则 令 m(T) 表示 了 关于 上 述 两 组 基 的 所 
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阵 表示 . 由 前 面 的 讨论 可 知 , m{T) 可 如 下 确定 . 
将 每 一 个 基 元 素 ww 的 象 都 表示 为 W 中 基 元 案 的 线性 组 合 : 


Two) = 》 tiput, 大 一 12 ,mn (4.19) 
+=1 
则 经 就 是 m(T) 的 让 元 , 因此 我 们 有 
m(T) 一 《JR (4.20) 


等 式 (4.20) 定义 了 一 个 新 函数 zu 它 的 定义 域 为 儿 (V, WI), 它 的 值 都 是 Mn 
中 的 和 矩阵， 由 于 对 每 个 m x n 矩阵 , 都 存在 纤 (VW 中 的 了 使 它 等 于 m(T)}, 所 
以 m 的 值 域 为 Mw. 下 面 的 定理 告诉 我 们 , 变换 mm: 名 (VW) 一 Mmn 是 定义 在 
图 (YY 你 ) 上 的 一 一 线性 变换 . 

定理 4.15 (向 构 定理 } 对 多 (VW) 中 任意 日 和 卫 以 及 任意 纯 量 c, 我 们 有 

ms+T)= mH +n), meT) = em(T). 
要 进一步 ， 
m5) 二 mT】 必然 包含 5= 工 , 
所 以 名 在 (VW) 上 一 一 . 

证 明 ”矩阵 m(T) 由 表达 式 (4.19) 中 的 系数 & 组 成 , 类 似 地 , 矩阵 mx(5) 由 

下 述 各 式 


SV) = 》 St， k=1,2,... ,Nn. (4.21) 


4 一 1 
中 的 系数 sx 组 成 . 又 因为 我 们 有 
(S+ Tr) = (Bip + fi) (eT)(vk) = YCctig)ws, 
z=1 z=1 
所 以 了 可知 mS 十 了 = {si 十 tip) 二 m(9) + m(TY 内 及 mleT) = (etir) = elfig) = 
cm({T}. 于 是 m 的 线性 性 得 证 . 

为 了 证 明和 在 .多 ( 玫 ) 上 一 一 ,假定 m(5) = mlT) 其 中 8 = (sn), 人 T= (tx)， 
等 式 (4.19) 和 (4.21) 表明 对 任意 基 元 素 ww, 都 有 3fek) = Ton), 所 以 对 任意 VV 中 
的 z, 都 有 5(z) = 了 (rz), 因此 3 =T. 口 

注 函数 rm 称 为 个 同 构 .对 给 定 的 一 组 幕 , mm 建立 了 所 有 线性 变换 绍 成 的 集 各 四 (VW 与 所 有 
m x n 和 定 阵 组 成 的 集合 Mim an 之 同 的 一 个 一 一 对 应 关系 , 加 法 和 纯 量 乘法 在 这 个 对 应 关系 下 保持 木 变 . 我 
们 称 线 性 空间 多 (PC WY 和 Man 同 构 fisomorphic)， 顺 恒 握 一 上 下， 定理 4.11 表明 一 ' 厂 件 变换 的 定 尽 域 
和 值 域 的 维 数 相 同 , 国 此 dim 区 fw WY 二 dirn Mn 二 mn. 


如 果 玉 =W 县 我 们 为 V 和 全 选 的 基 相 同 , 那么 异 等 变 换 工 Y 一 Y 对 应 的 
犁 阵 ml 了) 是 一 个 n x n 对 角 矩 阵 , 其 主 对 角 线 上 的 元 都 为 1, 其 余 元 都 为 0. 我 们 
称 这 样 的 矩阵 为 恒 等 矩 阵 (identity matrix) 或 单位 矩阵 (unit matrix), 并 将 它 记 作 
了 , 当 我 们 想 要 强调 它 是 一 个 n x n 矩阵 时 , 将 它 记 作 工 ,. 


138 第 4 章 强 性 变换 . 短 阵 


4.15 ”和 矩阵 的 乘法 


有 些 线 性 变换 可 通过 复合 来 进行 相 简 . 接 下 来 我 们 将 定义 矩阵 的 习 法 , 在 这 种 
定义 下 , 两 个 矩阵 的 匀 积 对 应 它们 各 自 代 表 的 线性 变换 的 复合 . 

通过 前 几 节 的 讨论 我 们 知道 , 如 果 工 :UV 和 5 :VW 是 两 个 线性 变换 ， 
那 委 它们 的 复合 5T: VU 一 W 是 由 

(ST)(z) = SIT(zY， 对 TV 中 任何 x 

确定 的 线性 变换 . 

假定 VW 都 是 有 限 维 空间 , 设 

dimU=n, dimV=p, dimW = m. 

分 别 选 定 U,V W 的 基 . 关于 这 些 基 的 矩阵 表示 im{3) 是 一 个 m x p 算 阵 , 矩阵 表 
示 mtT) 是 一 个 p x n 矩阵 , 矩阵 表示 m(ST) 是 一 个 m x n 矩阵 . 通过 下 面 的 矩 
阵 乘 法 的 定义 , 我 们 可 以 推导 关系 m(ST) = rn(Sym(T) 并 从 而 将 同 构 关 系 推广 到 
乘积 上 . 

定义 (矩阵 的 乘积 ) 令 妈 为 任意 mm xp 矩阵 , BB 为 任意 pxn 给 阵 , 设 

A= (tay) B= (hy) 


则 定义 (有 序 ) 积 4 为 训 xn 姑 阵 局 = (cij), 其 中 人 的 订 元 素 由 


» 
ci = aapbys (4.22) 
确定 天 一 二 
注 除非 左 因子 4 的 列 数 与 右 因 子 BB 的 行 数 相等 , 否则 积 4 无 意义 . 
在 本 节 中 , 我 们 用 记号 A; 表示 4 的 第 i 行 , 五; 表示 BB 的 第 ; 列 . 车 将 它们 
看 作 p 维 阿 量 , 则 式 (4.22) 中 的 和 即 为 点 积 4i . .Bi, 也 就 是 说 , 4B 的 订 元 素 是 
入 的 第 i 行 与 B 的 第 j 列 的 点 积 : 
AB(A,. Bi}ym” 


17=1" 


因此 我 们 可 将 矩阵 乘法 看 作 是 点 积 的 推广 . 


4 6 
3 1 2 
例 1 令 4= | ] 中 = 1 
一 个 3x2 矩 阵 ,所 以 4B 是 一 个 2 x 2 矩阵 . 将 4 的 各 行 看 作 是 R3 中 的 向 量 ， 
那么 我 们 有 4: = (3,1,2), Az = {一 1,1,0), 将 B 的 各 列 看 作 是 有 R 中 向 量 , 那么 我 
们 有 吾 ! = (4,5,0), B? = (6, 一 1,2}. 因此 积 AB 由 
A1.B! A,.B?’ i7 21 
As.B! 入 |-| | 


, 由 于 和 是 一 个 2x3 拖 阵 , 吾 是 


4| 
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确定 . 口 
2 1 -3 
例 2 44=-|1 2 -| | wavam 
2 
3 x 1 和 矩阵, 所 雇 4B 是 由 
[22] 
A2:B 8 
确定 的 2 x 1 矩阵 , 
例 3 如 果 有 A 和 BB 为 大小 相同 的 方 阵 , 那么 4B 和 BA4 都 有 意义 . 例如 , 若 


‘| 


4 | | a4-| | 
2 一 2 3 12 
本 例 表 明 , 一 般 来 说 , 4B 关 BA. 如 果 4 如 = 吾 4. 那么 我 们 说 4 和 B 可 交换 . 


例 4 设 工 为 pxp 单位 矩阵 , 则 对 任意 px 如 矩阵 4 都 有 五 4 = 4, 对 任 
意 m xwp 算 阵 B 痢 有 BI, = B. 例如 


那么 我 们 可 得 


1 0 0 2 2 1 0 0 
1 2 3 1 2 3 

0 1 0 3 |=|3|, 0 1 0|= ， 
4 5 6 4 5 6 

9 0 1 生 4 BO 1 


接 下 来 我 们 证 明 复合 变换 5T 的 矩阵 表示 等 于 5 的 矩阵 表示 m5) 与 了 的 矩 
阵 表示 m(T) 之 积 . 

定理 4.16 设 T:U 一 V 和 55:V 一 玉 为 两 个 线性 变 挨 , 其 中 WW 为 有 
限 锥 线性 空间 , 那么 在 选 定 DU VT 的 基 之 后 , 5S,T,ST 的 矩阵 表示 之 间 前 关系 满 
尽 等 式 


m(ST) = m(S)m(T). 

证 了 明 ”假定 dim U0 = nn, dim = p, dimW 二 m, 分 别 选 定 线性 空间 VW . 
的 基 , 设 已 的 基 为 (wi,… ,wn), VV 的 基 为 (v1,… ,vp), W 的 基 为 (21,.… ,wn), 那 
么 3 和 了 关于 这 些 基 的 矩阵 表示 分 别 为 


mt(S) = (si) 01 其 中 Su) 一 > Sik tis k= 1,2,... ,Db, 
zl 


I 
m(T) = (ty) 时， 其 中 Ta) 一》 tyve 7 二 1,2,. 
天 一 1 


因此 我 们 有 
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Pp Fp Ta ™m np 
ST(uj) 一 Ss[T(u)] 一 tjS(on) 一 Dts > ， 二 i 二 > 二 nt] Wis 
EK=1 k 二 1 t=1 t=1 “k=1 
于 是 我 们 有 


下 一 圭 

我 们 已 经 指出 矩阵 的 乘法 并 不 总 是 可 交换 的 ， 下 面 的 定理 表明 它 总 是 满足 结 
合 律 和 分 配 律 . 

定理 4.17( 和 矩阵 霖 法 的 结合 律 和 分 配 律 ) 给 定 契 阵 A, B,C. 

(a) 如 果 积 有 (BO) 和 (4B)C 都 有 意义 , 那么 我 们 有 

A(BO) = (4BIC (结合 律 )， 

(fb) 根 定 4 和 B 的 行 数 相 同 , 列 长 也 相同 , 如 果 有 AC 入 CC 都 有 意义 , 那么 

我 们 有 


p 1 
m{ST) 一 > ce 一 m(S)m(T). 口 
ti.j=1 


(和 十 晶 ] 口 一 AC + BO (二 分 配 律 ). 
此 外 如 果 c 生 和 cB 都 有 意义 , 那么 我 们 有 
Cf 和 A 有 A+B) 一 CA+CB (去 分 配 律 )， 
证 明 ”可 由 算 阵 羔 法 的 定义 直接 推导 这 几 条 性 质 , 但 是 我 们 更 希望 用 线性 变 
换 与 矩阵 之 间 的 联系 来 证 明 本 定理 ，3 引 入 有 限 维 线性 空间 U,V Wy, 和 定义 在 它 
们 上 面 的 三 个 线性 变换 工 ;: 一 ,8:T 一 全, 六: 全 一 天 使 得 对 选 定 的 基 , 我 
们 有 
A=m(R), B=mS, C=m(T). 
由 定理 4.16, 我 们 有 mtR5) = 4B 和 mm(S5T) = BC， 由 隐 数 复合 的 结合 
我 们 可 知 RA(S5T) = (RS)Y', 对 此 式 再 一 次 用 定理 4.16, 我 们 得 到 m(R}m(5T) = 
m(RSYm(T), 即 A4(BO) = (4 五 JC 这 证 明了 性 质 (a), 同 理 可 证 性 质 (by. 
定 兴 〈 矩 阵 的 害 ) ”车 所 是 一 个 方 阵 , 则 归纳 定义 骨 的 慧 数 窜 如 下 : 
.40 一 开 A"= AA"-! nl1. 
读者 可 证 明 同 一 个 矩阵 的 整数 茵 可 交换 , 即 4"4m = 4m 4 且 它 满足 指数 
定律 A"A™ = A"™+™. 


4.16 习 题 


1 2 2 2 
_ 1 -4 2 ， 
1. 给 定 短 阵 4 | |.a= = <- E -1|, 计 算 量 + AB, BA. AC, 


一 4 一 2 
5 一 2 1 一 3 


Ca 和 A[2B 30). 


2. sa-j 2 |， 来 所 有 2 x 2 短 阵 如 ,使 得 (6) AB-O,() BA=0O. 
3. 分别 为 以 下 各 题 求 满足 纵 定 等 式 的 &,b, c,d: 
[on in 忆 1 
四 1000 bi |9 
Mio 1 og9 el 6 
0 0 0 1 a 5 
1 0 2 0 
ob) a 四 ¢ a D 0 1 1 _|1 0 8 § 
|1 492 0 100| 119 8 4| 
0 0 1 
4.， 为 以 下 各 矩阵 上 和 瑟 分 别 计算 4 五 - BBA; 
1 2 2 4 1 1 
(I A=|2 1 2|1,8=| -4 2 0|. 
1 2 3 1 2 1 
2 0 0 3 1 -2 
(tb) 到 = 1 1 2 B= 3 -2 4|. 
-1 2 1 -3 5 11 
5.， 如 果 及 是 方 阵 , 证 明 对 所 有 整数 m 六 信 于 六 0 都 有 A?A™ 二 A™TA*. 
1 1 1 2] ，， 
6 人 4= | ,由 全 = |。 | 并 计算 An， 
图 Cos —pBing a coa20 —sin2g 站 i 
7 A | | 双开 有 4 = [2g 2g | 闪 计算 A" 
1 1 1 1 2 3 
8. 令 4=|0 1 1|, 驻 证 A2=10 1 2|, 计 算 A3 和 A4, 猜测 一 个 计算 4m 的 公式 并 
0 0 1 gy 0 1 
法 证 明之 . 
9 44-| 1 1 42 一 24 了 并 计算 A100. 
10， 求 满足 A 二 口 的 所 有 2 x 2 捧 阵 A. 
11. ta) 证 明 当 且 仅 当 3 x 2 短 阵 六 与 四 个 矩 阵 
1 0 D 1 0 0 0 0 
oo 日 | 0 ol 1 0 | 0 1 
都 可 交换 上 时， 及 与 所 有 2 x 2 化 阵 都 可 交换 . 
fb)] 求 所 有 这 样 的 知 阵 A. 
12. 2x2 插 阵 
1 0 1 0 1 
0 T | ce 一 | 0 -1 | 
都 满足 等 式 42 = 了, 其 中 5 和 ce 为 任意 实数 . 求 所 有 满足 A? = 工 的 矩阵 让 . 
13. 溢 


4.16 可 


2 一 
4=| ! 
一 2 3 


| | 


7 6 
9 8 


| . 


| . 


题 


141 


有 归 续 
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求 所 有 2 x 2 谢 阵 妇 和 也, 使 得 4C = 一 吾 以 及 也 4= 吾 . 
14，{a) 验证 2x 2 卸 阵 入 一 | | 和 号 = |， 2| 不 满足 代数 公式 
(A+EB):= A +2AB+B:, {A+B(A- B=A:-B? 
{b) 收 改 这 些 会 式 的 右边 使 所 得 公式 对 所 有 请 阵 如 和 B 者 成立 
(c) 什么 样 的 矩阵 入 和 吕 满足 (3a) 中 的 公式 ? 
15， 为 以 下 关于 n x n 给 阵 的 各 命题 提供 证 明 域 举 出 反例 : 
fa 送 {4 一 百 )2 一 (4+ B)?, 则 AlB= BA?. 
中医 和 二 了 , 则 及 = 了 或 及 = 一 I 


4.17 ”在 线性 方程 组 中 的 应 用 


信和 = (aij) 为 给 定 m xn 短 降 , 其 中 ai 为 数 , 并 令 上 ,cm 为 mm 个 数 , 那 
么 形 如 


Th 
ak = t=1,2,..- 7 【4.23) 
R=1 


的 方程 组 称 为 由 m 个 ”元 线性 方程 组 成 的 方程 组 . 这 里 我 们 将 x1,… , xn 看 作 未 
知 元 、 我 们 称 满足 方程 组 中 所 有 方程 的 任意 n 元 组 为 该 方程 组 的 一 个 解 , 称 矩 泗 
站 二 (aij) 为 该 方程 组 的 系数 矩阵 . 

可 用 线性 变换 语言 来 描述 线性 方程 组 ， 取 单位 坐标 向 量 作为 R&R* 和 Rm 的 
基 , 那么 系数 秆 阵 A 确定 一 个 线性 变换 工 : 有 &" 一 及 ™, 该 线性 变换 将 R" 中 向 车 
2 一 (z1 ;Xn) 映 为 有 Rw 中 由 如 下 m 个 线性 方程 给 出 的 向 量 (1,… ,yn): 


Yi 二 ik Tk 1 = 1,2,..，' "1. 


上 一 1 
方程 组 (4.23} 可 简写 为 


T(E) = ©, 
其 中 ec = (ci1,… ,cm) 为 有 RW 中 的 向 量 且 它 的 各 分 量 分 别 为 式 (4.23) 中 的 各 常数 
项 . 当 是 仅 当 在 工 的 值 域 中 时 , 方程 组 有 解 . 若 及 * 中 怡 有 一 个 m 的 象 为 = 那 
么 方程 组 有 唯一 解 , 若 有 多 个 x 的 象 为 c, 那么 方程 组 有 多 解 . 
例 1 (一 个 无 解 的 方程 组 ) 方程 组 zy = 1, w++y 二 2 由 两 个 二 元 一 次 方程 
组 成 , 由 于 两 个 数 之 和 不 可 能 既是 1 又 是 2, 所 以 该 方程 组 无 解 . 口 
例 2 (有 了 唯一 解 的 方程 组 ) ”方程 组 x+Ty=1l,rz-y=0 由 两 个 二 元 一 次 方程 
组 成 , 它 有 唯一 解 {zx,y) = (二 , 二). 
例 3 (有 多 解 的 方程 组 ) ”方程 组 z 十 y = 1 由 一 个 二 元 一 次 方程 组 成 , 它 有 无 
穷 多 解 . 任意 两 个 和 为 1 的 数 都 是 它 的 解 . 口 
对 任意 方程 组 (4.23), 我 们 可 将 它 与 另 一 个 方程 组 
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中 
Yairk = 0 i= 1,2,...,m, {4.24) 
=1 


联系 起 来 , 可 用 0 代 蔡 方程 组 (4.23) 中 所 有 c; 从 而 得 到 这 个 新 方程 组 .我 们 称 这 
个 新 方程 组 为 对 应 于 方程 组 (4.23) 的 齐 次 线性 方程 组 ， 如 果 c 关 O, 则 称 方程 组 
{4.23) 为 非 齐 次 线性 方程 组 . 当 且 仅 当 Rn" 中 向 量 ww 满足 

T(x) = OO, 
时 , 称 它 满足 该 齐 次 方程 组 , 其 中 了 为 由 该 系数 矩阵 确定 的 线性 变换 . 齐 次 方程 组 
总 有 解 z = 口 , 它 世 可 能 有 其 他 解 . 齐 次 方程 组 的 解 集 是 工 的 零 空间 . 下 面 的 定理 
描述 了 齐 次 方程 组 的 解 与 对 应 的 非 齐 次 方程 组 的 解 之 间 的 关系 . 

定理 4.18 假定 非 齐 次 方程 组 (4.23) 有 和解 5. 

(a) 如 果 向 量 2 是 非 章 次 方程 组 (4.23) 的 解 , 那么 向 量 二 一 b 是 它 对 应 的 
齐 次 方程 组 (4.24) 的 解 . 

(b) 如 果 向 量 吕 是 齐 次 方程 组 (4.24) 的 解 , 那 各 向 量 冲 = 了 1) 十 二 是 非 齐 次 方程 
组 {4.23) 的 解 . 

证 明 令 工 :Rnr 一 有 ”为 如 前 记述 的 系数 矩阵 A 确定 的 线性 变换 , 由 于 p 
是 非 齐 次 方程 组 (4.23) 的 解 , 所 以 我 们 有 了 (B) = ec 令 和 vw 为 民 " 中 两 个 向 量 且 
二 一 忆 , 则 由 人 工 的 线性 性 我 们 有 

Ty) = T(r- = Tr) — TH = T(r)—e. 
所 以 当 且 仅 当 To = O 时 , 了 T(w) = e 这 同时 证 明了 (ay 和 {bY. 口 

上 述 定理 表明 , 可 将 求 非 齐 次 方程 组 的 所 有 解 的 问题 很 自然 地 分 为 两 部 分 : 
(1) 求 齐 次 方程 组 的 所 有 解 v(T 的 零 空 间 ); (2) 求 非 齐 次 方程 组 的 一 个 特 解 5. 再 
将 上 5 与 工 的 零 空 间 中 的 所 有 向 量 相 如, 就 得 到 非 齐 次 方程 组 的 所 有 解 x =v 廿 五 

令 上 表示 工 的 竺 空间 NT) 的 维 数 . 如 果 我 们 找到 齐 次 方程 组 的 个 线性 无 
关 解 1,，… ,wh 那么 它们 将 构成 wz) 的 一 组 基 , 而 且 我 们 可 以 通过 构造 所 有 可 
能 的 线性 组 合 


如 一 和 91 十 -十 不 时 和 
获得 N(T) 中 的 所 有 vw, 其 中 五 ，… ,要 为 纯 量 , 我 们 称 该 线性 组 合 为 齐 次 方程 组 的 
通 解 (general solution). 如 果 6b 是非 齐 次 方程 组 的 一 个 特 解 , 那么 
T=b+iv1 二 td 

确定 它 的 所 有 解 x, 我 们 称 这 个 线性 组 全 为 非 齐 次 方程 组 的 通 解 . 这 样 我 们 可 将 定 
理 4.18 重新 描述 如下: 

定理 4.19 令 芽 : 及? 一 及” 为 满足 T(x) = y 的 线性 变换 ,其 中 如 = 
(T1100  Tn)y Y = 有 
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各 
Wi 一 六， ai 和 一 二 3 
开 一 1 


令 上 表示 械 的 老化 度 , 如 果 1，… ,pp 为 章 次 方程 组 人 (zw) 一 昌 的 天 个 线性 无 关 
解 , 且 台 为 非 刘 次 方程 组 T(z) = e 的 一 个 特 解 , 那么 非 齐 次 方程 组 的 通 解 为 
省 一 五 十 丰 21 十 十 不 安 K， 

其 中 站 成 为 任意 纯 量 ， 口 

上 述 定理 并 没有 说 明 如 何 判 断 非 齐 次 方程 组 是 否 有 特 解 b, 它 也 没有 说 明 如 何 
求 齐 次 方程 组 的 解 v1,.… ,vs， 然而 它 确实 告诉 我 们 当 非 齐 以 方程 组 有 解 时 , 我 们 
将 会 得 到 什么 . 下 面 的 例子 尽管 很 简单 , 但 是 它 演示 了 这 个 定理 . 

例 包含 一 个 二 元 方程 z+y = 2 的 方程 组 对 应 的 齐 次 方程 组 包含 方程 x+Y = 
0, 因 示 , 零 空 间 包 含 R? 中 形 如 (t, 一 磋 的 所 有 向 量 , 其 中 t 为 纯 量 , 由 于 {t, 一 t) = 
tf1, 一 1), 所 以 它 是 及 2 的 一 个 一 维 子 空间 , 且 (1, 一 1) 是 它 的 基 向 量 , 非 齐 次 方程 组 
的 一 个 特 解 是 (0,%), 因此 非 齐 次 方程 组 的 通 解 由 

(zy) = (0,2)+tl,-1)， 或 z=t y=2—4, 

确定 , 其 中 t 为 任意 纯 量 . 


4.18 ”计算 技术 ，。 Gauss-Jordan 消 元 法 


接 下 来 我 们 讨论 如 何 具体 计算 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 问题 . 尽管 有 很 多 方法 
可 以 用 来 解 这 个 问题 , 但 是 当 方 程 组 较 大 时 , 它们 的 计算 量 都 很 大 . 

我 们 将 讨论 一 个 广泛 使 用 的 方法 , 这 个 方法 称 为 Gauss-Jordan 消 元 法 (elimi- 
nation method). 与 其 他 方法 相 比 , 它 比较 简单 且 比 较 容易 在 计算 机 上 编写 程序 . 事 
实 上 , 人 们 为 这 种 方法 编写 了 很 多 求解 特定 大 规模 方程 组 的 不 同 的 计算 机 程序 

Gauss-Jordan 消 元 法 包含 三 类 作用 在 线性 方程 组 的 各 个 方程 上 的 基本 运算 : 

(1) 变换 两 个 方程 ; 

[2) 用 一 个 非 零 纯 量 乘 一 个 方程 中 的 所 有 项 ; 

(3) 将 一 个 方程 的 纯 量 倍数 加 到 另 一 个 方程 上 . 

每 当 对 方程 组 进行 一 个 这 样 的 运算 时 , 我 们 都 将 得 到 一 个 新 的 方程 组 , 而 且 这 
两 个 方程 组 的 解 集 相 同 . 我 们 称 解 集 相同 的 两 个 方程 组 等 价 (equivalent). 对 方程 组 
系统 地 进行 这 样 的 运算 后 , 我 们 景 终 将 得 到 一 个 等 价 的 方程 组 ,而 用 通过 观察 即 可 

我 们 将 通过 一 些 例 子 来 演示 这 种 方法 了 解 了 这 些 例 子 , 读者 就 会 清楚 在 一 般 
情况 下 如 何 使 用 这 种 方法 求解 方程 组 . 

例 1 (有 唯一 解 的 方程 组 ) ”考虑 方程 组 
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2T 一 5 十 42 一 一 3 
了 一 2 十 二 一 睛 


T—4dyt+6z= 10, 
这 个 方程 组 有 一 个 特 解 x = 124, y = 75, = 31, 我 们 将 使 用 Gauss-Jordan 消 元 法 
获得 这 个 解 . 为 了 简便 起 见 , 我 们 并 不 打算 不 断 重 复 书写 x, y, x 和 等 号 , 而 是 对 增 
广 和 矩阵 (augmented matrix) 


2 -5 4|-3 
1 -2 1| 5 (4.25) 
1 -4 6|10 


作 相 应 的 运算 , 这 里 增 广 和 矩阵 是 通过 将 方程 组 中 等 号 右边 的 部 分 写 在 系数 逢 阵 的 右 
边 而 得 到 的 矩阵 , 前 面 所 述 的 三 种 基本 运算 是 作用 在 增 广 矩阵 的 行 上 的 , 所 以 称 作 
行 运算 {row operation. 在 求解 过 程 中 的 任意 一 步 , 我 们 都 可 播 入 字母 x,y,z 并 沿 
着 竖 线 插入 等 号 , 从 而 重新 得 到 各 方程 . 我 们 的 最 终 目的 是 在 进行 一 系列 运算 后 获 
得 增 广 和 矩阵 


124 
75 
31 


(4.26) 


1 0 0 
0 1 0 
J 0 1 


它 对 应 的 方程 组 为 
z= 124, y=75, ?= 31, 
它 给 出 了 我 们 需要 的 解 . 
求解 过 程 的 第 一 步 是 使 矩阵 的 左上 角 的 元 素 为 1. 为 此 , 我 们 可 将 矩阵 (4.25) 
的 第 一 行 与 第 二 行 或 第 三 行 交 换 , 也 可 以 用 3 绞 它 的 第 一 行 , 这 里 我 们 选择 交换 抢 
阵 的 前 两 行 , 此 时 我 们 有 


1 —2 1 5 
2 一 5 4 和 4| -3 
1 ~4 6| 10 


下 一 步 是 使 第 一 列 的 其 余 元 素 为 零 旦 保持 第 一 行 不 变 . 为 此 我 们 用 -2 乘 第 -- 
行 并 将 所 得 结果 加 到 第 二 行 上 , 然后 再 用 -1 乘 第 一 行 并 将 所 得 结果 加 到 第 三 行 ， 
通过 这 两 个 运算 我 们 得 到 


1 -2 1| 5 
0 -1 21-13 |. (4.27) 
0 -2 5| 5 


现在 我 们 对 与 两 个 零 相 邻 的 较 小 的 矩阵 ss 


| 重复 上 述 过 程 . 可 用 _1 
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乘 算 阵 (4.27) 的 第 二 行使 它 的 左上 和 角 为 1, 这 样 得 到 和 矩阵 


1 一 2 1| 8 
如 1 —2113 |. 
D 一 2 5 | 5 


用 2 乘 第 二 行 并 将 所 得 结果 加 到 第 三 行 , 我 们 得 到 


1 -2 1|5 
0 1 -2|13 |. (4.28) 
0 0 1|3l 


此 时 对 应 的 方程 组 为 
一 2y 十 zz 二 
¥— 2z= 13 
之 一 31. 
最 后 一 个 方程 告诉 我 们 * 的 值 . 为 了 求 = 和 y, 我 们 由 下 到 上 求解 方程 , 从 而 得 到 
zz 一 31，Y 一 13 十 22 一 13 十 62 一 75，Y 一 5 十 2 一 2 一 5 十 150 一 31 一 124， 


我 们 也 可 以 继续 进行 Gauss-Jordan 过 程 并 将 第 二 列 和 第 三 列 中 对 角 线 上 方 的 所 有 
元 作为 等 . 用 2 乘 矩 阵 (4.28) 的 第 二 行 并 将 所 得 结果 加 到 第 一 行 , 我 们 得 到 


1 0 一 3|31 
0 1 -2|13 
0 0 1 | 31 


最 后 , 我 们 用 3 乘 第 三 行 并 将 所 得 结果 加 到 第 一 行 , 然后 再 用 2 笑 第 三 行 并 将 所 得 
结果 加 到 第 二 行 , 从 而 得 到 矩阵 (4.26). 


例 2 (有 多 个 解 的 方程 组 ) ”考虑 下 面 由 三 个 五 元 方程 组 成 的 方程 给 : 
| 2z 一 5Yy 十 4% 十 包 一 二 一 3 


T— dy+2—d+v 二 $5 (4.29) 
z— dy+fz—2u—Y = 10, 


它 对 应 的 增 广 算 阵 为 


2 —5 4 1 一 1 
1 -2 1 一 ! 1 5 
1 一 4 6 2 一 1L| 10 


其 中 z,y,z 的 系数 和 等 号 右边 的 元 素 与 例 1 中 的 相同 . 当 我 们 进行 与 例 1 中 相同 
的 行 运算 后 , 最 终 将 得 到 增 广 算 阵 


—3 


FE 


一 16 19 
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站 10 -9 11 

001 -3 4 


124 
75 | . 
31 
可 用 4 和 求解 上 式 对 应 的 方程 组 中 的 zy, 2 
| T= 124++ 16%w— 19v 


y= 75+98— 1iv 
衬 一 中 十 3U 一 4 
所 以 我 们 可 用 w 和 wv 表示 RR5 中 的 解 向 量 (x,y,z, tw,v) 如 下 : 
(zy, 2 0) = (124 + 16u — 19075+ Ou — 11v,31+ Bu — 4v,u,b). 
合并 4 和 4 的 同类 项 , 我 们 可 重 写 解 向 量 为 如 下 形式 : 
[2 2 am) = (124,75,31,0,0) + wu(16,9,8,1,0) + vw{(—19,—11, —4,0,1). 
该 等 式 用 两 个 参数 w 和 wv 给 出 了 方程 组 的 通 解 , 向 量 (124,75,31,0,0) 是 非 齐 次 方 
程 组 (4.29) 的 一 个 特 解 ; 向 量 (16,9,3, 1,0) 和 向 量 (~19, 一 11, 一 4,0,1) 是 对 应 的 齐 
次 方程 组 的 两 个 解 , 由 于 它们 线性 无 甘 , 所 以 它们 构成 了 齐 次 方程 组 的 解 空间 的 一 
组 基 . 
例 3 (无 解 的 方程 组 )” 考虑 方程 组 
22— 5y+ 4z=—3 
T—2y+z2=5 (4.30) 
zz 一 4 十 5 二 10. 
该 方程 组 与 例 1 中 的 方程 组 几乎 完全 相同 , 它们 的 差别 仅 在 于 第 三 个 方程 中 z 的 
系数 : 它 在 例 1 中 为 6, 在 本 例 中 为 5. 方程 组 (4.30) 对 应 的 增 广 矩阵 为 


2 -5 4|-3 
1 -2 1| 5 
1 -4 5| 10 
应 用 例 1 中 将 矩阵 (4.25) 变换 成 矩阵 (4.28) 的 行 运算 , 我 们 得 到 增 广 矩 阵 
1 -2 1|5 
0 1 -2|13 |， (4.31) 
0 0 0|3l 


当 我 们 将 最 后 -一 行 表 未 为 方程 形式 时 将 得 到 0 = 31, 这 是 不 可 能 的 ， 由 于 方程 组 
(4.30) 和 (4.31) 等 价 , 所 以 大 方程 组 无 解 . 

在 上 述 所 有 和 例子 中 , 方程 的 个 数 都 不 大 于 未 知 数 的 个 数 , 对 方程 个 数 比 未 知 数 
个 数 大 的 方程 组 , 仍 可 用 Gauss-Jordan 消 元 法 求解 . 例如 , 若 我 们 考虑 鲍 1 中 的 方 
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程 组 , 它 的 解 为 > = 124,y = 75,z 二 31. 如 果 我 们 将 这 组 解 满足 的 其 他 方程 (例如 
方程 2x 一 3y 十 z = 54) 添加 到 该 方程 组 中 , 那么 应 用 Gauss-Jordan 消 元 法 后 我 们 
将 得 到 增 广 先 阵 


避 总 一 
已 所 


0 
0| 75 
1 
0 .00 
它 的 最 后 一 行 全 为 零 . 然而 如 果 我 们 将 这 组 解 不 满足 的 方程 (例如 十 y 十 z= 1) 
添加 到 方程 组 中 , 那么 应 用 Gauss-Jordan 消 元 法 后 我 们 将 得 到 形 如 
1 0 01124 
0 10| 75 
0 0 1|31 
000| na 


的 增 广 算 阵 , 其 中 a 了 0. 此 时 矩阵 的 最 后 一 行 给 出 一 个 矛盾 的 方程 0 = a, 这 说 明 
方程 组 无 解 . 


4.19 方 阵 的 逆 


定义 (〈 非 奇异 和 矩阵) ” 令 和 = (aij) 为 nxn 方 降 , 如 果 有 nxn 短 阵 刀 使 得 
怠 太 一 了 ,其 中 工 为 xm 单位 算 阵 , 那么 称 44 为 非 奇 异 窍 阵 (nonsingular matrix)， 
县 称 五 为 入 的 左 递 . 

定理 4.20 (a) 如 果 nxn 拭 阵 和 有 左 弟 吾 , 那 双 如 也 是 及 的 右 六 ， 即 
4 召 = 了 工 且 4 公有 一 个 左 递 . 

fb) 如 果 兄 xn 厢 阵 4 有 去 递 吾 , 那 各 BB 也 是 入 的 左 道 , 所 以 AA 非 奇 异 . 

(a) 的 证 明 ”选单 位 坐标 向 量 作为 Rn 的 基 , 并 令 了 :Rn 一 Rn 是 以 mm 人 2) = 有 
为 矩阵 表示 的 线性 变换 . 首先 我 们 证 明 由 T(z)y = OO 可 得 w = O, 从 而 证 明 了 可 道 . 

任 取 一 个 使 Tfz) = O 的 x, 令 这 为 由 zw 的 各 分 量 组 成 的 mn x 1 列 矩阵 ， 由 
于 Ti(m) = O, 所 以 盾 阵 笑 积 4X 是 一 个 元 素 全 为 零 的 n x 1 列 矩 阵 , 所 以 对 任意 
nxn 第 阵 B, B(4 四 } 也 是 一 个 元 素 全 为 零 的 nx 1 列 姑 阵 , 所 以 如 果 吾 是 4 的 
左 道 , 那么 我 们 有 

Bl(AX)= (BA)X = IX 一 成， 
所 以 下 的 所 有 分 量 都 为 0, 因此 了 可 道 , 它 的 堪 道 唯一 旦 同时 也 是 了 的 右 道 . 等 
式 T2 = 了 工 表明 mfTmtT-) = 了 工 即 4m(T-!1) = 了 用 B 左 弱 此 式 两 边 可 得 
mT71) = B, 所 以 m(T)m(T-1) = 了 表明 45 = 了 ,于 是 BB 也 是 A 的 右 逆 . 最 后 ， 
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如 果 C 也 是 4 的 左 道 , 那么 BA 一口 A4 二 了 ,用 B 右 乘 等 江 CA = 了 的 两 边 可 知 
OC 一 ,所 以 4 仅 有 一 个 左 道 ， 

(b) 的 证 明 ”如 果 4B = 工 那 么 BB 有 左 逆 4, 因此 我 们 可 对 B 用 (a) 中 结 
论 并 推导 得 到 4 也 是 BB 的 右 道 , 所 以 BA = 工 这 表明 BB 是 A 的 左 族 , 所 以 4 
非 奇异 . 口 

定理 4.20 表明 , 若 一 个 方 阵 有 左 道 或 右 道 , 那么 名 是 非 奇 异 扎 阵 ， 且 此 时 它 的 
去 道 等 于 它 的 右 逆 (可 将 矩阵 与 函数 作 比 较 , 函数 可 能 有 多 个 右 道 , 也 可 能 没有 左 
道 ) 如 果 4 非 奇 异 且 B 是 它 的 左 ( 右 ) 闭 , 那么 号 4 = 4B = 了 ,我 们 称 恕 为 A 
的 逆 并 记 作 A-!, 由 于 4-14 = AA-!= 了 所 以 4A-! 也 非 奇 异 且 A 是 它 的 道 ， 
另外 我 们 也 注意 到 , 当 且 仅 当 线性 变换 了 的 矩阵 表示 m(T) 可 着 时 , 了 可 道 . 

如 果 非 奇异 nw x n 纺 阵 4 的 道 已 知 ,我们 可 用 4 的 道 求解 以 4 为 系数 矩阵 
的 由 ”个 ”元 方程 组 成 的 线性 方程 组 , 例如 , 方程 组 


n 
aikzk = Ci 和 一 1,2,. ,NN, 
Ek 二 


可 简单 地 写 为 矩阵 方程 
AXX=O, 
其 中 4 = (gij) 为 系数 矩阵 , 天 和 局 为 下 列 矩阵 : 


如 果 A 非 奇异 , 那么 方程 有 唯一 解 和 = 4-1C. 这 可 看 作 初 等 代数 中 类 似 结果 的 
推广 , 在 初等 代数 中 线性 方程 az = c 在 4a 关 0 时 有 了 礁 一 解 x = a-ic. 

用 公式 互 = A-1C 解 方程 组 看 上 去 很 简单 , 其 实 却 不 然 . 仅 当 4-1 已 知 时 ， 
它 才 有 用 . 求 A 的 问题 当 x 较 大 时 可 能 令 人 难以 招架 . 事实 上 , 它 与 解 n 个 独 
立 的 非 齐 次 线性 方程 组 等 价 . 设 4 = (ai) 非 奇 异 , 令 4 1 = (人 5) 为 它 的 道 , 如 下 
n2 个 方程 给 出 了 4 与 4 1 的 元 之 同 的 关系 : 


Danby = i= 1,2,...,n, (4.32) 
k=1 


其 中 oo 为 单位 矩阵 的 订 元 : 若 i 二 7 则 cj = 1; 车 i 关 j 则 6; = 0. 对 每 一 个 
我 们 都 可 将 (4.32} 看 作 一 个 包含 n 个 线性 方程 和 m 个 未 知 数 by, b2;,:… ,bnj 县 
系数 矩阵 为 4 的 非 齐 次 方程 组 . 由 于 4 非 背 异 , 每 一 个 这 样 的 方程 组 都 有 唯一 解 ， 
由 BB 的 第 ; 列 . 所 有 这 样 的 方程 组 的 系数 算 阵 都 为 4, 它们 的 差 蜀 仅 在 等 号 右边 ， 
例如 , 车 4 是 一 个 3x3 矩 阵 , 那么 此 时 (4.32) 包含 9 个 方程 , 我 们 可 将 这 9 个 方 
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程 表示 为 增 广 矩阵 是 如 下 竹 阵 的 3 个 独立 的 方程 组 : 


all el2 dQ3|1 all 2 al3 |0 Ql al2 G3 | 0 
aal Qa22 asa |0 Cal Qa2 G23 | 工 Qa G22 2523 | 人 |， 
as3l da2 Qa3 1 0 a3l G32 as3ss10 C31 Qa2 Qas |1 


对 它们 应 用 Gauss-Jordan 消 元 法 , 我 们 将 分 别 得 到 如 下 增 广 矩阵 ; 


1 0 Olb 1 0 01pa 1 0 0|bs 
0 1 0|b |， 0 1 0|b |， 0 1 0|ps 
0 0 1183 0 0 1|5baz 0 0 1| Fa 


在 实际 应 用 中 , 我 们 将 充分 利用 三 个 方程 组 的 系数 矩阵 相同 这 一 特点 , 从 侧 通 过 对 
合并 后 的 增 广 抱 阵 


1 0 0 
0 1 0 
a31 Ca taal0 0 1 
应 用 Gauss-Jordan 消 元 法 同时 解 这 三 个 方程 组 ， 我们 也 用 更 简洁 的 形式 [4| 刀 表 
示 上 式 ,， Gauss-Jordan 清 元 法 最 终 将 给 出 增 广 矩阵 
100| 51 ba bs 
0 1 0 pa bos 
D0 0 1|bs1 ps ba3 
我 们 将 上 式 记 作 [五 ]. 竖 线 左边 的 矩阵 3 x 3 单位 矩阵, 右边 的 托 阵 为 4 的 道 (下 
一 个 定理 将 证 明 此 结论 ). 

顺便 提 及 , 应 用 Gauss-Jordan 消 元 法 并 不 要 求 我 们 事先 明确 4 非 奇 异 . 如 果 
入 奇异 (singular), 即 不 是 非 奇异 , 我 们 仍然 可 以 应 用 Gauss-Jordan 消 元 法 , 只 是 在 
计算 的 过 程 中 , 我 们 将 会 看 到 坚 线 右边 的 矩阵 的 对 角 线 上 的 某 个 元 素 为 零 , 所 以 不 
可 能 将 4 转化 为 单位 矩阵 . 

下 面 的 定理 解释 了 为 什么 应 用 Gauss-Jordan 消 元 法 可 得 到 非 奇 异 知 阵 的 道 . 

定理 4.21 令 A 为 一 个 nxn 姑 隆 且 了 为 扩 4xn 单 性 趣 阵 ,如果 Gauss-Jordan 
消 元 法 将 增 广 址 阵 


B11l Ail2 Ql13 


dal U22 da 


[4 如 (4.33) 
化 为 形 如 
[FlBl (4.34) 
的 增 广 给 阵 , 那么 A 非 坷 异 且 B=. 
证 明 ”在 Gauss-Jordan 消 元 法 中 , 我 们 只 用 到 三 种 初等 行 运算 : 
{1) 交换 两 行 ; 
(2) 用 一 个 非 零 纯 量 乘 其 一 行 ; 
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[3)] 将 某 一 行 的 纯 基 倍数 加 到 另 一 行 上 , 
我 们 定义 初等 矩阵 {elementary matrix) 为 对 单位 知 阵 应 用 任意 一 个 初等 行 变换 后 
得 到 的 和 矩阵. 例如 , 令 吾 表示 变换 单位 第 阵 的 前 两 行 得 到 的 初等 矩阵 ， 当 考虑 3x3 
矩阵 时 ， 


0 1 9 
E= 1 9 D0 |. 
0 0 1 
到 任意 3x 3 矩阵 4 = (asy) 并 用 五 左 乘 4, 我 们 得 到 
0 1 0 了 11 dla W113 Ra da2 Coa 
EA=11 0 0 C21 ns G23 | 一 | al m2 da 
0 0 1 C31 032 Qa3 Wa31 td32 Wa33 


也 就 是 说 , 它们 的 积 巨 4 等 于 交换 4 的 前 两 行 记得 的 矩阵 , 这 条 性 质 对 所 有 矩阵 
都 成 立 , 如 果 用 交换 单位 矩阵 的 两 行 所 得 的 初等 矩阵 吾 左 莱 任意 矩阵 4 那么 它 
们 的 积 五 4 等 于 变换 A 中 相应 的 商行 记得 的 矩阵 . 

对 其 他 两 种 初等 行 运算 我 们 也 有 相似 的 结论 . 例如 , 着 用 非 零 纯 量 c 续 3x3 
单位 矩阵 的 第 二 行 , 那么 我 们 将 得 到 矩阵 
1 0 0 
0 ee 0 
0 0 1 


车 用 该 初等 矩阵 EE 左 乘 任意 3 x 3 矩阵 4 = (ai;), 那么 我 们 有 


EE= 


1 0 0 Ql Ql2 &13 Ql Ql2 014 
二 A II0 c 0 tal Qa 923 | 一 | ca ea cag ]， 
0 0 1 G31 Q32 3 G31 G32 fa33 


它 等 于 用 c 先 4 的 第 二 行 所 得 的 算 阵 . 
类 似 地 , 当 我 们 将 用 c 对 3 x 3 单位 矩阵 的 第 三 行 得 到 的 结果 加 到 第 一 行 时 ， 
会 得 到 初等 矩阵 


五 一 


已 一 己 


e 
0 
1 


1 
0 
0 
车 用 该 初等 矩阵 玉 左 乘 任意 3 x 3 矩阵 4 = (aij), 我 们 有 


1 De Hil G2 13 tl 二 Cat G12 二 Chias Ca 十 Cia3 
EA=|0 10 a2l #22 G23 | = a21 Q23 023 ， 
0 Ul aal 033 B33 {31 Qa2 33 
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它 等 于 将 用 c。 乘 4 的 第 三 行 得 到 的 结果 加 到 第 一 行 后 所 得 的 矩阵 , 

这 些 例子 说 明了 一 条 普遍 而 又 容易 验证 的 性 质 : 

如 果 用 初等 给 阵 及 左 来 方 阵 入, 那么 它们 的 积 再 人 等 于 对 入 进行 与 将 了 化 
为 吾 的 初等 行 变 换 相 同 的 变换 后 所 得 的 站 阵 . 


易 证 该 性 质 对 任意 EE 和 4 都 成 立 . 
当 我 们 对 增 广 扰 阵 [4II 作 一 系列 初等 行 变换 时 , 就 得 到 一 系列 形 如 
[E11AIEBEHN, [EzE/AB2Fl, ,:, [Es EAE:--. Ell, 


的 增 广 矩阵 , 其 中 声 1,… , Bh 为 与 所 用 的 初等 行 变 挽 对 应 的 初等 算 阵 ， 如 果 荚 积 
已。，… E14 等 于 单位 矩阵 工 那么 说 明 4 非 奇 异 , 且 乘 积 本 五; 等 于 4 


4.20 习 题 


对 下 殉 各 方程 组 度 用 如 auag-Jordan 消 元 法 ， 如 果 方 程 组 有 解 ,那么 求 它 的 通 解 . 


十 yy 十 3z 王 局 3% 二 2y 十 ?二 1 
1. | 2 一 4 十 4 一 11 ， | BE + dy 二 + 3z=2 
一 Hz 二 3. 如 十 了 一 衬 一 工 ， 
| 37 二 2y 十 z 二 1 3 十 双 二 :一 1 
号 . 57 十 35 十 32z 一 2 . 5z 十 38 十 3z 一 2 
7z 十 妈 十 5z 一 3 T7284y 二 52 二 3 ” 
十 一 2 二 0. 
3 一 2 十 5 十 全 一 1 出 十 名 一 3 十 业 一 5 
:| 二 93zs 二 24 二 2 . | Dx 一 4 十 = 一 2 一 2 . 
Br 十 了 ~- dz 十 3 一下. TE 二 和 一 了 zz 二 34 二 3 
区 十 下 十 322 十 3 十 4 一 站 一 yy 十 之 十 2 一 一 2 
了 . | 27 二 2y 二 Tz 十 ]ilw+ 14 二 0 . 8 2 十 3 一生 一 5 一 量 
3 十 3 十 6z 十 10u 十 1537 一 站 . 和 一 中 十 之 一 下 一 各 


Sx 一 34 十 2z 十 与 一 也. 


9. 证 朋 当 a 关 8 时 , 方程 组 z 二 zy 十 23z 一 2, 2 一 4 十 3z 一 2 5854 一 十 4z = 人 6 有 了 瞧 一 解 . 求 该 方程 组 
在 a= 8 时 的 所 有 解 . 


10，{&) 求 方程 组 
7 二 2y 一 6 十 24 二 一 1 
| 了 一 站 十 三 一 双 一 一 2 
且 所 有 解 . 
tb) 求 力 程 组 
53 十 24 一 6z 十 24 一 一 1 
| TY 一 = ~2, 
十 WW 十 z= 二 6. 
的 所 有 解 . 


11. 本 题 家 明 如 何 求 出 所 有 2 x 2 非 奇 异 短 阵 . 证 明 


a b 可 一 
| "|| 了 [= 


14. 


16. 
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并 由 此 证 明 命题 当 且 仅 当 ad _ 加 天 0 时 下 | 非 坷 异 ， 此 时 它 的 道 为 
1 d 一 8 
求 习 题 12~16 中 矩阵 的 道 . 
2 3 4]】 1 2 2 
2 1 1|. 13. | 一 1 | 
-1 1 2| 1 3 2 
1 -2 1 1 2 3 4 
-2 5 -4|. 0 1 2 3 
| 1 一 4 | 2 0 0 1 2 
0 1 0 8 0 0 0 0 0 1 
2 0 2 0 00 
0 3 0 1 0 0 
0 0 10 2 0 
0 9060 30 1 
0 0 0 0 2 0 


4.21 ”关于 和 矩阵 的 综合 性 习题 


1， 车 一 个 方 阵 和 包含 一 个 全 零 行 或 一 个 爹 零 列 , 证 明 它 奇异 . 


-着 4=] 4 ,来 非 和 BE 阵 尸 使 全 PP= | 。 "| 


.证 明 或 举 反例 推翻 下 列 各 个 关于 n x n 矩阵 的 命题， 


fa) 若 AB+BA=0O, 则 A?2B: = BA?. 

tb 车 及 和 马 非 冶 异 , 则 有 妨 十 召 非 奇异 . 

te) 车 及 和 瑟 非 奇异 , 则 AB 非 奇异 . 

(qd) 若 乘 积 4 已 非 奇异 , 则 及 和 BB 都 非 奇 愉 . 

(e 车 A, 情妇 十 如 都 非 衔 异 , 旭 A 一 三 非 奇异 . 

位 攻 A2 = 器 , 则 A= OO. 

(B) 若 六 二 口 , 则 及 十 I 非 奇异 . 

th) 车 A? = 口 , 则 4 一 工 非 奇异 . 

们 若 (4 上 +2802 = OO, 旭 .A 非 奇 异 . 

0) 车 及 B = 五 4, 则 对 所 有 整数 六 关 1: 都 月 AB* = B*A. 


—1 


共 示 : 考虑 使 AP = 户 | “| 的 元 素 入 定 的 短 阵 


.已 知 琴 阵 A 一 [ | 只 有 柱 质 A2 二 A 其 中 袜 一 -Ta 41 十 VB),b 二 3(1 一 V5), 求 具有 


性 质 42 = 及 且 元 为 复数 欧 所 有 2 x 2 炳 阵 A. 


.着 直 二 癌 , 证明 (=I+(2 1A 
， 狼 义 相 对 论 用 到 形 如 x = afz 一 wy 二 9 2 二 zt 二 让 他 一 vx) 的 微分 方程 组 ,其 中 vw 代表 


某 运 动物 体 的 速度 ，e 代表 光速 , 且 & = evc 二 是; 其 中 |w| < e 为 了 纪念 葡 兰 物理 学 宕 Hendrik 
点 . Lorentz(1853 一 1928)， 把 将 二 锥 向 盟 {x,t)} 映 为 {z'41) 的 线性 变换 称 为 Lorents 变换 , 我 们 将 
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10. 


该 变换 关于 单位 坐标 向 量 的 矩阵 表示 记 为 L{v)， 


1 一 至 
(We | —ue 2 1 | 
注意 旬 L(v) 非 奇异 且 (0) = 了, 证 明 LL 上 (vw 一 工 [tj 其 中 由 二 (十 多 C2 /wv 十 c?), 也 就 是 说 ， 
两 个 Lorentz 变换 之 积 是 一 个 Lorentz 变换 . 


-将 矩阵 及 的 行 和 列 互 换 得 到 的 新 矩阵 称 为 A 的 转 是 (transpose), 记 作 4T ( 读 作 4 转 置 ). 因此 如 果 


1 2 3 
入 三 ， 导入 AT = 
4 5 6 


1 4 
2 5 |. 
3 6 


证 明 转 置 具 有 如 下 性 质 . 

(a) (AT)T = A. 

(bj (A+B)T = AT+ BT. 

(cj (cA)T = cAT. 

{d) (AB)T = 太 TAT. (注意 矩阵 顺序 的 变化 ) 
fe) CAT)-1 = (4-1)T, 若 态 非 奇异 . 


， 当 方 阵 太 满足 A4T = 工时, 称 内 为 正 变 矩 阵 . 


cos 日 —esing 


(ea) 证明 对 任意 实数 0,2 x 2 纯 阵 | | mE 
Sin cos# 


(b) 车 A 是 任意 实 n x n 短 阵 , 证 明 当 我 们 将 它 的 行 看 作 是 及 * 中 的 向 量 时 , 这 些 行 组 成 一 个 标准 正 
交 组 . 


， 证 明 或 举 反 例 排 莉 下 列 各 题 中 关 和 于 n x n 矩阵 的 命题 . 


{a) 阁 站 和 号 都 是 正 交 算 阵 , 则 上 上 + 瑟 也 是 正 交 虐 阵 . 
fb) 若 入 和 吾 都 是 正 变 和 扎 阵 , 则 BAB 也 是 正 交 矩阵 . 
tte) 若 脆 和 六 BB 都 是 正 交 矩阵, 财 召 也 是 正 交 竺 阵 ， 
以 法 国 数 学 家 Jacques Hadamard (1865 一 1963} 的 名 字 命 名 的 算 阵 一 一 Hadamard 矩阵 是 具有 如 
下 22 条 性 质 的 n+ x n 矩 阵 ， 
I 所 有 元 都 只 能 取 1 或 -1; 
I1. 当 我 们 将 抵 阵 的 行 看 作 是 及 ”中 的 向 景 时 , 省 行 的 长 度 都 为 vn; 
II. 任意 两 个 相 异 行 的 点 积 为 0. 
几何 与 数论 的 一 些 问题 将 会 用 到 Hadamard 矩阵 , 它 在 用 于 空间 通讯 的 基 忧 码 中 也有 证 用 . 
尽管 Hademard 征 阵 形式 简单 , 然而 它 尚 有 很 多 未 解 供 的 问题 . 现在 最 晶 要 的 一 个 有 待 解决 的 问题 
就 是 求 使 得 xm Hadamard 是 降 存 在 的 所 有 mm 本题 给 出 这 个 问题 的 一 部 分 解 . 
人 fa) 求 所 有 2 x 2 Hadamard 矩阵 【共有 8 个 ). 
(bp) 这 部 分 给 出 如 下 定 坦 的 一 个 简单 证 明 : 
著 六 是 nxnHadamard 起 阵 , 其 中 光 汤 2, 那 双 兄 是 4 的 合 数 . 
本 证 明基 于 了 两 条 甘于 区 中 向 量 的 简单 引 理 . 分 别 证 明 这 两 条 引 理 并 将 它们 用 于 Hadamard 扼 阵 的 行 
从 而 证 明 上 述 定 理 . 
引 理 4.22 车 下 ,Y, 呈 为 风 ? 中 的 正 交 向 量 , 那 双 我 们 有 
(K+Y) KX+ 2 =X|. 口 
引 理 二 .2 从 党 二 (£1;: " ,Tn ); Y= [Ww "i ,Yn), 区 一 【za， si Sn) 落 所 有 分 量 Ti Wil 2 
都 为 1 或 一 1, 那 双 性 冲 素 积 【zi 十 Wj{i 十 3%) 要 么 圭 于 0 要 各 等 于 口 


第 5 章 行 列 式 
5.1 引 言 


在 线性 代数 对 于 几何 与 分 析 的 应 用 中 , 行列 式 的 概念 起 着 重要 作用 . 本 章 研究 
行列 式 的 基本 性 质 及 其 应 用 . 

二 阶 和 三 阶 行列 式 已 经 在 第 2 章 中 作为 将 某 些 公式 表示 为 紧 谈 形式 的 合适 记 
号 而 引入 , 具体 言 之 , 二 阶 行列 式 由 公式 


Cll 12 


= &11022 一 C13021-: (5.1) 
G21 Qa22 - 


个 11 区 132 


尽管 表示 法 十 分 相似 , 但 是 行列 式 
他 31 R22 M21 Go 


完全 不 同 的 概念 . 行列 式 是 依照 公式 (5.1) 指定 给 矩阵 的 一 个 数 . 为 了 强调 行列 式 
与 矩阵 的 这 种 关系 , 我 们 也 常常 写作 
[es 
全 2] das Qa 22 


Qll i12 
在 第 2 章 中 , 三 阶 行列 式 基 通过 下 述 公 式 用 二 阶 行列 式 来 定义 的 : 


Ql 12 13 


所 定义 
与 和 降 | 2 02 | 是 两 个 


422 W223 M21 023 Qa2l 22 


det | goal aoa Gag| = A11 一 G132 + a1a (5.2) 


总 32 如 33 C31 Qa33 Hal Qa2 


本 章 讨论 一 般 情形 , 即 对 任意 正 整 数 n> 1, 讨论 =” 阶 方 阵 的 行列 式 . 对 以 a11 为 
元 素 的 矩阵 , 我 们 定义 它 的 行列 式 就 是 这 个 元 素 , 即 det[la1i] = en. 

我 们 的 观点 是 把 行列 式 看 作 一 个 函数 , 亦 即 对 每 个 方 阵 4 指定 一 个 数 , 这 个 
数 叫 作 4 的 行列 式 并 记 作 det 4. 定义 这 个 函 效 的 一 种 方法 是 将 公式 (5.1) 与 公式 
(5.2) 推广 , 以 给 出 一 个 明确 的 表达 式 . 这 个 表达 式 包含 了 4 中 元 素 的 mt 个 乘积 . 
对 于 较 大 的 n, 这 个 表达 式 十 分 复杂 因而 在 实际 上 很 少 使 用 . 我 们 更 愿意 用 另 一 种 
方法 来 研究 行列 式 , 这 种 方法 强调 行列 式 的 本 质 属性 . 这 些 属 性 在 应 用 中 十 分 重要 ， 
因此 我 们 把 它们 当 作 行列 式 函 数 的 公理 (axiom). 

我 们 的 方案 由 三 部 分 组 成 . (1) 说 明 选 择 这 些 公理 的 动机 . (2) 从 这 些 公理 推出 
行列 式 的 进一步 性 质 . (3) 证 明 对 每 一 个 ”都 有 且 仅 有 一 个 函数 满足 这 些 公理 . 
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5.2 ”行列 式 函 数 公理 的 选择 


我 们 已 经 在 第 2 章 中 证 明 , 在 三 维 空间 中 , 3 个 向 量 41, 4s, 4s 的 纯 量 三 重 积 
可 以 表示 为 以 这 3 个 向 量 作为 行 启 量 的 笔 阵 的 行列 式 , 即 


人 11 Cl2 &13 


Al x A2.:A3=det | al az ass |， 


Gal da2 (33 
其 中 Al = (g11,a12;013), A2 二 (Q21) 022,023) 以 及 As = (431, 032, 033). 

车 这 3 个 行 何 量 线 性 无 关 , 则 纯 旱 三重 积 不 为 零 , 并 且 其 绝对 值 等 于 由 向 量 
及 1, 甩 2 与 45 所 确定 的 平行 六 面体 (Parallelepiped) 的 体积 . ( 见 图 5.1 所 示 之 例 .) 
车 行 向 量 线性 相关 , 则 纯 量 三 重 积 等 于 零 , 这 时 向 量 A1, .Ao 与 4s 共 面 , 因而 它们 
所 确定 的 平行 六 面体 退化 成 一 平面 图 形 , 从 而 其 体积 为 零 ， 


体积 = 蕊 4 da A3) 体积 = 起 4 Ai 十 Aa, As) 


Ee 


i 


人 
5.1 性 质 df 4 4aT .41 43s) = (A1, 4a, A3) 的 几何 解释 . 
这 两 个 平行 六 面体 的 体积 相同 


纯 量 三 重 积 的 某 些 性 质 启发 我 们 在 高 维 情形 如 何 选择 关于 行列 式 函数 的 公理 . 
为 了 用 一 种 适 于 推广 的 形式 来 表述 这 些 性 质 , 我 们 把 行 向 量 41, As 与 4s 的 纯 量 
三 重 积 看 作 A1, Az 与 4s 的 一 个 函数 并 记 作 ad, 即 
dA1, 4 As) = Al x Az - As. 
我 们 特别 关注 以 下 性 质 . 
(a) 者 用 纯 量 + 去 乘 某 一 行 , 则 所 得 的 纯 量 三 重 积 是 原来 的 t 倍 . 
(b) 若 将 某 一 行 用 这 一 行 与 男 一 行 的 和 代替 , 则 纯 量 三 重 积 不 变 . 
(c) 3 个 单位 沧 标 向 量 的 纯 量 三 重 积 i x 7 -上 k 等 于 工 
所 有 这 些 性 质 可 以 很 容易 地 从 点 积 和 叉 积 导出 . 例如 , 车 用 t 乘 第 一 行 , 则 得 
at 4a 4a) = 地 (41 4a, 及 3) 对 所 有 纯 量 t 都 成 立 . 若 将 第 二 行 用 这 一 行 本 身 
与 另 一 行 的 和 代替 , 则 性 质 (b) 是 说 
dA1, Az + Ai, A3) = d{ A1, A2, As). (5.3) 
这 个 性 质 的 几何 解释 见 图 5.1 所 示 , 图 5.1 中 分 别 给 出 了 由 A1, 4。 与 As 确定 的 
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平行 六 面体 和 由 4:, 4s + 41 与 4s 确定 的 平行 六 面体 . 等 式 (5.3) 是 说 这 两 个 平 
行 六 面体 的 体积 相等 . 从 几何 上 看 这 一 点 很 显然 , 因为 这 两 个 平行 六 面体 有 相同 的 
高 和 相同 的 底面 积 . 


5.3 ”行列 式 函 数 的 公理 


上 一 节 中 所 提 到 的 纯 景 三 重 积 的 性 质 很 容易 推广 并 且 可 用 作 7 阶 行列 式 的 公 
理 . 若 4 = (0i;) 是 nxn 实 给 阵 或 复 矩 阵 , 我们 用 4 , 4。 表示 它 的 各 行 . 于 
是 4 的 第 i 行 是 mn” 维 线性 空间 中 的 一 个 向 基 ; 

4; = (G31, Di2 ;Qin). 

我 们 将 4 的 行列 式 看 作 A 的 一 个 函数 , 或 看 作 A 的 个 行 向 量 A1,… ,站 。 
的 一 个 函数 , 并 将 这 个 函数 的 值 记 作 det 4 或 dA1,… ,4 

行 询 式 外 数 的 公理 化 定 光 ” 设 det 是 mx 和 矩阵 4 的 一 个 纯 量 数值 销 数 ， 如 
果 它 满足 下 面 公理 . 则 称 det 是 一 个 n 阶 的 行列 式 函 数 . 

公理 1( 行 齐 次 性 ) 落 吾 是 将 矩阵 屿 的 某 一 行 梯 以 一 个 纯 量 二 所 得 的 矩阵 ， 


det B = tdet A. 口 
公理 3( 行 相 加 不 变性 ) 阔 吾 是 将 算 阵 4 中 的 某 行 加 到 另 一 行 之 后 所 得 的 
短 阵 , 则 det B = det A. 口 
公理 3{ 单 位 矩阵 的 行列 式 等 于 1) 车 用 Ij 表示 单位 坐标 向 量 , 则 
ET :In)=1. 


值得 指出 的 是 , 对 给 定 的 n, 存在 唯一 适合 这 3 条 公理 的 函数 det. 这 一 结论 的 
一 个 证 明 将 在 后 面 (定理 5.6 与 定理 5.20) 给 出 . 这 里 我 们 将 首先 从 这 些 公 理 导 出 
关于 行列 式 的 进一步 性 质 . 

定理 5.1 车 妹 的 某 一 行 是 零 向 量 , 则 det 4 = 0 

证 明 ” 设 第 天 行 4 = 口令 互 为 从 4 将 4 乘 以 -LI 后 所 得 的 第 阵 ,， 则 
吾 = 4, 从 而 det B= det 4、 另 一 方面, 由 公理 1 我 们 得 det B = 一 det 4, 所 以 
det 站 二 0. 口 

定理 5.2 车 日 是 将 矩阵 4 中 革 一 行 的 纯 量 倍数 加 到 另 一 行 后 所 得 的 矩阵 ， 
HY det B = det A : 

证 明 设 j 冯 包 若 BB 是 通过 将 行 4 的 t 倍加 到 行 A4; 上 所 得 的 矩阵 即 
号; 一 4 十 thn 而 对 所 有 i 二 j 了 都 有 B; = 4 戎 t= 0. 则 瑟 = 和 从 而 
det B = dot AA. ， 

仿 设 上 关 0, 令 写 为 这 样 的 一 个 矩阵 , 它 的 第 开行 是 t4xr, 而 对 所 有 i 关上 及 
的 第 i 行为 A;. 由 公理 1 得 det =tdot A. 再 令 DD 为 将 C 中 的 第 大 行 , 即 444， 
加 到 第 了 行 4; 所 得 到 的 矩阵 , 即 Ds = +A, Dj = 4; 十 t4k, 而 对 i 闫 7 是 i 六， 
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都 有 Di = A;. 由 公理 2 得 det D = detC. 但 如 果 我 们 将 D 的 第 天 行 匀 以 二 则 
得 矩阵 妃 , 从 而 由 公理 1 得 det B = (3) det = det 4. 
定理 5.3 (a)j 著 日 是 交 拉 4 的 两 行 4i 与 4i 所 得 的 类 阵 , 此 处 i 关 j, 则 
det B= — det A. 
fb) 若 算 阵 的 两 行 相等 , 则 行列 式 为 零 . 
证 明 (a) 我 们 引入 三 个 与 4 有 相同 行列 式 的 矩阵 C,D 和 驴 , 这 里 我 们 只 
写 出 这 些 第 阵 的 第 i 行 和 第 j 行 ， 
人 一 4 Cj 一 Ai 
D; = Ci Di; = Cj +{(—1}Cs, 
Ei= D+D;, BE;=D;. 
COC,DD 与 请 的 其 余 各 行 与 4 的 相同 . 由 公理 2 我 们 有 det C = det 44; 由 定理 5.2 我 
和 们 有 det DD = det GC; 由 公理 2 我 们 有 det 吾 = det D. 因此 C,D 与 吾 的 行列 式 都 
等 于 det 4, 将 马 与 吾 的 第 i 行 与 第 j 行 用 4 的 行家 示 , 我 们 得 
Di= Ait+A;, D;= A;— (A;t Aj) = -As, 


以 及 
E;:= A;, E;=—A;. 
因此 , 矩阵 B 可 以 从 吾 将 行 EE; 冬 以 -1 而 得 , 于 是 得 
det B=— detE= -detA. 
从 而 证 得 {a}. 为 证 (b), 交换 相等 的 两 行 , 由 (a) 即 得 . 
我 们 指出 , 在 定理 5.1、 定 理 5.2 与 定理 5.3 的 证 明 中 并 未 用 到 公理 3. 


5.4 ”对 角 算 阵 的 行列 式 


现在 我 们 己 经 有 了 足够 多 的 信息 来 计算 行列 式 , 当然 这 是 在 假定 行列 式 函 数 存 
在 的 前 担 之 下 . 下 面 讨 论 一 类 特殊 的 矩阵 对 角 短 阵 . 

定 光 (对 角 算 阵 ) 如果 方 阵 (aij) 的 所 有 非 主 对 角 线 元 素 都 等 于 零 , 即 当 ij 站 
时 都 有 ai; 二 0, 划 称 之 为 对 角 延 阵 . 

换言之 , 下 述 形 式 的 什 阵 A 吕 对 角 和 矩阵 ; 


好 11 0 5 0 
0D [op 0 
及 = . 
0 D Qnn 


我 们 用 记号 4 = diag (en Qa2;… ,ann) 来 表示 这 个 对 角 和 矩阵 .下 述 定 理 告 诉 我 们 ， 
对 角 矩 阵 的 行列 式 等 于 它 的 主 对 角 线 元 素 的 乘积 , 
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定理 5.4 若 4= diag (a11,022;-…' Qnnm), 刚 
det 站 = Q11022 annm， (5.4) 
证 阴 “对 角 和 矩阵 4 可 以 依次 用 其 主 对 角 线 元 素 413,922,… ,ann 去 缮 nxn 
单位 阵 了 的 各 行 而 得 . 重复 应 用 公理 1 即 得 
det A 一 Cilc22 :Gandet 了 ， 个 .) 
再 由 公理 3 即 得 结论 . 口 


5.5 ”上 三 角形 矩阵 的 行列 式 


解 线性 方程 组 的 Gauss-Jordan 消 元 法 也 是 计算 行列 式 的 最 好 的 广 法 之 一 , 这 
个 方法 是 对 矩阵 作 如 下 三 类 行 初 等 变换 ; 
(1) 交换 两 行 ; 
(2) 用 一 个 非 零 的 纯 量 去 乘 某 行 的 所 有 元 素 ; 
(3) 将 某 行 的 纯 量 倍数 加 到 另 一 行 . 
由 定理 5.3, 第 一 类 行 初 等 变换 只 改变 这 个 矩阵 的 行列 式 的 正 负 号 ; 由 公理 1, 施行 
第 二 类 行 初 等 变换 的 结果 是 所 得 抢 阵 的 行列 式 等 于 用 这 个 非 零 纯 量 去 乘 原来 折 阵 
的 行列 式 ; 由 定理 5.2, 施行 第 三 类 行 初 等 变换 不 改变 行列 式 的 值 . 接 下 来 我 们 要 证 
明 , 只 用 第 三 类 行 初等 变换 , 我 们 总 可 以 把 任意 一 个 上 三 角形 矩阵 化 为 一 个 对 衣冠 
阵 , 从 而 求 出 它 的 行列 式 . 
定义 (上 三 角形 矩阵 ) ”有 形 如 
Hl U2 ln 
0 to2 7 U2n 


Tn 


如 主 对 角 线 以 元素 者 是 军 朋 方 件 叫 上 二 角形 才 陈 
定理 5.5 .上 三 角形 短 阵 的 行列 式 等 于 它 主 对 角 线 上 各 元 素 的 飞 积 . 换言之 ， 
若 U 是 由 式 (5.6) 所 给 出 的 上 三 角形 延 阵 , 则 
det U = W112e -Unm {5.7) 
证 阴 ”车 ww = 0, 则 上 三 角形 矩阵 上 的 最 后 一 行 是 等 向量 , 故 由 定理 5.1 得 
dat UU 二 0, 因此 式 (5.7) 左右 两 边 者 等于零, 故 结论 成 立 ， 假定 unn 冯 0, 我 们 用 
Gauss-Jordan 消 元 法 中 的 第 三 类 初等 变换 , 将 U 的 最 后 一 行 乘 以 一 出 * 后 加 到 第 
一 行 , 如 此 得 到 的 新 矩阵 将 U 中 的 wy, 用 0 代替 而 保持 其 余 元 素 不 变 . 反复 施行 
第 三 类 行 初等 变换 , 可 使 最 后 一 列 中 位 于 wnn 上 方 的 元 素 都 变 成 零 而 保持 其 余 元 
素 不 变 , 并 且 也 保持 行列 式 不 变 . 由 此 我 们 得 到 这 样 一 个 上 三 角形 算 阵 [7, 它 的 最 
后 一 列 的 前 ”一 1 个 元 素 都 是 零 ; 
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Wl Wi2 0 
tr 人 Hae 0 
D 0 Unan 


而 且 det U' = det U. 如 果 U' 主 对 角 线 上 的 便 数 第 二 个 元 素 wu in- 一 0, 则 如 5 
的 倒数 第 二 个 行 向 量 是 零 向 基 , 因此 det Zr = 0, 此 时 等 式 (5.7) 的 两 边 都 是 零 , 因 
而 显然 成 立 . 者 un _ in-1 天 0, 则 可 反复 施行 第 三 类 行 初 等 变换 . 如 果 每 一 个 主 对 
角 线 元 素 wxx 都 不 等 于 零 , 则 最 后 我 们 得 到 一 个 对 角 和 矩阵 , 它 的 行列 式 等 于 其 主 对 
角 线 元 素 的 滋 积 , 若 某 个 主 对 角 线 元 素 wn = 0, 则 可 得 到 一 个 分 量 全 是 等 的 行 向 
量 , 因此 其 行列 式 为 零 , 等 式 (5.7) 显然 成 立 . 口 


5.6 用 Gauss-Jordan 消 元 法 计算 行列 式 


反复 施行 第 三 类 行 初等 变换 , 我 们 可 以 将 任意 一 个 方 阵 4 谈 为 一 个 上 三 角形 
矩阵 U, 而 对 于 上 三 角形 算 阵 , 我 们 已 经 知道 如 何 求 它 的 行列 式 ， 由 于 每 施行 一 次 
第 一 类 行 初 等 变换 仅 改变 行列 式 的 正 负 号 , 用 非 零 纯 量 c 施行 一 次 第 二 类 行 初等 变 
换 所 得 的 行列 式 等 于 原 行 列 式 与 。 的 乘积 , 施行 第 三 类 行 初等 变换 则 不 改变 行列 式 
的 值 . 因此 , 如 果 共 作 了 p 次 第 一 类 行 初等 变换 , 9 次 第 二 类 行 初等 变换 并 且 所 用 
的 非 零 纯 基 为 oy,-… ,ca; 则 我 们 得 det UT = (一 1)?e1 -eg det 及 , 从 而 得 
det A = (一 pfcl oj 一 det U. 
我 们 指出 , 仅 用 公理 1 与 公理 2 就 可 导出 上 述 公 式 . 公理 3 只 是 在 由 等 式 (5.5) 导 
出 公式 (5.4) 时 才 用 到 , 而 上 述 等 式 证 明 中 并 不 依赖 于 公理 3. 换言之 , 仅仅 利用 公 
理 1 与 公理 2 我 们 就 己 经 证 明了 对 任意 nx nn 矩阵 4 都 存在 一 个 {依赖 于 A 的 ) 
纯 量 c(4) 使 得 
det 和 = clAldetIi. (5.8) 


5.7 ”行列 式 函 数 的 唯一 性 . 


利用 由 公理 1 和 公理 2 导出 的 公式 (5.8), 我 们 可 以 证 明 仅 多 存在 一 个 n 阶 的 
行列 式 函 数 . 
定理 5.6 (行列 式 的 唯一 性 定理 ) 设 d 是 满足 关于 多 阶 行列 式 函 数 的 所 有 三 
条 公理 的 一 个 函 狐 , 如 果 了 是 另外 一 小 满足 公理 1] 与 公理 2 的 画 数 , 则 对 尾 十 xn 
抢 阵 4, 我 们 都 有 
F(A) = dA) FD. (5.9) 
从 而 , 若 了 也 满足 公理 3 则 f(A) = d(A). 
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证 明令 g(4) = 了 (44) 一 d(4)f( 了 DD), 则 g 满足 公理 1 与 公理 2, 但 不 满足 公理 
3. 事实 上 , 由 于 dl 了 = 1 因此 我 们 有 g(7) = f(D -ED = 0. 由 于 8 满足 公 
理 1 与 公理 2, 于 是 我 们 可 以 将 公式 (5.8) 用 于 g, 这 是 因为 公式 {5.8) 的 证 明 仅 与 
公理 1 及 公理 2 有 关 . 因此 存在 纯 量 cf4) 使 0(4) = cf) 从 而 由 gl{) =0 
可 知 9(4) =0 对 所 有 有 都 成 立 , 于 是 得 f(A4) = a A 了 (DD). 口 


5.8 习 题 


在 下 面 各 是 中 , 我 们 都 假定 了 行列 式 销 数 的 存在 性 , 三 阶 行列 式 可 利用 公式 (5.2) 来 计算 . 
1， 计算 下 列 各 行列 式 ， 


2 1 1 总 自 包 a 1 0 
(a | 1 4 -41|. (b)| 5 0 了 {ej|2 a 2 
1 0 2| -1 4 2 0 1 a 
再 YY 2 
2 设 det | 3 0 2 |=1, 计 算 下 列 各 矩阵 的 行列 式 . 
1 1 1 
27 dy 2z 
3 人 y 
(a)] | 3 0 1 1. fb》 Ee 3y | 
部 十 1 y+i 3 十 1 
1 1 1 
Tl1 vy-l x—1 
{cy 4 1 3 
1 1 1 
1 1 
3. {a} 证 明 | a 5 ec |=b—atc— ate—b. 
a 0 ee 
|1 1 1 1 1 1 
tb) 对 行列 式 | a bb ec | 与 | 上 昭 归结 出 相 诬 的 公式 ， 
aa 本 时 03 有 护 ec3 


4. 设 及 为 一 个 nxn 矩阵 . 证 明 对 任意 纯 量 c 都 有 dettcA) = cr det(A} 
5. 将 下 列 各 矩阵 化 为 .上 三 角形 短 阵 , 然后 求 出 它们 的 行列 式 . 


1 i 1 1 1 1 1 1 
1 -1 -1 -1 a b cc dd 
和 . b 

Ca) 1 1 -1 -1 Wb) a 2 开 
1 1 1 =- | sa Bo #8 
a 1 0 0 0 
1 1 + 1 4 2 0 a 

名 b ce 三 4 © 
{ce a 可 2 td) 0 3 a 3 0 
4 0 0 2 a 4 
LO 0 0 1 a 
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10. 


11. 
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1 1 1 1 1 1 
1 1 1 -1 -1 -1l 
1 1 -1 -1 1 1 
11 1 
1 -1 1 -1 1 1 
1 -1 -1 1 1 -1 
. 设 夏 与 WV 为 两 个 nxn 上 二 角形 人 第 阵 . 


[ay 证 明 : 开 十 V 和 UV 都 是 上 三 角形 矩阵 ， 
(bh) 证 明 : detfErVY) = (det Cifdet WV) 
{c) 证 明 : 车 det [7 关 0, 则 存在 上 三 角形 矩阵 BT-1 使 TEL 二 了 并 有 det(U1) = 1jdet UU 


， 叶 下 述 上 三 角形 答 阵 及, 求 det 六 ,det{ 和 及 1} 和 AA! 


2 3 4 5 
及 二 0 2 3 4 
0 0 2 3 
0 0 0 2 


. 设 丰 = (aij) 为 一 个 nn x n 方 阵 . 若 4 的 主 对 基线 以 下 的 元 素 都 等 于 等 ， 荐 当 i < 了 时 都 有 


ii 二 0, 则 称 4 为 一 个 下 三 角形 徐 阵 . 证 明 : 下 三 和 角形 矩阵 的 行列 式 等 于 它 的 全 体 主 对 有 角 线 元 素 的 用 
积 : det 各 一 411022 .amnnm， . 
习题 9~11 需要 用 到 微 积分 知识 . 


， 设 及 ,2,91,92 为 区 得 (a, 5) 上 的 四 个 可 微 函 数 . 对 任意 z E (a, 闻 , 定义 F(z) 如 下 : 


fitz)} fotz) 


PD | oo ptr) 


证 明 : 
有 人) Ftr) 
8 人 zz) galz) 


六 (zz) far) 


Fe) = 
\) g(t) sl) 


对 行列 式 

六 人 fal} falx) 
g(r) gatz) galz) 
hx) halxw) hs(x) 


Pw) 一 


推广 习题 9 中 的 结论 并 给 出 证 明 . 


， ftr) folx) | : fr) folr) 
和 一 和 证 > 由 工 ] 二 , 
人 交工 人) | fils) le) | 时 多 | Fz) fy) 


tb)] 对 3 x 3 行列 式 手 述 并 证 明 相 应 的 结 褒 ， 可 以 应 用 公式 {5.2). 


5.9 “行列 式 的 多 重 线性 性 
和 作为 唯一 性 定理 的 一 个 应 用 , 我 们 将 导出 行列 式 的 一 个 重要 性 质 一 一 多 重 线性 


性 (Maltilinearity). 我 们 从 下 述 特 殊 情 形 开 始 ， 


定理 5.7( 行 可 加 性 ) 给 定 一 个 nxn 和 姑 阵 和 = (41.… ,有 44) 和 一 个 nn 维 向 


量 V, 令 BB 为 特 息 中 某 行 A 用 V 代替 后 所 得 的 矩阵 , 忆 为 从 态 中 将 A: 用 
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有 At 十 V 代 闫 后 所 得 的 短 阵 , 则 
det © = det A+detB. {5.10) 
这 一 性 质 叫 作 关 于 第 & 行 的 可 加 性 , 它 可 表述 为 如 下 形式 : 
di ,A 二 =) 
证 明 令 f(A4) = detC -det 吾 , 我 们 要 证 明 满足 关于 行列 式 函 数 的 所 有 三 
条 公理 , 然后 由 唯一 性 定理 可 和 扼 必 有 f(A) = det A, 由 此 即 得 公式 {5.10). 
若 将 det C 与 det B 看 作 4 的 x 个 行 的 涌 数 , 则 它们 都 满足 公理 1 与 公理 2， 
从 而 它们 的 盖 f(A) 也 满足 这 两 条 公理 , 剩 下 还 需 验 证 f 也 满足 公理 3: f(D = 1, 
此 处 了 为 单位 矩阵 . 在 7 的 定义 中 取 4 = 了, 则 得 
并 下 一 Qetf 十) 一 et (5.11} 
将 VY 表 为 一 个 nn 序 组 , 设 为 了 = (oa vw). 车 上 =1, 则 CC 与 B 都 是 上 三 角形 
矩阵 且 它 们 的 行列 式 分 别 为 1 十 由 与 1, 因此 
f(TI)= detC— detB={+uw)— =1. 
车 k=2, 则 第 阵 C 与 B 的 第 二 行 分 别 为 
Ca 一 (0 十 ta23 Wn}, Ba = (U,V, V3 ,Un), 
其 余 和 名 行 都 与 了 的 相同 . 对 矩阵 C 与 B 施行 第 三 类 行 初等 变换 , 可 将 它们 化 为 上 
三 角形 秆 阵 并 且 保 持 其 行列 式 不 变 . 实际 上 , 如 果 我 们 分 别 将 C 与 B 的 第 一 行 乘 
以 一 w 之 后 加 到 第 二 行 则 新 的 第 二 行将 分 别 变 为 
(0,1 + va vs Vn) 0, U2, v3 ,Vn). 
于 是 我 们 得 到 行列 式 分 别 为 (1 + v2) 与 ww 的 两 个 上 三 角形 矩阵 ,因此 它们 前 行列 
式 之 差 f(T) 等 于 1. 
在 一 般 情 形 , 对 > 2, 可 作 同 样 的 讨论 . 经 过 一 系列 第 三 类 行 初 等 变换 ,我 们 
可 将 等 式 (5.11) 右边 的 两 个 矩阵 化 为 上 三 角形 扎 阵 , 并 且 其 行列 式 分 别 为 1 + wx 
与 vi, 因此 f(T) = 1 从 而 等 式 (5.10) 成 立 . 
车 我 们 不 是 用 一 个 向 量 了, 而 是 用 两 个 向 最 UU 与 V 的 和 V+ 则 应 用 定理 
5.7 两 次 可 得 
A 
十 故地 
一 般 来 说 , 我 们 可 以 同时 用 任意 多 个 向 量 并 将 每 个 向 量 分 别 乘 以 一 个 纯 量 ( 利 
用 齐 性 ), 由 此 得 到 一 个 性 质 , 称 为 对 各 行 的 线性 性 . 线性 性 将 齐 性 与 可 加 性 结合 
一 起 . 例如 , 第 一 行 的 线性 性 可 表 孙 为 : 


和 ui 
a ba 入] 一 StidUsi, 4a ,|， 
4 一 1 


4 一 1 


此 处 去 ,二 为 任意 纯 量 , U1,… ,Up 为 任意 n 维 行 向 量 ， 出 于 这 个 性 质 对 每 
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一 行 都 成 立 , 因此 我 们 常常 说 , 行列 式 是 它 的 各 行 的 一 个 多 和 更 线性 函数 (muitilinear 


function). 口 


5.10 ”多 重 线 性 性 的 应 用 


我 们 的 第 一 个 应 用 是 定理 5.3(b) 的 下 述 推广 . 
定理 5.8 车 婚 阵 和 4 的 各 行 线性 相关 , 则 d(A4) = 0. 
证 明 ”假定 存在 不 全 为 零 的 纯 量 c1,.… ,cn 使 > mAi = O, 则 满足 cx 关 0 的 
每 一 行 都 可 表示 为 其 余 各 行 的 线性 组 合 . 为 简便 记 , 不 妨 设 第 一 行 41 可 表示 为 其 
余 各 行 的 线性 组 合 , 设 为 4 = 二 如 4 由 关于 第 一 行 的 线性 性 , 我 们 有 


d(Ai, Az,-.- ,An)=d (Prt, 4 = td(Ai, A2,... ,An). 
t=2 

由 于 i 宛 2, 因此 4; 至 少 与 42,.… ,4 中 的 一 行 相等 . 因此 由 定理 5.3(b) 可 知 .上 
面 这 个 和 和 式 中 的 每 一 项 都 等 于 零 , 从 而 它们 的 和 为 零 . 

车 A 是 其 余 各 行 的 线性 组 合 , 由 关于 第 卡 行 的 线性 性 可 得 同样 的 结论 . 因此 
我 们 已 经 证 明 : 若 一 个 方 阵 的 各 行 线性 相关 , 则 它们 的 行列 式 等 于 零 . 

作为 多 重 线 性 性 的 第 二 个 应 用 , 我 们 证 明 二 阶 与 三 阶 方 阵 的 行列 式 函数 的 存在 
性 , 由 此 也 给 出 了 前 面 给 出 的 公式 (5.1) 与 (5.2) 的 合理 性 . 

定理 5.9 fa) 对 2x3 趟 阵 , 存在 唯一 的 行列 式 画 数 : 


人 11 Ql2 
det 一 
G21 G22 R21 Qa2 


fb) 对 3 x 3 扼 阵 , 存在 唯一 的 行列 式 函 数 : 


i 二 2 


Cl 1 


一 T0292 一 U12021. 


G1 Ql2 913 
Qa2 a3 dQ21 G23 da21 29 
det | a21 a22 dt2s | = a11 — G12 十 613 - 
人 32 aa Hd3l 已 33 231 a2 
如 31 U32 Qa3 
(3.12) 


证 明 “最 简单 的 方法 是 验证 定理 中 的 两 个 公式 都 满足 关于 行列 式 函 数 的 所 有 
公理 , 然后 再 由 唯一 性 定理 即 得 结论 . 不 过 , 为 了 更 好 地 理解 这 些 公式 的 来 源 , 我 们 
将 用 多 重 线 性 性 直接 推导 出 这 两 个 公式 . 


我 们 从 任意 2 x 2 矩阵 4 二 | 2 | 出 发 并 将 它 的 行 向 量 表 示 为 单位 垦 
G21 C22 


标 向 量 宇 = (1,0) 与 了 = (0,1) 的 线性 组 合 : 


1 一 (all1,a12)] 二 CI 十 G1327， Ao = (a21; 020) = GaI 宣 十 Go2 
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由 关于 第 一 行 的 线性 性 , 我 们 得 

Al, A2) = dai + 0121, A2) = oid(i, A2) + a12dtj, 42), 
再 由 关于 第 二 行 的 线性 性 , 因为 ali, 台 中 的 两 行 相 同 , 所 以 di,i) = 0, 从 而 得 

dli, Aa) = di, aas + 4227) = Gold 人 i + a22d(i, 7) = 22d(s, 7). 
司 理 可 得 
dl(j, A2) = d{j, Qt + a29d) = a21d(j, tb) + a22d(4, 3) = —a21d(i, 7), 
其 中 正 负 号 的 改变 是 由 于 我 们 交换 了 dd9 全 中 的 两 行 i 与 7. 因此 得 
d{(A1, A2) = (allaaz — a12921) 0%, 9), 
而 由 公理 3 得 ai 及 = 1, 因此 得 dtAi, A2) = (a110422 一 G12021), 即 得 结论 . 口 
同 理 可 得 关于 3 阶 行列 式 的 公式 (5.12), 我 们 把 证 明 留 作 习 题 . 


5.11 行列 式 的 乘积 公式 


在 本 节 中 , 我 们 利用 唯一 性 定理 证 明 : 车 行列 式 函 数 存 在 , 两 个 方 阵 乘 积 的 行 
列 式 等 于 它们 的 行列 式 的 乘积 : 
det{AB)} = (det 4ifdet BY). : 
由 定义 , 两 个 矩阵 4 = (aiy) 与 互 = {5;;) 的 积 是 一 个 方 阵 C = (csy), 其 中 元 
素 ci; 由 公式 


Ci 一 aikbkj {5.13) 
点 一 工 
给 出 . 矩阵 乘法 仅 当 左边 第 阵 4 的 列 数 等 于 右边 和 矩阵 B 的 行 数 时 才 有 意义 , 当 4 
与 B 是 两 个 同 阶 方 阵 时 这 一 条 件 自然 满足 ， 
乘积 公式 的 证 明 需 要 用 到 4B 的 行 与 4 的 行 之 间 的 一 个 简单 关系 , 我 们 把 它 
表述 为 下 述 引 理 , 如 同 往常 一 样 ， A 表示 矩阵 4 的 第 i 行 . 
引 理 5,10 著 4 是 一 个 人 xm 下 阵 , 召 是 一 个 吕 xD 此 阵 . 则 我 们 有 
(AB); = AiB, {5.14} 
即 来 积 4B 的 第 i 行 等 于 给 阵 和 4 的 第 i 行 4 与 五 的 来 积 ， 
证 明 ” 令 Bi 表示 B 的 第 j 列 , 并 令 口 = 4B. 则 等 式 (5.13) 中 右边 的 和 可 
以 看 作 4 的 第 i 行 与 B 的 第 列 的 点 积 , 即 
cj = Ai' B!. 
因此 C 的 第 ; 行 Ci 是 以 各 点 积 为 元 素 的 行 矩阵 ， 
CO; = [4 B',A;. B’,... ,A;. B? 
而 这 也 正 是 行 第 阵 4; 与 矩阵 B 的 算 阵 苹 积 : 
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| ba bly 
b 已 
AiB = [Qi1,-…: , ir] 加 2 . 名 = [4i: B', A;. B?,..- , Ai. BY], 
| Dnl Hn “ bnp 
从 而 GC; = 4;B, 即 得 引 理 . 


定理 5.111( 行 列 式 乘积 公式 ) 设 入 与 电 为 两 个 n 阶 方 阵 , 则 
det{ ABY = (det A)(det B). (5.15) 
证 明 由 引 理 5.10, 我 们 有 (4B); = 4AiB, 因此 
det{AB) = dA1B,... .A.B). 
固定 B, 令 f(4) = det(4B) 并 将 它 表 示 为 A 的 各 行 的 一 个 函数 , 我 们 有 
fA, An) = dA1B,.., A,B). 
容易 验证 了 满足 关于 行列 式 函 数 的 前 两 条 公理 . 因此， 由 唯一 性 定理 ,我们 得 
F(A) = ad(4)f(I)， 在 了 的 定义 中 取 4 = 了 则 得 f(TI) = d(B), 因此 f(A4) = 
Qf 及 jd( 如 ), 即 得 公式 (5.15). 


5.12 ， 韭 奇 异 和 矩阵 的 道 矩 阵 的 行列 式 


由 定义 , 如 果 方 阵 4 有 一 个 堪 道 B 使 得 4 = 工 则 称 4 为 非 奇 异 的 . 若 和 
存在 左 逆 , 则 堪 道 唯 一 且 它 同时 也 是 右 道 . 即 4B = 了 因此 我 们 把 B 叫 作 4 的 
逆 , 记 作 4- 1, 因而 4A-14 = 44-1=Tdet4a 与 det(4-1) 之 间 的 关系 如 我 们 所 
想 的 那样 自然 . 


定理 5.12 ”车 红 阵 AA 非 奇 异 , 则 det 妨 关 0 且 
1 


det[4-3 一 zr (5.16) 
证 明 由 行列 式 履 积 公式 得 (det A)(det(A -中 一 det(A4- 1 一 detT=1., 国 
此 det 和 4 对 0 并 有 目 等 式 (5.16) 成 立 . 口 


由 定理 (5.12) 知 , det 4 不 备 于 零 是 4 非 奇 异 抱 阵 的 一 个 必要 条 件 . 稍 后 ( 定 ，. 
理 5.16) 我 们 将 证 明 这 个 条 件 也 是 充分 的 , 即 , 车 det 4 关 0, 则 赣 矩 阵 4-1 存在 . 


5.13 ”行列 式 与 向 量 组 的 线性 无 关 性 


由 定理 5.12 可 以 得 到 判别 向 量 组 线性 无 关 性 的 一 个 准则 . 
定理 5.13 ni 个 n 维 向 量 41, 太 2,… ,4 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 行列 
式 da ,An) 不 等 于 零 . 
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证 明 ”在 定理 5.8 中 我 们 已 经 证 明 , 若 AA1, 及 2,…. ,An 线性 相关 , 则 df41， 
及 2,… ,4n) = 0. 为 证 明 其 道 , 假定 41, 442,… ,An 线性 无 关 , 我 们 证 明 a{ 41， 
站 2 ,及 1) 天 个 
令 T 为 纯 量 的 =” 序 组 组 成 的 线性 空间 , 由 于 41, 4A2,… ,An 是 维 线性 空间 
V 中 个 线性 无 关 的 向 量 , 因此 它们 组 成 的 一 组 基 . 由 定理 4.12, 存在 将 这 个 
向 量 映 为 单位 举 标 向 量 的 一 个 线 柱 变 换 工 :; VY 一 和 V， 
TAR) = Tk k=1,2,..,n. 
因此 存在 ”xz 矩阵 BB 使 得 
、 ALB=Ir EER=1l2,...,n. 
从 而 由 引 理 5.10, 我 们 有 和 kB = (4B);, 此 处 4 是 以 1, 入 2,… ,4n 为 行 的 矩 
阵 , 因此 4B = 了 ,于 是 A 非 奇 异 , 即 det A 去 0. 口 


5.14 “分 块 对 角 和 矩阵 的 行列 式 


| 

OO B 
的 方 阵 , 其 中 A 与 BB 为 方 阵 , O 表示 零 矩 阵 , 则 GO 叫 作 以 4 与 吾 为 主 对 角 块 的 
分 块 (block-diagonal) 对 鱼 答 阵 : 下 述 5 x 5 录 阵 


1 0 
0 


设 局 为 形 如 


忆捷 总 
on 世 后 


4 
0 7 8 
就 是 分 块 对 角 和 矩阵 的 一 个 例子 , 它 的 主 对 角 线 上 的 两 个 块 是 


1 0 1 2 3 
0 1 


4556 
7 8 9 

下 述 定理 指出 , 务 块 对 角 拖 阵 的 行列 式 等 于 其 主 对 角 线 上 各 块 的 行列 式 的 乘积 , 

定理 5.14 ”对 任意 两 个 方 阵 4 和 日, 我 们 都 有 


尼 局 忆 呈 
OO 


det | 2 和 = (det 4jfdet BY. (5.17) 


证 明 ” 设 A 为 一 个 nxn 妹 阵 , B 为 一 个 mx m 和 矩阵, 则 纷 定 的 分 据 对 角 挫 
阵 可 天 示 为 下 述 两 个 分 块 对 角 和 矩 阵 的 乘积 : 
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A40| 14 D I, 0 
OB| DT 口琴 | 
其 中 I 与 所。 分 别 表示 站 阶 与 m 阶 单位 矩阵 , 从 而 由 行列 式 乘积 公式 得 


a | 2 2 -ae 二 器 的 ?| (5.18) 
0 B OO In 0 B 


TPR TY 


看 作 4 的 ”个 行 向 量 的 一 个 函数 . 不 难 验证 这 个 函数 满足 关于 n 阶 行列 式 函 数 的 
所 有 3 条 公理 , 从 而 由 唯一 性 定理 , 必 有 


det A4 0 一 det AA. 
DO I 


由 于 2 了 的 右上 角 的 分 块 是 一 个 零 矩 阵 , 因此 我 们 可 以 将 行列 式 det k 2| 


mt 


同 理 可 得 det | 2 2 二 det 恕 , 从 而 由 等 式 (5.18) 即 得 公式 (5.17). 口 


5.15 习 题 


1. 对 下 列 关 于 n x mn 矩阵 的 各 个 俞 题 , 或 者 证 明 它 成 立 , 或 者 带 出 .一 个 反例 . 
(a) det( 羡 十 B}) = det A + det BE. 
fbj det{{A + BY2} = {det(A + BY)}?. 
(c) det{(A + BY?} = det(A? + 2AB + B2). 
{d) det{(A& + BY)?} = det(A? + B2). 
2. {a) 将 定理 5.14 推广 到 具有 三 个 主 对 角 鼎 的 分 抉 对 角 奸 阵 的 情形 ; 


Ao o 
det| oO B 0 |=(det A)ldet B)(det OO. 
O00C 
中 ) 将 定理 5.14 推广 到 具 任 意 多 个 主 对 和 解 块 的 情形 并 给 出 证 明 . 
4 已 口 
tc) 证 明 : 车 及 , B,C 为 非 奇 异 第 阵 , 则 分 氛 对 角 印 阵 | 口 互 口 | 也 是 非 奇异 的 并 且 它 的 首 矩 
OO 已 安 
A-! oO DD 
阵 是 OO Bt OO 
Oo OO oa-! 
1 0 0 0 a bt ce d 
3 设 4-|0100|1B8=|e 7 9h EN dt A = | ¢ :| 
a bb ¢ qa 0 0 1 0 9 页 
e ff gh 0 0 0 1 
detB=|°* ? | 
e 了 | 


5.16 行列 式 关 于 余子 式 的 展开 式 169 


4. 将 习题 3 的 结论 推广 到 n x n 矩阵 的 情形 并 答 出 证 明 . 
a bb 0 0 

5 设 A=|“ 4 0 0 Em set A = sot | © sa) s "| 
se fy kh ce € 名 基 
和 


6. 将 习题 5 的 结论 据 广 到 形 如 
[2 2 
过 一 
CC DD 

的 n x n 矩阵 的 情形 并 给 出 证 明 , 此 处 召 , 局 与 万 为 方 阵 ，O 〇 表示 零 拭 隆 ， 
7. 用 定理 5.13 确定 下 列 向 量 组 的 线性 相关 性 或 线性 无 关 性 . 

{ay Al = (1,—1,0), A2 = (0,1,—1), Aa = (2,3, —1). 

fb) 全 1 = {1, 一 二 2， 1 AA2 一 【一 二 2， —1.0,.A3 一 (3, 一 1， 1,0), A 一 (1， D,0, 1). 

(©) A1=t1,0,0,0,1), #2=t1,1,0,0,0m, A3=t1,01,0,1,A={1,1,0,1,1), As=(0,1,0,1,0). 
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对 于 二 阶 和 三 阶 行列 式 的 情形 , 在 5.10 节 中 , 我 们 通过 将 和 矩阵 的 各 行 表示 单 
位 上 坐标 向 量 的 线性 组 合 来 计算 这 个 矩阵 的 行列 式 ， 一 般 地 , nn x n 矩阵 有 的 各 行 
世 都 可 以 表示 成 个 单位 举 标 向 量 二 ,了 2,… ,I 的 线性 组 合 , 例如 , 4 的 第 一 行 
Al = {4912;-… ,aln) 可 表示 为 


号 
Al 一 》、 oT; 
3=1 


由 于 行列 式 关于 第 1 行 是 线性 的 , 因此 我 们 有 


dlAi, 42 An) 一 DauT;, 42 二] = oud(ly, 4 ,An). (5.19) 


了 一 | j=1 
从 而 , 为 计算 det A, 只 需 对 各 单位 华 标 向 量 五 计算 d(I;, A2,… ,44) 即 可 . 我 们 
用 记号 41; 表示 将 4 中 第 1 行 4i 用 单位 举 标 向 昔 I; 代 蔡 所 得 到 的 矩阵 . 例如 ， 


当 = 3 时 , 共有 3 个 这 样 的 矩阵 : 


1 0 D0 0 1 0 
下 + 
站 11 一 Hol R29 Q23 | ， 12 = Qal a22 23 1 
Q3l G32 {3 Hal Qa2 03s 
0 0 1 
下 
3s= | ai a22 a2a 


al B32 Qa3 


由 41; 的 意义 可 知 det A1; = d(I, 及 9,… ,4n), 因此 展开 式 (5.19) 可 表示 为 下 述 
形式 ， 
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dot A = ay det A'y. {5.20) 


了 
上 式 称 为 行列 式 的 展开 式 fexpansion formula), 它 把 A 的 行列 式 表 示 为 A 的 第 1 
行 中 各 元 素 的 线性 组 合 , 数 det 41; 叫 作 ay 揭 余 子 式 (cofactor), 记 作 cof a1;. 因 
此 展开 式 (5.20) 又 可 表示 为 

det A = Youcof 人 17， (5.21) 


叫 作 关于 第 1 行 余子 式 的 展开 式 . 
一 般 地 , 我 们 可 对 性 一 元 素 ox; 定义 它 的 余子 式 . 
定义 (余子 式 ) 令 4 人 为 将 4 中 第 开行 A 用 单位 华 标 向 量 1[; 代替 所 得 
到 的 纸 阵 , 则 纯 量 det Ai 叫 作 元 akj 的 余子 式 并 记 作 cof agj, 于 是 我 们 有 
cof akj 一 det A;- (5.22) 
用 于 第 1 行 的 关于 导出 展开 式 (5.21) 的 论述 世 可 用 于 第 行 , 从 而 得 到 关于 
第 太行 的 元 素 的 展开 式 : ，， 
det 入 一 akj det 4 人 (5.23) 


由 于 det 4 = cof ak 因此 我 们 可 将 此 结果 表述 为 如 下 定理 . | 
定理 5.15 {行列 式 按 第 行 余子 式 的 展开 式 )〗 对 任意 nxn 址 降 和 和 尾 意 
上 二 1,2,.…..,n, 我 们 都 有 


nn 
det 和 4 = 》 Gkjicof Gkj. (5.24) 
j=1 口 


5.17 “余子 式 和 矩阵 


定理 5.12 告诉 我 们 , 车 方 阵 4 非 冀 异 , 则 det 4 关 0. 下 面 的 定理 5.16 将 证 明 
它 的 道 定理 也 成 立 , 即 车 det 4 关 0, 则 4 存在 . 不 仅 如 此 , 它 还 给 出 了 用 由 4 
中 各 元 素 的 代数 余子 式 组 成 的 矩阵 来 表示 4-! 的 公式 , 这 个 用 来 表示 4-! 的 矩阵 
叫 作 4 的 余子 式 和 矩阵 , 下 面 给 出 它 的 定义 . | 
定 沈 (余子 式 矩 阵 ) ”给 定 nxn 和 矩阵 4 = (fat 令 cof A 表示 以 cof ai 为 
% 闪 元 的 nxn 秆 阵 , 则 cof 4 叫 作 4 的 余子 式 绰 阵 *, 即 
cof A = (cof Ga) jo 
下 述 定 理 指出 , 4 与 其 余子 式 滤 阵 的 转 置 什 阵 的 习 积 是 一 个 纯 量 与 单位 矩阵 
的 乘积 . (任意 矩阵 4 的 转 置 矩阵 就 是 将 4 的 行 与 列 互 换 所 得 到 的 矩阵 , 记 作 47. 
包 这 里 定 兴 的 余子 式 韦 阵 在 通常 的 中 文教 村 中 称 作 伴随 矩阵 【axljeint rnatrix)， 在 本 -所 第 了 章 中 ， 
“ 样 随 鹿 阵 ” - - 词 用 来 圾 示 个 矩阵 的 共 入 转 置 托 阵 . 
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转 置 矩 阵 的 性 质 见 4.21 节 的 习题 7) 
定理 5.16 设 半 32 对 性 意 于 xX74 拭 阵 4, 都 有 


A(cof 4)7 = (det A)I. (5.25) 
特别 地 , 如 果 det 有 丰 关 0, 则 4 的 道 存在 且 由 下 式 给 出 : 
六 A-! = et 本 (cof AYT, {5.26) 
证 明 ”我 们 利用 定理 5.15 将 det 4 按 它 第 太行 的 余子 式 展开 : 
det AA= D arscof Qk 【5.27) 


固定 & 并 将 上 面 的 展开 式 用 于 一 个 新 矩阵 百 , 这 里 五 是 对 某 个 i 关上 将 4 的 第 i 
行 换 为 第 大 行 而 保持 其 余 各 行 不 变 所 得 的 矩阵 ， 由 于 8 的 第 i 行 与 4 第 开行 相 
等 , 因此 det B =0, 将 dot B 按 第 ;i 行 的 余子 式 展 开 , 则 得 


det B= bcof bi; = 0. (5.28) 


而 由 于 BB 的 第 i; 行 与 4 的 第 大 行 相 等 , 因此 , 对 每 一 个 ; 都 有 


bi 二 kj! cof Di = cof ay 


于 是 由 等 式 (5.28} 得 


> ， MEICOf ai = 0, EAL {5.29) 
j=1 


由 于 有 关 纪 因此 展开 式 (5.29) 常 叫 作 按 相 异 余子 式 展开 (expansion by alien cofac- 
tors). {5,28] 与 (5.29) 可 结合 起 来 表述 为 下 式 : 


det 及， i 二 到 
2 micof Miy 一 | 0, ; £ ke {5.30) 
由 于 等 式 (5.30) 左边 是 矩阵 季 积 A(cof 4) 的 (%, 让 -元 , 因此 由 等 式 (5.30) 即 得 公 
式 (5.25). 口 


作为 定理 5.12 与 定理 5.16 的 直接 推论 , 我 们 得 到 关于 方 阵 为 非 奇 异 的 下 述 充 
分 必要 条 件 . 
定理 5.17 方 阵 A 可 北 的 充分 必要 条 件 是 det4 和 由 


5.18 Cramer 法 则 


定理 5.16 可 用 来 给 出 以 非 奇 异 和 矩阵 为 系数 矩阵 的 线性 方程 组 解 的 明确 表达 式 . 
为 纪念 瑞士 数学 家 Gabriel Cramer(1704 一 1752), 将 这 个 公式 叫 作 Cramer 法 则 . 
n= 3 的 情形 已 在 2.14 节 中 讨论 过 . 

定理 5.18 (Cramer 法 则 ) 变 n 个 关于 n 个 未 知 量 z1,…… ,zn 的 方程 组 成 的 
线性 方程 姐 
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Sagri = (=1,2,...,n) 
j=1 
的 系数 矩阵 及 = (qi;) 为 非 奇 异 纸 阵 , 则 这 个 方程 组 有 唯一 的 一 组 解 , 并 且 这 组 解 
册 下 面 公式 给 出 : | 2 
Ti = ot A 2 oof on, 了 一 了 2 ,nn. {5.31) 
证 明 “这 个 方程 组 可 写成 矩阵 方程 的 形式 ,4 天 一 B, 其 中 下 与 B 都 是 nn 维 


列 向 量 , X = [z1,… ,zn] ,BB = 区 ,加 . 由 于 4 非 奇异 , 因此 这 个 矩阵 方程 
有 唯一 解 , 且 此 解 是 


X= A-!1B= ra (of AJTB. (5.32) 


比较 等 式 (5.32) 中 的 各 个 分 量 即 得 公式 (5.31). 口 
我 们 指 中 , 若 令 局 ; 表示 将 系数 矩阵 4 中 的 第 7 列 换 为 列 矩阵 B 而 保持 其 余 
各 列 不 变 所 得 的 和 矩阵, 则 会 式 (5.31) 中 的 求 和 式 就 是 矩阵 Ci; 的 行列 式 . 因此, 会 
式 {5.31) 中 的 zx; 也 可 表示 为 两 个 行列 式 的 商 的 形式 : 
det Oj 
2 一 gorA . 


5.19 ”行列 式 按 子 式 的 展开 式 
n 阶 方 阵 A 的 行列 式 可 按 其 第 行 元 素 的 余子 式 展开 如 下 : 


detA= 》 anscof kg; 

此 处 eof ab; 是 将 A 中 的 第 Ek 个 行 用 单位 坐标 向 举 五 代替 而 保持 4 中 其 余 各 行 不 
变 所 得 的 矩阵 4%; 的 行列 式 . 本 节 将 证 明 , 除去 可 能 相差 一 个 正 负 号 之 外 ,det A%， 
等 于 一 个 n 一 1 阶 方 阵 的 行列 式 . 这 些 nw 一 1 阶 行列 式 思 作 子 式 {1ninor). 

定 兴 ( 子 式 ) 设 吕 关 2 息 为 一 个 给 定 的 n 阶 方 阵 , 从 及 中 去 挤 第 上 行 和 第 
了 列 后 莘 下 的 n 一 1 阶 广 阵 叫 作 4 的 (Kk 站 子 式 , 记 作 ty 

例 ”一 个 三 阶 方 阵 4 = (aiy) 共有 9 个 子 式 , 每 个 元 素 都 对 庶 一 个 子 式 . 第 一 
行 各 元 素 的 子 式 为 


| | 4 | 4 | | . 

032 0Q33 (31 总 33 31 O32 

公式 (6.2) 将 一 个 3 x 3 矩阵 的 行列 式 表 示 为 第 一 行 各 子 式 的 行列 式 的 线性 组 合 ， 
公式 为 


det A 一 Ganlgdet A — aQ12 Get A1g 十 Qi3deti A143. 
下 面 的 定理 将 这 个 展开 式 推 广 到 任意 n x 关 矩阵 的 情形 . 口 
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定理 5.19 (行列 式 按 第 行 子 式 的 展开 ) 设 呈 22 4 为 于 xm 短 阵 ， 则 ak 
的 余子 式 cof akj 与 子 式 和 kj 之 间 有 如 下 关系 : 


det 4 人 = (—1) + det Apy, (5.33) 
从 而 dct 及 关于 第 上 行 子 式 的 展开 式 由 下 述 公 式 给 出 : 
det A=Y) (lor;An;. (5.34} | 
3 一 1 


证 明 “为 盖 述 证 明 思 想 , 我 们 先 考 虑 大 = 了 = 1 时 的 特殊 情形 . 矩阵 A1) 为 下 
述 矩 阵 : 


1 D 0 0 
Qa21 C22 dQ23 Cn 

41 一 | 63l aaa aa33 Ga 
Unl dn2 Cn3 -nm 


通过 第 三 类 行 初等 变换 可 将 第 一 列 中 位 于 1 之 下 的 各 分 量 都 化 为 零 而 保持 其 祭 分 
量 不 变 . 例如 , 如 果 我 们 将 441 的 第 一 行 乘 以 -oal 之 后 加 到 第 二 行 , 刚 新 的 第 二 
行为 (0, a22;023，… ,aan)， 反 复 运用 这 样 的 行 初等 变 痪 得 到 的 新 矩阵 的 第 一 列 为 
(1,0,0,… ,0)T 而 其 余 各 列 则 与 44， 相 同 . 这 个 新 矩阵 是 一 个 分 块 对 角 阵 , 因此 由 
定理 5.14, 它 的 行列 式 等 于 A11 此 处 4i1 是 4 的 (1,1)- 子 式 : 


22 23 Han 

G32 U33 Qan 
All = ， 

人 nn 1 Wnn 


因此 det 4 = det 4il, 由 此 证 明 当 天 = 了 = 1 时 等 式 (5.33) 成 立 ， 
接 下 来 我 们 考虑 8 = 1 而 j 任意 的 情形 并 证 明 

det A'j; = (—1) det Ay. (5.35) 
一 旦 我 们 证 明 等 式 (5.35) 成 立 , 即 可 立刻 推出 更 一 般 的 等 式 (5.33), 这 是 因为 矩阵 
4p7 可 以 经 上 一 1 次 变换 相 邻 两 行 化 为 一 个 筷 阵 Bi;， 由 于 每 经 过 这 样 一 次 交换 ， 
行列 式 都 改变 一 次 正 负 号 , 因此 得 ， 

det 4 和 = (—1)"! det B1;, (5.36) 
此 处 BB 是 第 一 行为 Ij, (1, 站 - 子 式 Bi1; = Axj 的 nxn 矩阵, 由 等 式 (5.35) 得 

det Bi; = (—1) dot Bi; = (—1)" det Apy, 
因此 由 等 式 (5.36) 得 
det A4; = (—1)" (~1) det Ans = (—1)*+’ det Ar;. 

因此 若 我 们 证 得 等 式 (5.35), 也 就 证 明了 等 式 (5.33}. 
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现在 我 们 来 证 明 等 式 (5.35), 矩阵 44; 有 如 下 形式 ; 


0 1 D 
Gol 2 an 
A1; = | Q31 Q31 Qan 
nl nj nn 


通过 第 三 类 行 初等 变换 可 将 44; 的 第 ; 列 中 1 以 下 的 元 素 都 化 为 零 , 用 A1, 表示 
所 得 的 矩阵 , 即 


0 .1 .0 
也 21 全 2 和 
Al;= | 0 1 0 … asn 
Onl 日 ann 


由 于 短 阵 经 过 第 三 类 行 初 等 变换 其 行列 式 不 变 , 因此 det A9, = det 4 A 的 (1, 放 
子 式 hi 的 形式 为 


21 32; O21l Wan 

R31 Ol 23iT1 1 dan 
有 1; = ， ， 

Cnl Qnr- Onitl Wnn 


现在 我 们 把 41; 看 作 41; 的 nm 一 1 个 行 的 一 个 函数 , 设 为 det 49 = f(A17), 则 7 
满足 关于 n 一 1 阶 行列 式 函 数 的 前 两 条 公理 . 从 而 由 唯一 性 定理 得 

f(A1;) = 天 Jadet Ai， 
其 中 J 是 n -1 阶 单位 矩阵 、， 于 是 , 为 证 明 等 式 (5.35)， 我 们 必须 证 明 FJ = 
(一 令 C 表示 下 述 nxn 和 什 阵 : 


| 0 -~ 0 10 ... 0 
1 0 00 ..， 0 
0 ..-. 100 ..， 0| 一 第 7 行 
0 0 0 1 0 
0 : 
| 0 0 00 1 
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位 于 斜 的 虚线 上 的 所 有 元 素 都 是 1， 其余 未 标明 的 元 素 都 是 零 . 由 了 的 定义 得 
ft) = detC、 将 CC 中 的 第 1 行 依次 与 第 2,3,… ,7 行 相交 换 , 经 过 这 了 一 1 
次 交换 得 到 n x n 单位 矩阵 .由 于 每 经 过 一 次 上 述 行 变换 行列 式 都 改变 一 次 正 负 
号 , 因此 det C = (1)77 ,从 而 又 得 FJ) = (-17 ,由 此 即 得 等 式 (5.35), 于 是 得 


等 式 (5.33). 口 
5.20 “ 习 题 
1、 求 下 列 各 第 隆 的 余子 式 矩 阵 . 
3 1 2 4 
1 2 2 -1 3 2 0 § 1 
am| 3 :| (b) 0 11.11|. {e) 1 1 | 
-1 -2 0 
一 入 3 吕 也 


ko 


. 求 习题 1 中 各 非 奇 异 矩 阵 的 道 矩 阵 . 
. 求 出 所 有 使 I 一 全 为 奇异 矩阵 的 纯 量 和 X, 44 为 : 


Ee 


1 0 1 0 2 11 —2 只 
wa=| 1 | (Ao -1 -2|. (A=| 19 -3 14 |. 
2 —2 0 一 名 2 5 


心 


. 说 mm 关 2. 及 为 nxn 答 阵 , 证 明美 于 余子 式 拭 阵 的 下 列 性 质 . 

fa) eof (AT) = (cof A)T. 

(bj (cof A)T A = (det A)T. 

(e) 六 (cof 4)T = {cof 有 JT 了 A. ( 即 有 A 与 鞭 余 子 式 算 阵 的 转 午 阵 可 交换 .】 
.用 Cramer 法 则 解 下 列 线性 方程 组 . 

(Ba) T+ a+ d= 2 一 # 十 4 一 了 -y+2=1. 

人 fb] 将 十 2 十 2 一 小 35 一 4 一 < 一 3 2 十 到 十 3 一 4. 


ET 


5.21 行列 式 函 数 的 存在 性 


在 本 节 中 , 我 们 通过 对 方 阵 的 阶 数 作 数 学 归纳 法 来 证 明 : 对 每 一 个 n, n 阶 的 
行列 式 弹 数 都 存在 , 对 n = 1,2,3 的 情形 , 我 们 已 经 证 明了 其 存在 性 . 

假定 总 一 工 阶 行列 式 函 数 存 在 , 从 逻辑 上 来 说 , 将 某 个 关于 子 式 的 展开 式 , 例如 
基于 第 一 行 子 式 的 展开 式 , 用 作 n 阶 行列 式 函 数 的 备 选 对 象 似 乎 是 合理 的 , 不过, 
如 果 我 们 用 关于 第 一 列子 式 的 类 似 公式 将 更 容易 验证 各 公理 . 

定理 5.20 ”人 慨 定 nn 1 行列 式 函 数 存 在 , 对 nxn 逢 阵 太一 (miy), 念 了 为 由 
下 式 定 义 的 一 个 还 数 : 


FA 4 一》 (1 oy det Ay. (5.37) 
73=1 
则 了 满足 关于 史 阶 行列 式 函 数 的 所 有 三 条 公理 , 从 而 对 每 一 个 n,n 阶 行列 式 函 数 
都 存在 ， 
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证 了 明 由于 4i 是 4 的 (7,1)- 子 式 , 它 包含 了 有 中 %~1 个 去 掉 第 一 个 元 素 
的 行 (4 中 除 4; 之 外 的 所 有 行 , 并 将 每 一 行 中 的 第 一 个 元 素 去 掉 之 后 作为 Aji 的 
行 ). 由 归纳 假定 , det 4j1 满足 关于 xn 一 1 阶 行列 式 函 数 的 所 有 公理 . 下 面 我 们 验证 
由 展开 式 (5.37) 定义 的 函数 了 也 满 足 关 于 n 阶 行列 式 函 数 的 全 部 三 条 公理 

先 考虑 公理 1, 即 齐 性 , 将 展开 式 (5.37) 表 成 下 列 形式 : 


了 (41， 四 ;及 ) 一 3 万 (41， “0 全， 
了 一 1 


此 处 
fi ,An) = (1)tlan dct An. 
我 们 要 证 明 每 个 f 都 满足 齐 性 , 从 而 f 亦 然 . 

我 们 先 来 研究 将 4 的 第 一 行 冬 以 纯 量 # 以 后 所 产生 的 影响 . 由 于 A1i 不 包含 

第 一 行 A1, 因此 411 不 受 影响 , 但 是 其 系数 mii 被 主 箭 了 , 所 以 我 们 有 
Ft = 4 
因此 各 个 fi 关于 第 一 行 都 是 齐 次 的 . 

今 设 > 1, 若 4 的 第 行 允 以 t, 则 子 式 Ati 不 受 t 影响 , 但 其 系数 ml 也 
牙 以 霹 所 以 大 关于 第 开行 也 是 齐 次 的 . 车 7 关 , 则 系数 oil 不 受 影 响 , 但 4il 中 
恰 有 一 行 乘 以 志 因此 关于 方 第 天 行 也 是 齐 次 的 . 从 而 每 一 个 关于 第 行 都 是 
齐 次 的 , 所 以 了 满足 公理 1. 

现在 我 们 证 明 /满足 公理 2, 即行 相 加 不 变性 . 在 这 个 情形 , 在 和 式 的 各 项 方 
中 正好 只 有 两 项 受到 影响 而 其 余 各 项 都 未 受 影响 , 并 且 受 到 影响 的 两 项 的 和 并 未 改 
变 , 因此 整个 的 和 式 也 未 改变 , 为 说 明 这 点 , 令 B 表示 从 4 将 行 4 加 到 4x 之 后 
所 得 的 矩阵 , 此 处 天 夭 1, 即 对 所 有 i 关 久 ， 

Bs = Al+A., B;= A;. 


从 而 对 所 有 i 关 必 及 所 有 小 


bk = 017 gj; bay = Qi- 
在 定义 A(B1,… ,Bn) 的 和 式 (5.37) 中 , 只 有 了 = 1 与 j = 上 的 两 项 才 受 到 影响 . 
例如 , 若 取 居 = 2, 则 
B; = AlT A2, boj 一 G17 十 G27- 
在 定义 A{B1,…: ,Bn) 的 和 式 (5.37) 中 了 = 1 的 项 是 
bii det B11= bd( Bz, Bsa: , Brn) = ond(Al + A2, As,-.. ,An) 
= G10(A1, A An) + and(tAo, A ,An). 
于 =2 的 项 为 
一 bal det B21 = —baid(Bi, Ba,.-. ,Bn) = 一 [fall 十 azlja( 1 As,... ,A,) 
= 一 alld(41; 43 ,An) — and(lAi, A , An). 
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将 1=1 与 了 =2 的 两 项 相 雪 并 由 消去 律 得 

Bidet Bi 一 baidet 吾 3 一 ad 有 3 ,An) — 0m21d AAS ,An) 

= 1 det 上 1 一 Cotdet Ao1. 

由 于 其 余 各 项 都 未 变 , 因此 得 (B11,… ,B») = 六 4 ,An). 

类 似 地 , 若 取 上 天 = 3, 则 有 

By 一 Al++ A ba; = a 十 031 
在 定义 f(B1,… ,Bw) 的 和 式 (5.37) 中 了 = 1 的 项 为 
hi det B11 = biid(B2, Ba,..- , Bn} = Qud(Aa, Ai + As, As,... ,An) 
= ads .41 Ags, An} + and(Ao, As, Aa ,An), 

i 了 7 三 3 的 项 为 

B31 det Bal = baid(B1, Ba, Ba , Bn) = (all 十 oa Az, As,:-. ,An) 

= G110( A A A 
一 一 aid(4a AT no) Tasd( aa ,站 
将 j=1 与 j= 3 的 两 项 相 加 并 由 消去 律 得 
bi1 det B11 + b31 det B31 = G110(A2) 5 十 G31 全 太 1 六 2， 太 4 太 n】 
= 01 det Ai 十 Gasldet Ail. 

由 于 其 余 项 都 不 变 , 因而 在 此 情形 也 有 了 (Bi,… ,Bn) 一 了 (A,… ,和 na)， 同 理 可 
证 , 在 一 般 情形 时 都 有 f(B1,-… ,Bw) = 了 (441,… ;An), 因此 了 满足 公理 2. 

最 后 , 我 们 来 验证 f 满足 公理 3. 当 4 = 了 时 , 我 们 有 all = 1 而 对 所 有 的 
了 >1T 痢 有 ai = 0, 而 且 子 式 Aii 是 一 1 阶 单位 矩阵 , 因此 在 和 式 (5.37) 中 , 除了 
第 1 项 等 于 1 之 外 , 其 余 各 项 都 是 零 , 从 而 fl 了,… ,To) = 1, 即 了 满足 公理 3. 口 

在 前 面 的 论证 中 , 我 们 完全 可 以 用 第 列子 式 和 ;x 取代 第 1 列子 式 4i1 来 定 
义 一 个 函数 f. 事实 上 , 若 令 


fA , An) = > (1Y troy det Ajx, (5.38) 


3=1 
则 由 完全 一 样 的 证 明 可 知 此 / 也 满足 关于 行列 式 函 数 的 所 有 三 条 公理 . 再 由 唯一 
性 定理 可 知 这 个 关于 第 列子 式 的 展开 式 等 于 det 4. 

展开 公式 (5.38) 不 但 建立 了 行列 式 函 数 的 存在 性 , 而且 也 揭示 了 行列 式 的 行 
的 性 质 与 列 的 性 质 之 闻 的 一 种 联系 , 这 一 联系 在 下 面 的 定理 中 作 进 一 步 讨 论 . 

定理 5.21 ” 方 阵 和 它 的 转 置 矩 阵 有 相同 行列 式 . 

证 了 明 ”对 方 阵 的 阶 数 ” 作 数 学 归纳 法 . 当 n = 1 时 结论 显然 . 当 mn -= 2 时 , 结 
论 可 简单 地 由 等 式 (5.1) 导出 . 今 设 定理 对 n 一 1 阶 方 阵 都 成 立 , 令 4 = (gy), 再 令 
B= AT = {bi) 为 4 的 转 置 算 阵 . 将 det 4 用 它 的 第 1 列子 式 雇 开 , 再 将 det BB 
用 它 的 第 1 行 子 式 展开 , 则 得 
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nn nn 
det4 = YS (~-1)itlandet An, det 百 = 3 (-1)b det B,,, 
j=1 j=1 


但 由 转 置 算 阵 的 定义 , 我 们 有 by = ai 及 Bi = {Aj1) "， 由 于 我 们 假设 定理 对 


了 一 


中 的 各 项 都 对 应 相等 , 从 而 得 det A = det B. 


1. 


3. 


1 阶 方 阵 成 立 , 因此 有 det Bij = det Aji, 于 是 上 面 关 于 det 4 与 det B 的 和 式 


5.22 ”关于 行列 式 的 综合 性 习题 


(a) 说 明 为 什么 下 面 两 式 都 是 zy 平面 上 过 不 同 两 点 tr1, 加) 与 {x2,yz2) 的 直线 的 化 卡 儿 方程 ， 


dat | 一 =0; det| rl wv 1 
工 2 一 工 1 一 人 


(b} 对 R3 中 过 三 个 不 同 点 的 平面 叙述 并 证 明 相 应 的 结论 
(0) 对 zy 平面 上 过 不 共 线 点 的 圆 和 叙述 并 证 明 相应 娃 论 . 


1 zx Yy 
， 本 题 给 出 构造 道 为 整数 矩阵 的 非 奇 江 整数 矩阵 的 一 个 有 用 的 方法 . 令 及 = | 0 1 | 


(a) 求 六 的 休 子 式 定 阵 . 

{b) 令 六 7 表示 AA 的 转 置 短 阵 , 召 = 4AT, 证 明 BB 为 非 奇 异 矩阵 ， 

{co) 车 x 与 yy 都 是 整数 , 证 明 兰 与 吾 -1 都 是 论 数 年 阵 . 

下 述 行列 式 叫 作 nx mn Vandermonde 第 阵 的 行列 式 或 nr 阶 Vandermonde 行 询 式 : 


一 1 
1 a of 7 oar 
1 ga 昭 CE 
Vn {al, 应 3 ;mn ) 一 det 
1 mn dQ ar-l 


其 中 al,aa,… ,an 可 以 为 实数 或 各 数 ， 若 诸 a; 中 有 两 个 相等 ， 则 由 于 有 两 行 相同 ， 因 此 行列 式 等 
十 零 ， 设 各 w 互 不 相同 ， 并 用 z 代替 a1, 即 令 已 (z] 一 Vi(za2 on) 则 Ptz) 的 第 一 行为 
1 TT Tm, 

(a) 证 明 : Ptz) 是 z 的 议 数 所 一 1 的 针 项 式 . [提示 :; 将 行列 式 按 第 1 行 子 式 展开 .] 
(b) 证 明 : Ptw) 有 nn 一 1 个 不 同 的 根 g2,… ,on, 因此 有 分 解 式 ， 


Ptz) = kT — oi), 
i=2 


此 处 常数 因子 是 x"-1 的 系数 . 
wo) 证 明 ; 上 二 {—1)" lV, 5 ,mm 
{d) 利用 fb) 与 (c) 推导 卜 述 通 推 公式 : 


Tel， QP , Qn) 一 II (Cas 一 gjTm TtG2， 机 an). 
#3 二 2 
(e) 利用 (d) 中 的 递 推 关系 证 明 : 


Vantaa aa 1Gm) = II (Qi 一 ai). 
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上 式 指出 , 车 各 个 at 互 不 相同 , 则 Yandermonde 行列 式 不 等 于 零 , 即 Vandermonde 能 阵 为 非 麻 
异 阵 , 这 一 性 质 有 广泛 应 
习 古 4~'7 要 用 到 微分 学 的 秽 训 
.给 定 n2 个 在 区 间 {fa, 臣 上 都 可 微 的 通 数 二;, 对 fa 下 中 的 每 个 zx, 定义 Ftz) 二 det[ 记 ifz)] 证 明 : 
导数 Fi{z) 是 下 列 一 个 行列 式 之 和 : 


Fs} = dot Ai(x), 


i=1 
此 处 六 ;tw} 是 对 些 阵 [fiy{z)] 的 第 i 行 中 种 销 数 求 导 后 所 得 的 矩阵 . 
1 衬 x2 zr3 
> 0 1 2 3 i . 
. 设 F(z) = det j 0 2 a |， 求 导数 F'[z). 
1 Ei B27 EE 
z2 x a 5 
”3 3 1 3 
1 1 1 1 1 
.车 Ez} = det ] 2 4 8 16 |: 证 明 : 存在 常数 a,b,c, 使 得 F(z) = efz2 一 3z 十 
1 号 9 27 81 
1 4 16 64 256 


2)tz2 十 az 十 菇 . 
. 设 Wix) 二 [ef Ye) 为 一 个 nx nn 遂 数 矩阵 , 其 中 第 - 行 以 下 各 行 都 为 其 上 面 行 的 公元 素 求 导 后 
所 得, 为 纪念 波兰 数学 家 J M. HH. Wronski, 称 Wt{w) 为 一 个 Wronalkd 拓 苗 【我 们 在 第 8 章 中 将 用 


到 这 个 矩阵 )， 证明: det W(xz) 的 导数 是 将 W(x) 最 后 一 行 各 元 柬 求 导 后 所 得 到 的 拢 阵 的 行列 式 ，[ 提 
示 : 应 用 习题 4 的 结果 ,] 


第 6 章 ”特征 值 与 特征 向 量 


6.1 具有 对 角 和 矩阵 表示 的 线性 变换 


令 工 :VY 一 站 为 作用 在 有 限 锥 线性 空间 了 上 的 一 个 线性 变换 . 并 的 与 了 的 坐 
标 系 { 基 ) 无 关 的 性 质 叫 作 了 的 内 覃 (intrinsic) 性 质 . 了 的 内 草 性 质 为 了 的 全 体 矩 
阵 表 示 所 共有 . 如 果 能 选取 一 组 基 使 所 得 到 的 矩阵 表示 的 形式 特别 简单 , 则 有 可 能 
由 此 和 矩阵 表示 直接 推出 线性 变换 了 的 某 些 内 蕴 性 质 . 

对 角 和 矩阵 是 一 类 特别 简单 的 矩阵 , 因此 我 们 要 问 , 是 否 每 一 个 线性 变换 都 有 对 
角 和 矩阵 表示 ? 在 第 4 章 中 , 我 们 讨论 了 寻求 线性 变换 荆 ;V 一 W 的 对 角 和 矩阵 表示 
的 问题 , 此 处 dimV = n, dimW = m. 定理 4.14 指出 , 我 们 总 能 找到 V 的 一 组 基 
(V1,… vn) 与 W 的 一 组 基 (ww1,… ,wn) 使 得 了 关于 这 样 选取 的 两 组 基 的 矩阵 是 
一 个 对 角 扎 阵 . 特别 地 , 若 WV = W, 则 所 得 到 的 第 阵 是 一 个 对 角 和 拖 阵 .但 如 果 我 们 
要 求 Y 与 W 用 的 是 同一 组 基 , 则 情形 又 将 如 何 ? 由 此 便 引出 本 章 的 中 心 问题 ; 给 
定 有 限 维 线性 空间 V 的 一 个 线性 变换 了: 7 一 TY 是 否 存在 Y 的 一 组 基 司 得 工 在 
这 组 基 下 的 矩阵 为 对 骨 短 阵 ? 

我 们 采用 下 述 记 号 : 者 4 = (oij) 是 一 个 对 角 上 矩阵 , 则 记 作 A = diag (a1i， 
G2 3 nn). 

本 章 的 第 一 个 定理 揭示 了 这 样 一 个 事实 : 一 个 线性 变换 由 它 在 基 元 素 上 的 作 
用 所 完全 确定 . 

定理 6.1 设 dimV = n, 给 定 线性 变换 工 :T 一 则 全 在 VV 的 某 组 基 
(v1;,… ,Un】 下 的 和 给 阵 为 对 角 瞪 阵 的 充分 必要 条 件 是 存在 纯 量 入 1，… ,An 使 得 


Tv) = Mvk, k= 1,2,...,n, (6.1) 
此 时 ， 7 在 基 (U1, "* ; Un) 下 的 给 阵 是 diag (A1, | :An). 
证 明 若 工 在 基 (wy,.… ,vn) 下 的 算 阵 是 对 前 矩阵 4 = diag (和 1,… ,An), 则 


工 在 基 元 素 上 的 作用 由 式 (6.1) 给 出 . 反之 , 若 存 在 纯 量 Ai,… ,和 An, 使 得 对 1 芯 
所 n, 基 元 素 wp 被 映 为 wk, 则 diag (A1,… ,An) 便 是 工 在 基 (uw,…- ,un) 下 的 
矩阵 . 口 

于 是 , 寻找 线性 变换 的 对 角 和 矩阵 表示 的 问题 便 等 价 于 寻求 了 中 于 个 线性 无 关 
的 元 素 v1,…. ,vn 和 nn 个 纯 量 和 1,…. ,和 使 等 式 (6.1) 对 每 一 个 基 元 素 vi 都 成 立 
的 问题 . 
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满足 等 式 (6.1) 的 纯 量 和 和 非 零 元 素 w 分 别 叫 作 线 性 变换 了 的 特征 值 (cigen- 
value)} 与 特征 向 里 (eigenvoctor)®, 下 一 节 中 , 我 们 将 在 一 般 情 形 研 究 特征 值 与 特征 
向 量 . 


6.2 ”线性 变换 的 特征 值 与 特征 向量 


我 们 用 V 表示 线性 空间 , S 表示 Y 的 子 空间 , 空间 Y 与 子 空间 5 并 不 要 求 是 
有 限 维 的 ， 

定 光 {特征 值 与 特征 向 量 ) 令 丁 :5S 一 V 为 5 到 WV 中 的 一 个 线性 变 搁 . 设 
和 为 一 个 纯 量 , 落 存 在 9 中 的 一 个 菲 零 元 素 z 使 得 

T(z) = A (6.2) 
则 称 和 为 工 的 一 个 特征 慎 , 并 称 x 为 了 的 属于 和 的 一 个 特征 向 时 ,和 巴 对 应 于 z 
的 特征 值 ， 

对 给 定 的 特征 向 量 z, 只 有 唯一 的 一 个 特征 值 与 之 对 应 . 事实 上 , 若 对 某 个 z 关 
O 同时 有 T(x) = Xx 与 T(x) = pz 则 3x = px, 从 而 由 x%x 关 ,得 和 A=. 

车 了 =38= RR", 则 当 入 关 0 时 , 等 式 工 (zx) = Xx 有 一 个 简单 的 几何 解释 : 每 一 
个 特征 向 基 x 都 被 映 为 一 个 与 x 平行 的 向 量 . 

注 尽管 等 式 (6.2) 对 x = 口 及 任意 -- 个 纯 量 》 都 成 立 , 但 在 定义 中 并 不 将 零 元 素 看 作 特 征 向 量 , 这 
样 做 的 理由 之 一 是 要 保证 与 给 定 特征 向 量 对 应 的 特征 值 唯一 . 

下 述 各 例 用 来 说 明 上 述 概念 的 意义 . 

例 1 ( 纯 量 物 法 ) 令 了 :3 一 T 为 由 等 式 T(x) = cz 所 定义 的 线性 变换 , 此 
处 为 5 中 的 任意 元 素 , e 是 一 个 固定 的 纯 量 . 在 本 鲍 中 , 5 中 的 任 一 非 零 元 素 都 
是 属于 特征 值 c 的 特征 向 量 . 口 

例 2 (由 所 有 使 得 了 (ze) = Xe 的 x 组 成 的 特征 空间 BOA)) 设 T:5 一 V 
为 一 个 线性 变换 ,和 为 了 的 一 个 特征 值 . 令 EA) 表示 5 中 所 有 满足 条 件 T(x) = 
的 元 素 x 的 集合 , 则 EE(A) 包含 零 元 素 和 所 有 属于 的 特征 向 量 . 车 z,y 6 E(%)， 
则 对 所 有 的 弦 量 a 与 b, 都 有 

Tlar + ty) = aT(r) + dT(W) = oAr + BMy = Alax + by), 
因此 aw+tby € (A). 从 而 EON) 是 5 的 一 个 子 空间 , 叫 作 和 的 特征 空间 (eigenspace). 
包 (X) 可 能 是 有 限 维 的 , 也 可 能 是 无 限 维 的 ， 当 E(X) 为 有 限 维 时 , 由 于 它 至 少 包含 
一 个 属于 的 非 零 元 素 (特征 向 量 ) x, 因此 E(X) 的 的 维 数 至 少 是 1. 口 


全 单词 genvector 和 sigemvalue 分 别 是 贸 语 单词 Bigenvektor 各 Eigenwert 的 英 译 . 用 些 作者 
用 术语 characteristic vector 或 proper vector 作为 eigenvector 的 辣 义 语 . 特征 慎 也 被 称 为 


charactoristic value, proper value 或 latent root. 
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例 3《〈 堆 特征 值 的 存在 性 ) ”由 定义 , 特征 向 量 若 存在 , 则 它 必 不 可 能 为 零 元 
素 . 然而 , 纯 量 0 则 有 可 能 是 特征 值 . 事实 上 , 着 0 是 对 应 于 特征 向 量 x 的 特征 值 ， 
则 Ttc=oz=oO, 即 zz 在 了 的 零 空 间 中 ,反之 , 车工 的 零 空 间 包 含有 非 零 元 素 ， 
则 这 些 非 零 元 素 都 是 属于 特征 值 0 的 特征 元 素 . 对 于 一 个 一 般 的 特征 值 六 不 论 和 
是 否 为 零 , E(X) 都 是 线性 变换 了- X7 的 零 空间 . 口 

例 4 (wy 平面 的 反射 变换 ) 设 3=T = 下 3?, 令 了 工 为 zy 平面 的 反射 变换 
{reflection), 即 个 是 下 列 方式 作用 在 基 向 量 i, 7, &k 上 的 线性 变换 .; 

T(2) = 4, TH) = 37, T(k) = —k. 
划 zy 平面 上 的 任 一 非 零 向 量 都 是 属于 特征 值 1 的 特征 向 量 . 其 余 的 任 一 特征 向 量 
都 可 以 表示 成 ck 的 形式 , 此 处 c 关 0. 它们 都 是 属于 特征 值 -1 的 特征 向 量 . 品 

例 5 (平面 转动 一 个 固定 角度 ox 的 旋转 变换 ) ”这 个 例子 特别 有 意思 , 因为 它 
说 明 特 征 向 量 的 存在 性 与 纯 綦 域 有 关 . 我 们 可 以 用 两 种 方法 将 zy 平面 看 作 线性 空 
间 ; (1) 二 维 实 线性 空间 , V = 及 2?, 它 的 基 向 量 为 i = {1,0) 与 了 = (0,1), 以 实数 为 
纯 量 ; {2) 一 维 复线 性 空间 , Y = C, 基 向 量 为 1, 以 复数 为 纯 量 . 

我 们 先 讨 论 第 二 种 解 灵 . C 的 任 一 非 零 元 素 z 都 可 表示 为 极 谎 标 形式 z = reie， 
其 中 7 =|s|, 而 8 二 arg(z). 如 果 了 将 z 旋转 一 个 角度 a, 则 

T(z) 一 reill+te) 一 eiez 
因此 每 个 非 零 复数 z 都 是 属于 特征 值 = sis = cosa +isine 的 特征 向 量 . 我 们 指 
出 , 只 有 当 =“ 是 x 的 整数 倍 时 , eic 才 是 实数 , 在 其 余 情形 , eis 都 不 是 实数 . 当 a 
是 x 的 偶数 倍 时 , 了 为 恒 等 映 射 , 即 T(z) = z; 当 a 是 x 的 奇数 倍 时 , 了 将 每 个 点 
关于 坐标 原点 作 反 射 , 因此 T(x) = 一 z. 

再 来 讨论 第 一 种 解释 , 即将 平面 看 作 实 线性 空间 R? 时 的 情形 . 由 于 此 时 纯 量 
只 能 取 实 数 , 因此 只 有 当 旋 转角 a 是 x 的 整数 偿 时 旋转 变换 了 才 有 实 特 征 值 . 换 
言 之 , 若 a 不 是 x 的 整数 倍 , 则 了 没有 实 特征 值 , 从 而 也 就 没有 特征 向 量 . 由 此 可 
知 , 特征 值 与 特征 向 量 的 存在 性 可 能 依赖 于 Y 的 纯 量 的 选择 口 

例 6 (由 一 个 特征 向 量 生成 的 子 空 间 ) ” 设 工 : 5 一 为 一 个 线性 变换 ,和 为 
了 的 一 个 特征 值 . 令 x 为 属于 和 的 一 个 特征 向 量 , L(x) 为 由 z 生成 的 子 空间 , 即 
工 (z) 为 由 x 的 全 体 纯 量 倍数 所 组 成 的 子 空间 . 不 难 验 证 了 将 工 (z) 映 为 它 自身 . 事 
实 上 , 若 设 y= ez, 则 有 

TH = Ter) = eT(x}) = clAz) = Mer) = Ny. 
车 ce 关 0, 则 yy 关 0, 因此 LK(z) 中 任 一 非 零 元 素 都 是 属于 的 特征 向 量 . 

设 U 为 8 的 一 个 子 空间 ,车工 将 UV 中 每 一 个 元 素 都 映 为 U 中 的 元 素 , 则 称 
5 为 工 的 一 个 不 变 子 空间 (invariant subspace), 或 称 U5 在 工 下 不 变 . 由 例 6 可 知 ， 
由 一 个 特征 向 量 生成 的 子 空间 在 人 下 不 变 . 

F 面 两 个 例子 需要 用 到 微 积 分 的 知识 ， 
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例 7 (微分 算 子 ) 设 V 为 由 在 某 个 开 区 间 上 任意 阶 可 微 的 全 体 实 函 数 了 所 
组 成 的 线性 空间 , 令 D 为 将 每 个 了 上映 为 其 导数 的 线性 变换 , 即 D( 有 ) = F', 则 站 的 
特征 向 量 是 V 中 对 某 个 实数 满足 方程 

F=f 
的 非 零 实 函数 f. 上 述 方程 是 一 阶 线性 微分 方程 , 它 的 全 部 解 由 公式 
Jo) = oem 
给 出 , 此 处 = 为 任意 实 常数 ， 从 而 D 的 特征 向 量 是 全 体 指数 函数 Frz) = cexz, 其 
中 e 关 0, 对 应 于 特征 向 量 f(z} = ce** 的 特征 值 是 % 在 与 本 例 相 类 似 的 情形 ,， 即 
当 V 是 函数 空间 时 , 我 们 常 将 特征 向 量 叫 作 特征 函数 feigenfunetion)， 口 

例 8〈 积 分 算 子 ) ” 设 w 是 由 在 有 限 闭 区 间 [ec, 引 上 连续 的 全 体 实 范 数 所 组 成 

的 线性 空间 . 对 fe V, 由 _ 
go = sa ea<zs8 

定义 函数 g=T 了 (用. 车工 的 特征 函数 存在 ， 则 它 必 是 对 其 个 实数 满足 条 件 

| Flt)dt = Af(z) (6.3) 
的 非 零 函数 f.， 若 特征 函数 存在 , 对 方程 (6.3} 两 边 微 分 得 f(z) = A 了 (zx), 从 而 当 
和 天 六 时 即 得 f(x} = cez/ 换言之 , 只 有 形 如 f(z) = ee/ (ez0 且 和 关门 的 函 
数 才 有 可 能 是 特征 函数 . 然而 , 车 在 方程 (6.3) 中 取 x = a, 则 得 

0= Af(la) = Xeea/、， 

由 于 e*/^ 不 可 能 为 零 , 因此 任意 非 零 函数 f 都 不 可 能 满足 方程 了 (f) = Xf, 从 而 了 
没有 特征 泡 数 , 也 没有 特征 值 . . . 口 


6.3 ”属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 的 线性 无 关 性 


下 述 定 理 给 出 特征 向 量 的 一 个 基本 性 质 ， 与 上 一 节 一 样 , 5S 表示 线性 空间 Y 的 
一 个 子 空间 . 

定理 6.2 设 为 ,… ,Mk 为 线性 变换 卫 : 5 一 VV 的 上 个 互 不 相同 的 特征 值 . 对 
1] 所 了 和 令 Ui 为 己 于 入 的 特征 向 量 , 则 41,… ,Wk 线性 无 关 . | 

证 明 对 特征 向 量 的 个 数 上 作 归 商法 . 当天 = 1 时 结论 显然 成 立 , 假定 结论 
对 任意 8# 一 1 个 特征 向 量 都 成 立 ， 令 ww,wo,-… ,wk 分 别 为 属于 下 个 不 同 特征 值 
A X42, ;Ak 的 特征 向 量 , 若 有 个 纯 量 cea ch 使 


cat = 0O. (6.4) 
将 工 作用 于 等 式 (6.4) 的 两 边 , 由 T(ws) = Xu, 得 
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k 
>》, CAs Us = 0. {6.5} 
将 和 乘 等 式 (6.4) 的 两 边 之 后 再 与 等 式 (6.5) 相 减 得 
Kk—1 
》， Ce (CAs 一 AR) = OQ. 


i=1 
由 归纳 假设 , u1,… ,ux_1 线性 无 关 , 因此 对 i= 1,2,..., 有 一 1, 都 有 ci( 和 i 一 和 A) 一 0. 


由 于 特征 值 孔 不 相同 ，(2s - Az) 关 0, 因此 必 有 6 二 02 二:… = ch_1 = 0, 再 代入 等 
式 (6.4) 又 得 ck = 0, 因此 特征 问 量 ww,w2,… ,wx 线性 无 关 . 口 


我 们 指出 , 如 果 人 允许 将 零 元 素 也 当 作 特征 向 量 , 则 定理 6.2 将 不 再 成 立 . 这 是 
我 们 不 把 零 元 素 作 为 特征 向 量 的 第 二 个 理由 ， 

在 有 限 维 线性 空间 的 情形 , 定理 6.2 有 下 述 重 要 推论 . 

定理 6.3 设 dimV = nm 则 任意 一 个 线性 变 提 本 :WV 一 至 多 有 nn 个 不 同 
的 特征 值 . 如 果 卫 恰 有 个 不 同 的 特征 值 , 则 它们 所 对 应 的 n 个 特征 向 量 构 成 VV 
的 一 组 天, 并 且 丁 在 这 钥 基 下 的 存 阵 是 以 工 的 个 特征 值 作为 主 对 角 线 元 素 的 对 
外延 阵 . 

证 明 如果 存 在 n 十 1 个 不 同 的 特征 值 , 则 由 定理 6.2 可 知 V 将 包含 n+1 个 
线性 无 关 的 元 素 , 这 与 dimY = n 相 了 矛盾 , 因此 了 至 多 只 能 有 n 个 不 同 的 特征 值 . 
第 二 个 断言 可 由 定理 6.1 和 定理 6.2 推出 . 口 

注 “定理 6.3 告诉 我 们 , 存在 n 个 不 同 的 特征 值 是 T 有 一 个 对 第 短 阵 表示 的 充分 条 件 . 不 过 这 个 条 
件 不 是 必要 的 . 存在 这 样 的 线性 变换 , 它 只 有 少 十 nm 个 不 同 的 特征 值 , 但 基 它 有 一 个 对 角 和 矩阵 表示 档 等 变 


换 就 是 这 样 “个 例 了 , 它 的 特征 值 都 是 1, 但 是 恒 等 变 换 在 作 意 一 组 基 下 的 第 阵 孝 是 单位 矩阵 .定理 6.1 给 
出 了 工 有 一 个 对 角 撼 阵 表 父 的 充分 必要 条 忻 . 


6.4 习 题 


1.{a) 证 明 ; 车 了 有 一 个 特征 值 %, 则 aT 有 特征 值 aX. 

[b) 证 明 : 车 x 嫩 是 五 的 特征 向 量 , 区 是 Ts 的 特征 向 量 , 则 对 所 有 的 纯 量 a 和 ,x 都 是 aTi 十 bT3 
的 特征 向量 . 它们 对 应 的 特征 慎之 间 有 什么 关系 ? 

2. 设 了 :TY 一 WV 有 一 个 属于 特征 信 X 的 特征 向 量 z, 证 明 z 也 是 T2 的 属于 特征 值 2 的 特征 向量 . 
一 般 地 , 对 企 意 正 整 数 R, xz 也 是 TE 的 属于 特征 值 A* 的 特征 向 量 . 再 利用 习题 1 的 缚 果 证 明 : 对 任 
意 多 项 式 已 , z 也 是 PIT) 的 属于 特征 值 P(X) 的 特征 向 量 . 

3， 将 平面 看 作 实 研 性 空间 亚 2, 仿 工 为 及 2 的 绕 原 点 旋转 /2 角度 的 旋转 变换 . 证 明 : 尽管 了 没有 特征 
向 最, 然而 每 一 个 非 堆 向 量 都 起 T? 的 特征 向 量 . 

4 设 证 :VV 一 VW 有 这 样 的 性 质 : T2 有 -个 非 负 特征 值 和 2, 证 明 : 和 与 一 和 中 至 少 有 - -个 是 了 的 特征 
值 . | 提示: T2 一 27 一 {TT 十 和 TNT 一 X17)] 

5,， 设 w 与 y 分 别 为 线性 变换 9 的 属于 特征 值 A 与 px 的 特征 向 量 , 其 中 入 关 4. 证 明 : 着 or 十 by 为 
TT 的 特征 向 景 , 则 必 有 a =0 或 b= 0 


6.5 有 限 维 线性 空间 185 


6. 设 人 ;5 一 VV 是 一 个 线性 变换 , 它 使 得 5 中 性 意 一 个 非 零 元 毒 都 是 它 的 特征 向 晤 ,证明 ; 存在 纯 量 
c, 使 对 所 有 的 x E 号 都 有 Tix) = cz, 换言之 , 其 有 上 述 性 质 的 线性 变换 一 定 能 够 表示 成 恒 等 变换 与 
某 个 纯 量 之 积 【 提 示 : 应 用 习题 5 的 结论 ). 

7. 令 Y 为 由 全 体 次 数 去 n 的 实 系数 多 项 式 p(z) 以 及 零 雪 项 式 记 档 成 的 钱 性 空间 、 对 P E V, 定义 
9g = 了 fp) 如 下 ; 对 所 有 实数 t+ 都 有 gf = plt 十 1). 证 明 卫 的 特征 值 只 能 是 1, 并 求 出 属于 此 特征 
惜 的 全 部 特征 函数 . 
习题 8~11 要 用 到 微 积分 的 知识 . 

38. 设 WV 是 由 区 间 (0,1) 全 体 可 微 实 函 数 所 构成 的 线性 空间 ,对 了 E VW, 定义 g = T(f) 如 下 : 对 任意 
t€ (0, DD), 令 g(t) = #4"(t). 证 明仁 意 实 数 A 者 是 了 的 特征 借 并 确定 属于 和 的 特征 疯 数 . 

9. 设 Y 是 由 区 间 (一 ee, +oo)] 上 全 体 连 续 函 数 记 构成 的 线性 空间 ， 则 对 任意 f & Y 及 任意 实数 z, 积 
分 f(t)ds 都 存在 . 对 了 ETY, 恢 如 下 方式 定义 g 二 工 (了 : sfz) 二 [了 f(t)dt， 证 明 等 - -个 正 
实数 A 都 是 个 的 特征 值 并 求 出 竟 于 特征 值 > 的 特征 函数 . 

10.， 说 WV 是 由 了 区间 【一 co, 十 so) 上 全 体 连 续 函 数 所 构成 的 钱 性 空间 , 则 对 任意 fe V 及 任意 实数 r, 积 
分 [tftt)dt 都 存在 . 对 f EV 依 如 下 方式 定义 9 一 并 站 : 9{z) 二 请 。 好 的 和 .证 明 每 -个 
负 实 数 入 都 是 工 的 特征 值 并 求 出 属于 特征 借 和 的 特征 多 数 . 

11. 证 WV 为 由 全 体 实 收 语序 列 {zn》 所 构成 的 线性 空间 ， 依 如 下 方式 定义 人 :VW 一 V; 洛 x= {xn} 是 
一 个 以 4 为 概 限 的 收 黎 序 列 , 则 令 To = fn 此 处 gn 二 0 一 Zin 主 1, 证 明和 入 一 0 与 和 二 一 1 
足 工 所 仅 友 的 两 个 特征 值 并 求 出 分 别 属于 这 两 个 特征 人 的 特征 向 量 . 


6.5 有限 维 线性 空间 


在 6.2 节 例 5 中 我 们 看 到 , 对 一 个 给 定 的 线性 算 子 , 特征 值 的 存在 性 与 纯 量 域 
有 关 . 下 述 定理 指出 , 如 果 取 复数 作为 纯 量 并 且 线 性 空间 了 是 有 限 维 的 , 即 如 果 让 
是 有 限 维 复线 性 空间 , . 则 特征 值 必定 存在 . 

定理 6.4 谱 了 是 一 个 有 限 维 复 线性 空间 , 则 任 一 线性 变换 了 :太一 了 必定 
有 特征 值 存在 . 1 

证 明 令 = dimy: 任意 取 定 Y 中 的 一 个 非 堆 元 素 z, 考虑 TY 中 下 述 n 二 1 
个 元 素 

2, TE), T2(2),. ,Ty). 
由 于 dmy =n, 因此 上 述 nw 十 1 个 元 素 线性 相关 . 从 而 存在 十 1 个 不 全 为 零 的 复 
数 co0, 61,.… ,cn 使 得 


nn 


》， cfz) = 0. 


二 


上 式 也 可 表 为 F(z) =O 的 形式 , 其 中 只 为 下 述 线性 算 子 : 


nh 


已 一 》 ck， 


二 0 


以 各 个 复数 ck 为 系数 作 如 下 的 复 值 多 项 式 ， 
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f(z) = CR 
大 二 0 


车 cm 是 各 系数 co0,c1,.，… ,en 中 的 最 后 一 个 非 零 系 数 , 则 f(z) 是 一 个 m 次 多 项 式 ， 
此 处 m < n. 将 f(z) 分 解 为 一 次 因 式 乘积 的 形式 

f(z) = cm 人 (一 cd) (2 — Gm), 
其 中 ai,… ,om 是 多 项 式 f(z) 的 个 复 根 , 则 相应 的 线性 算 子 玉 也 可 分 解 成 如 
下 形式 : 

Foen(T ad... (Tan), 
其 中 工 是 恒 等 变换 旦 co 关 0. 将 下 作用 在 非 零 元 素 x .上 , 我 们 得 

F(X) = cm(T ~ oD (To omD)(z) = 0. 
令 z= 二 全 一 am 了 D(z), 车 x21 = 0O, 则 得 工 (xz) = amz 因此 an 是 一 个 特征 值 , zx 是 
属于 am 的 一 个 特征 向 量 . 车 x1 兰 O, 则 依次 定义 元 素 ra za3,… ,zm 如下; 
x3 = (To— om 1D(E), Ys = (To om oD) (x2), ,Tm = (To od)(rm 1). 

由 于 F(xw) = O 且 cm 关 0, 因此 zo,za,… ,wn 中 至 少 有 一 个 为 零 元 素 . 令 x 为 
Zz2,T31… ,2m 中 最 后 一 个 非 零 元 素 , 则 zi41 = OO, 因此 T(xE) = Gm_nTn, 于 是 x 
便 是 属于 特征 值 an_x 的 一 个 特征 向 量 . 口 


6.6 三 角 化 定理 


由 定理 6.1 知 , 若 了 为 作用 在 n 锥 线性 空间 V 上 的 一 个 线性 变换 , 则 工 可 对 
角 化 的 充分 必要 条 件 是 了 有 ”个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 于 是 , 车 工 没 有 个 线性 
无关 的 特征 向 量 , 则 人 恒 不 可 能 对 角 化 . 不 过 , 如 果 V 是 n 维 复 线性 空间 , 则 由 下 
述 定 理 可 知 , 我 们 总 可 以 将 工 三 角 化 (Triangularized), 即使 工 的 线性 无 关 的 特征 
向 量 的 总 数 少 于 ns 也 不 例外 . 

定理 6.5 (三 角 化 定理 ) 设 V 是 一 个 n 锥 复线 性 空间 ,个 :V 一 WV 为 任 一 线 
性 变 撞 , 则 总 存在 VV 的 一 组 基 , 使 得 了 在 这 组 基 下 的 元 阵 为 上 三 角形 和 拭 阵 , 并 且 这 
个 上 三 角形 矩阵 以 工 的 n 个 特征 值 作为 它 的 主 对 角 线 元 素 . 

证 明 对 的 维 数 ” 作 归 商法 . 当 n= 1 时 , 由 于 任意 1 x 1 矩阵 都 是 上 三 
角形 的 , 并 且 它 仅 有 的 一 个 元 素 就 是 它 的 特征 值 , 因此 结论 显然 成 立 . 假定 对 所 有 
作用 在 n 一 1 维 复 线性 空间 上 的 线性 变换 结论 都 成 立 , 我 们 要 证 明 对 所 有 作用 在 nm 
维 复线 性 空间 上 的 线性 变换 结论 也 都 成 立 . 

由 定理 6.4, 复线 性 空间 Y 上 的 线性 变换 了 必定 存在 特征 值 , 故 不 妨 设 和 为 
工 的 一 个 特征 值 , 再 令 wi 为 属于 和 1 的 一 个 特征 向 量 , 则 有 

Tu) = Mw 且 #¥ 0. 
由 定理 3.7(a) 知 , wi 可 扩充 为 Y 的 一 组 基 , 设 这 组 基 为 
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忆 一 (LUa) “0 Hn). 


令 4 = (ayj) 为 工 在 这 组 基 下 的 矩阵 , 则 可 设 
T(ur) 一 Vai k=1,2,... ,nn. 【6.6) 


令 V = 了 ua ,tin) 为 由 一 1 个 元 素 轨 …… ,am 生成 的 线性 空间 ， 由 于 
aa ,Un 线性 无 关 , 因此 dim WY =m -1. 为 应 用 归纳 假设 , 我 们 定义 一 个 新 的 线 
性 变换 T* :Vy* 一 V*,T* 在 V* 的 基 元素 上 的 作用 由 下 式 给 出 : 


T* (up) = >》, QikWil 上 = 2,.-.,n. (6.7) 
i=2 
注意 到 和 式 (6.7) 是 将 和 式 (6.6) 中 的 第 一 项 去 掉 后 所 得 , 只 有 元 素 wz,… ,um 仍 
然 保留 , 因此 T* 将 V* 映 入 ,从 而 易 知 T* 是 n 一 1 维 复线 性 空 简 V* 上 的 一 
个 线性 变换 , 由 归 商 假设 可 知 , 存在 V* 的 一 组 基 , 设 为 
W™ 一 {aa 1 Un), 
使 得 7T* 在 这 组 基 下 的 矩阵 是 一 个 上 三 角形 矩阵 , 将 它 记 作 (64y), 其 中 2 气 宙 了 所 妃 
于 是 我 们 得 
了 (ana) 一 patWa， 


T* (wa) 一 pas?t02 十 ba3t03， 


TY (wn) 一 pantia bands + + bnniin, 


由 归纳 假设 , (biy) 的 主 对 角 线 元 素 bo2, 5093,…' ,bmn 都 是 了 * 的 特征 值 . 

令 丽 = (oa yuan 我 们 要 证 明 W 是 V 的 一 组 基 , 工 在 W 下 的 矩阵 为 
上 三 角形 夭 阵 ， 由 于 人 WY 包 会 n 个 V 中 元 素 , 因此 为 证 明 W 是 Y 的 一 组 基 , 只 
需 证 明 W 生成 WY 即 可 . 车 x EV, 则 zz 是 人 ,ua yam 的 一 个 线性 组 合 . 又 因 
ua;… ,Un 都 是 V*+ 中 的 元 素 , 因此 它们 都 可 表示 为 we,…… ,un 的 线性 组 合 , 从 而 
z 可 表 孙 为 wiiuwa…… ,wn 的 线性 组合 , 亦 即 W 生成 线性 空间 V. 

为 求 工 在 基 W 之 下 的 矩阵 , 我 们 考察 基 元 素 在 了 作用 下 的 银 . 对 第 一 个 基 元 
素 wu; 我 们 已 知 有 


了 fa 一 ALU1. 
为 求 wo,… ,wn 在 工作 用 下 的 象 , 我 们 来 比较 工 与 7* 在 Vv" 的 一 个 卜 型 元 素 上 
的 作用 . 车 x eV"*, 则 存在 复数 c2, ca,,… ,cn, 使 得 


nn 
出 一 > CEUE, 


从 而 得 


188 第 6 章 特征 值 与 特征 向 量 
T(z) = YerT un), 


T*(z) = ck (ux}. 
天 一 人 
于 是 上 述 二 式 之 差 为 
To) — T*(2) = cp{T (ur) — Tp)}. 


是 二 吕 
由 (6.6) 与 (6.7) 二 式 得 Tu 一 到 fan) = au 因此 
Tf{z) ~ T*(x) = (Deer )u = ex) 


大 一 也 


此 处 
clw) 二 cpai 
天 二 2 


是 某 个 依赖 于 x 的 复数 . 换言之 , 我 们 有 
T(r) = 人 Ju + TL). (6.8) 
依次 取 x 二 wz,… ,wn; 反复 应 用 上 述 关系 式 , 我 们 得 


Twa) = ef 十 了 (ia) 二 clanajal 十 pezt0a， 


了 (aba) 一 Clara]al 十 了 (aps) = cfap3jul + boawa 十 bs3ts， 


了 (一 can 十 (an 一 Cn + band + bants 十 十 anaye。 

因此 了 在 基 WW 下 的 矩阵 是 一 个 以 入 ,bz2,… ,bnn 为 主 对 角 线 元 素 的 上 三 角形 从 
阵 . 

余下 还 需 证 明 此 上 三 角形 短 阵 的 各 个 主 对 角 线 元 素 都 是 了 的 特征 值 . 前 面 已 
知 Xi 是 工 的 特征 值 , 又 由 归 钠 假设 , 522,… ,bnm 部 是 TI" 的 特征 值 , 因此 在 V* 中 
存在 特征 向 量 w2,va,… ,wn 使 得 Trans) = 了 hk， 天 一 23 ,由 等 式 (6.8) 得 

(ok = Cv) G1 十 了 (ED) 一 EURJUI 十 PT. 

车 ctwx) = 0 则 了 (wk) = bgppvn 从 而 内 是 工 的 一 个 属于 特征 值 如 kx 的 特征 向 量 . 
而 车 clvx) 对 0, 则 wi 不 是 了 的 特征 向 量 , 不 过 我 们 可 以 通过 适当 选取 复数 和 使 
得 


4 一 11 十 ApUE 
为 工 的 一 个 特征 向 量 . 由 于 wi 与 w 线性 无 关 , 因此 对 任意 选取 的 和 4, 元 素 以 部 
不 可 能 是 零 元 素 . 为 选取 使 wi 为 特征 向 量 的 Ax, 将 了 作用 在 wi 上 得 
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TO) = TE) FF ATOR) 一 AU 十 Agfcetekjan 十 bpup 

— {A 十 Agcfugylal + ber {vs 一 2 

= bnUk 十 {A1 十 和 jCCUE) 一 bys Ht1. 
当 clwx) 关 0 时 , 存在 崔 一 的 一 个 和, 外 X4 = (5px 一 和 1)/ clwr), 使 得 {A1 十 和 xclvn) 一 
Bxx} 二 0, 对 这 个 和 ,我们 有 

TV) = pk 和 

因此 wt 是 一 个 属于 特征 值 zs 的 特征 向 量 . 因此 , 工 在 基 三 下 的 矩阵 的 主 对 角 线 
元 素 为 ,522,…' ,bnn 都 是 了 的 特征 值 . 由 此 完成 了 三 角 化 定理 的 证 明 . 口 


6.7 ”特征 多 项 式 
我 们 接 下 来 研究 当 线性 变换 了 :站 一 让 的 特征 值 存在 时 如 何 实 际 上 求 出 它们 


的 问题 . 我 们 寻找 使 方程 FTfz) = hx 有 和 非 零 解 > 的 纯 量 和 方程 T(x) = Xz 可 写成 
如 下 形式 : 


(XI — T(x) = 口 ， (6.9) 
此 处 工 是 恒 等 变 换 . 于 是 当 且 仅 当 方程 (6.9) 有 非 等 解 z 时 , 和 是 人 的 一 个 特征 信 ， 
由 定理 4.10, 此 时 AT 一 荆 是 不 可 道 的 . 

当 了 是 有 限 维 线性 空间 时 , 我 们 可 以 借助 于 行列 式 来 求 特征 值 . 设 4 是 线性 
变换 了 的 一 个 矩阵 表示 , 则 XI - A 是 线性 变换 XT -全 的 一 个 矩阵 表示 , 而 且 线 
性 变换 XI 一 下 可 道 的 充分 必要 条 件 是 XT - A 为 非 裔 异 和 矩阵 . 于是, 和 是 了 的 特 
征 值 的 充分 必要 条 件 是 AI 一 4 为 奇异 矩阵 . 由 定理 517, 和 是 了 的 特征 值 的 充分 
必要 条 件 是 det(AT 一 4 = 0. 换言之 ,了 的 每 一 个 特征 慎 和 都 满足 方程 

det(AT — 4) 一 0， {6.10) 
反之 , 任 一 满足 条 件 (6.10) 的 纯 量 都 是 了 的 特征 值 . 这 建议 我 们 将 行列 式 det(XT 
4) 当 作 和 的 一 个 函数 来 进行 研究 . 

定理 6.6 设 有 太 == (qiy) 是 一 个 如 nxn 夺 阵 ,了 为 nx 划 性 下 阵 , 则 由 

fA) = det(XT — A) 
定义 的 泗 数 了 是 入 的 一 个 n 次 多 项 式 , 而 且 这 个 多 项 式 的 最 高 次 项 是 MX",， 其 常数 
项 是 f{0) = det( 一 4) 一 (1)" det 4. 

证 明 ”由 了 的 定义 即 得 f(0) = det( 一 4)， 在 n < 3 的 情形 我 们 证 明 是 
的 n 次 多 项 式 . 对 一 般 的 n 可 用 蚂 钠 法 给 出 证 虹 , 我 们 将 它 作 为 习题 留 纵 读 者 {所 
6.10 节 可 题 0. 

当 和 n= 1 时 , f( 和 ) = 和 -a 是 和 的 一 次 多 项 式 , 当 m = 2 时 , 我 们 有 
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入 一 点 12 
det(AI — A})= , 人 、 一 (一 GUI)A — a22) — 12421 
31 一 二 


一 和 2 — {01 + aa2)X + (a11022 — a12091), 

这 是 x 的 一 个 二 次 多 项 式 . 当 m= 二 3 时 , 我 们 有 
入 — Qa1l 12 “13 

dettAT — A}=| 一 aa 一 aaa 一 aas 


一 此 31 一 六 32 入 一 033 


一 此 21 一 上 23 


入 一 一 
= 和 加 all 也 22 C23 


十 12 


032 入 一 33 一 C31 入 — 0Q39 


一 221 入 一 022 
一 局 13 


’ 
31 32 


上 式 后 两 项 都 是 》 的 一 次 多 项 式 , 第 一 项 是 》 的 三 次 多 项 式 , 其 最 高 次 项 为 六 , 故 
这 是 > 的 一 个 三 次 多 项 式 . 口 

定义 设 生 是 一 个 zxg 考 阵 ,行列 式 

fA) = det(AIT — A) 

叫 必 有 A 的 特征 多 项 式 (characteristic polynomial). 

4 的 特征 冤 项 式 的 根 都 是 复数 , 其 中 其 一 些 可 能 是 实数 , 如 果 令 请 表示 实数 
域 及 或 复数 域 C, 则 可 得 下 述 定理 . 

定理 6.7 设 V 为 mm 维 线性 空间 , 其 纯 量 堪 为 FF) 设 全 :VV 一 站 为 线性 变换 ， 
设 各 为 工 的 某 个 矩阵 表示 , 则 了 工 的 料 征 值 的 集合 由 入 的 特征 多 项 式 的 属于 五 的 
根 组 成 . 

证 明 由 定理 6.6 之 前 的 讨论 知 , 了 的 每 一 个 特征 值 都 满足 方程 det(XT 一 A) = 
0, 而 且 4 的 特征 多 项 式 的 任意 一 个 属于 亚 的 根 都 是 了 的 特征 值 . 故 得 定理 口 

矩阵 4 依赖 于 Y 的 基 的 选择 , 而 了 的 特征 值 的 定 尺 与 基 无 关 , 因此 4 的 特 
征 铭 项 式 的 根 的 集合 必须 与 基 的 选择 无 关 . 不 仅 如 此 , 我 们 还 将 在 6.11 节 中 证 明 ， 
特征 客 项 式 本 身 也 和 基 的 选择 无 关 . 

我 们 下 面 讨 论 在 有 限 维 的 情形 下 特征 值 与 特征 向 量 的 实际 求法 . 


6.8 ”有 限 维 情 形 下 特征 值 与 特征 向 量 的 计算 


在 有 限 维 情形 , 线性 变换 工 的 特征 值 和 特征 向 量 也 叫 作 工 的 任何 一 个 矩阵 表示 
的 特征 值 和 特征 向 便 . 于 是 方 阵 4 的 特征 值 就 是 其 特征 多 项 式 f(X) = det(XI 一 A) 
的 属于 纯 量 域 下 的 根 . 属于 特征 值 和 的 特征 向 量 就 是 那些 满足 条 件 
X=3 政 即 (XT 一 A)X=0 
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的 非 零 列 向 量 素 = fzl ,zzniT. 上 式 是 关于 x1,'… ,zn 的 由 m 个 线性 方程 组 成 
的 方程 组 . 只 要 知道 , 我 们 就 能 通过 解 这 个 线性 方程 组 来 求 出 特征 向 量 . 我 们 给 
出 三 个 不 同类 型 的 例子 来 说 明 特征 向 量 的 求法 . 

例 1 所 有 特征 值 都 不 同 的 矩阵 ) ”矩阵 


2 1 1 
A=| 2 3 4 
一 一 1 一 > 
的 特征 多 项 式 为 
-2 -1 -1 
det(XAT— A)=| -2 2-3 -4 |={(- (+N -3), 
1 1 A+2 


因此 和 4 有 3 个 不 同 的 特征 值 : 1, -1, 3. 为 求 属于 和 = 1 的 特征 向 量 , 我 们 解 线性 
方程 组 A = 万, 即 

2 1 1 

2 3 4 | 

-1 —1 —2 


它 给 出 由 3 个 方程 组 成 的 线性 方程 组 
| 271 十 Te 十 %3 一 区 1 


Bz1 十 372 十 473 = wa 
一 世 1 一 722 一 273 一 和 3 


可 将 它 改 写成 如 下 形式 : 


21 十 Z2 十 Z3 一 站 
| 231 十 22Z2 十 473 一 0 

一 六 1 一 Za —3zx4=D0 
将 第 一 个 方程 和 第 三 个 方程 相 加 便 得 rs = 0, 于 是 所 有 上 述 三 个 方程 可 化 为 cl + 
za 二 0, 因此 属于 X = 1 的 特征 向 量 为 发 = t(1, 一 1,0), 此 处 t 为 任意 非 零 纯 量 . 

同 法 可 得 属于 特征 值 = -| 的 特征 向 量 为 万 = zt0,1, 一 1), 属于 和 = 3 的 特 
征 向 量 为 大 = t(2,3, 一]), 此 处 上 为 任意 不 等 于 零 的 纯 量 . 由 于 特征 值 互 不 相同 , 因 
此 相应 的 特征 向 量 线性 无 关 . 所 得 结果 总 结 成 下 表 , 在 表 的 第 三 列 中 我 们 列 出 了 特 
征 室 间 5B(A) 的 维 数 . 
特征 值 和 特征 向 量 五 (六 的 维 数 


1 tl,—1,0),+#A0 1 
1 i0,1,—1),t#0 1 
3 +t(2,3,-1),t#0 1 
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例 2 (有 2 重 特征 值 的 敌阵 ) ”和 矩阵 


2 —1 1 
站 二 10 3 一 ! 
2 1 3 


A—2 1 —1 
0 A-3 1 
2 1 XA—3 
因此 特征 值 为 2,2,4( 我 们 将 特征 值 2 重复 列 出 , 这 是 为 了 强调 它 是 特征 多 项 式 的 2 
重 根 ). 为 求 属于 X = 2 的 特征 向 量 , 我 们 解 方程 组 4 其 = 2X, 它 可 改写 为 如 下 形 


式 : 
一 和 2 十 必 3 一 0 
站 2 一 沙 9 一 0 


的 特征 多 项 式 为 


det(XAT — A)= = -2 -a4), 


2271 十 2 十 3 二 0， 
该 方程 组 的 通 解 为 za = zs = 一 zx1, 因此 属于 和 = 2 的 特征 向 量 为 太 -1,1,1), 其 中 
t 关 0. 同 法 可 得 属于 特征 值 = 4 的 特征 向 量 为 (1, 一 1,1),t 关 0, 将 上 述 结果 总 结 
成 下 表 : 
特征 值 特征 向 量 (和 的 维 数 


2,2 t(—1,1,1),t#0 1 
4 t(1, —1,1),t#¥0 1 
口 
例 3 ( 另 一 个 有 2 重 特 征 值 的 矩 帮 ) ”和 矩阵 
2 1 1 
4 二 |2 3 
3 3 4 


的 特征 多 项 式 为 (一 (3 一 1 一 7). 当 入 =7 时, 方程 组 44 世 一 7 下 可 改写 为 


Sx1— To 一 Ta=0 
一 201 十 4zrz 一 273 一 浊 
一 371 一 372 十 373 一 0, 
其 解 为 zs = 2z1,x3 = 3z1, 因此 属于 特征 值 x = 7 的 特征 向 量 为 t(1,2,3),t 关 0. 
对 特征 值 = 1, 方程 组 AX = 天 可 化 为 由 3 个 相同 的 方程 z1 + za +za =0 组 
成 的 齐 次 线性 方程 组 . 为 求 其 解 , 可 取 zi = am = 5, 其 中 «与 5 可 任意 取 , 而 取 
za 二 一 4 一 b. 因此 属于 入 = LI 的 每 一 个 特征 向 量 都 可 表示 为 如 下 形式 ， 
{a,b,—a—b) = a(i,0,—1) + Bb(0,1,—1), 
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其 中 4 关 0 或 b 关 0. 这 表示 线性 无 关 向 量 组 (1,0, 一 1) 与 (0,1, 一 1) 组 成 E(1) 的 一 
组 基 . 因此 当 X 二 1 时 , dim BE(X) = 2. 上 述 结 果 可 整理 成 下 表 : 


特征 值 特征 向 量 互 (入 ) 的 锥 数 
7 t(1,2,3),t¥0 1 
1,1 a(1,0, 一 1) 十 5(0,1, 一 1),a;b 不 同时 为 0 2 


注 在 本 例 中 , 虽然 只 有 两 个 不 同 的 特 镍 值 , 但 却 有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 盟 . 
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设 ff = det( 和 I 一 4) 为 nxn 矩阵 4 = {aij) 的 特征 多 项 式 , 令 和,.… ,Xn 
表示 了 0) 的 n 个 根 , 每 个 根 出 现 的 次 数 等 于 它 的 重 数 (2 重 根 重复 2 坎 , 3 重 禄 重 
复 3 次 等 ). 则 可 将 F(A) 表示 为 一 次 因 式 的 乘积 

FA 一 人 一 和 一. 
我 们 也 可 以 将 多 项 式 f{ 和 ) 按 、 的 降 曙 排列 ; 
FO) = 37 4 en 1An 1L 十 … 十 ctA 十 eao- 
将 此 式 和 前 面 表 为 一 次 因 式 乘积 的 分 解 式 相 比 较 , 可 知 常数 项 co 及 种 -1 的 系数 
分 别 由 公式 
on = (—1)7A An, Cn_l1= 一 (1 十 …-… 十 Ap) 
给 出 , 由 于 我 们 也 有 co = 了 (0) = (1)" det 4 , 因此 得 
Ai'- :An = det A 
换言之 , 我 们 有 下 述 结 论 : 

及 的 特征 多 项 式 的 nn 个 根 的 冬 积 等 于 4 的 行列 式 . 

重 根 (特征 值 ) 在 这 个 乘积 中 出 现 的 次 数 必 须 和 重 因 式 在 /OA) 的 一 次 因 式 飞 
积 的 分 解 式 中 出 现 的 次数 相同 . 例如 , 在 6.8 节 例 2 中 , 矩阵 4 的 特征 值 为 2,2 4， 
因此 4 的 全 体 特征 值 (考虑 重 数 ) 的 乘积 是 2 x 2 x 4 一 16, 与 det 4 = 16 相 一致 . 

FA 的 所 有 根 的 和 由 敌 4 的 迹 (trace), 记 作 tr4, 因此 由 定义 得 


tr 六 = Ai 
- i=1 


这 里 , 重 根 依 它 的 重 数 重复 出 现 . X*-! 的 系数 由 en- = -tr4 给 出 . 我 们 也 可 由 
f(A) 的 行列 式 形 式 求 出 这 个 系数 为 ( 见 6.10 节 习 题 12): 


cr-l 一 一 (all 十 …: 十 Gnn). 


nh 
红 太 = 2», 三 证 3 


一 


贝 比 得 
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即 矩 阵 的 迹 等 于 其 主 对 角 线 上 的 元 素 之 和 . 
由 于 一 个 矩阵 主 对 角 元 素 之 和 很 容易 计算 出 , 因此 它 常 被 用 来 验证 关于 特征 信 
的 计算 . 关于 迹 的 进一步 性 质 放 在 下 面 的 一 组 习题 中 讨论 . 
6.10 习 题 


求 出 习题 1~3 中 各 上 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 ， 并 对 每 个 特征 值 X 求 特征 空间 五 (X) 的 维 数 - 
UN 


1 a 
2. | | >oe>a 


请 


b 1 


3 [2 | 
~ [sing cosh | 


4 下 0 1 0 一 i 1 0 
m= oP oP =|o | 
在 关于 电子 自 旋 的 量子 为 学 理论 中 用 到 ， 为 纪念 物理 学 家 Walfgang Pauli(1900 一 1958) 而 将 它们 


蔬 作 Pauli 自 旋 给 阵 ， 验 证 这 些 答 阵 的 特征 值 都 是 1 与 -1. 然后 确定 以 1 与 一 ] 为 特征 值 的 全 体 
2 x 2 复 盾 阵 . 


.确定 所 有 这 样 的 2 x 2 矩阵 , 其 特征 值 为 : 
{8) 一 对 不 同 的 实数 ; (bh) 一 对 相 岗 的 实数 ; {c) 一 对 共 示 复 数 . 
56. 求 a,5,c,9,e, 伍 得 向 量 {1,1,1), {1,0, 一 1) 与 {1, 一 1,0) 为 蝶 阵 


1 1 1 

a bb | 

可 ef 
的 特征 向 基 . 


7. 求 下 烈 各 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 ， 并 对 每 个 特征 人 X, 求 特征 子 空间 五 () 的 维 数 . 


ut 


1 00 2 1 3 5 -6 一 6 
{a) | -3 1 0 (bl |1 2 3 (| -1 4 2 
4 -7 1 3 3 好 3 -6 -4 
8， 求 下 列 各 矩阵 的 特征 值 
0010 10 0 0 0100 
0001 0 1 0 0 10900 
b 
oon (|o 0 -1 0 |ooola 
0100 000 -1 0010 
0 -00 100 0 
i 0 0 0 0 -1 0 0 
d . 
山 |o 0 oi (og o 1 0 
0 0 i 0 0 0 0 -1 


为 纪念 英国 物理 学 家 Paul M. Dirac (1902”，1984), 将 这 5 个 朱 阵 叫 作 Diraec 矩阵 ,它们 在 求解 量 
子 力学 中 相对 论 性 波动 方程 时 有 用 . 

9. 设 扣 与 互 为 mxia 矩 阵 ,其 中 旦 为 对 角 矩 阵 ，( 用 归 岗 法 ) 证 明 行 询 式 HA) = detfA 吾 一 4) 是 关 
于 和 的 多项式 , 必得 f(0) = (一 1)* det 站 并 且 3" 的 系 刍 等 于 吾 的 宇 对 角 线 元 素 的 乘积 . 
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10. 证 明 方 阵 4 与 其 转 去 矩阵 A' 有 相同 的 特征 杀 项 式 . 
11. 设 及 与 如 为 nxmn 外 阵 , 人 为 非 奇异 矩阵 , 证 明 从 忌 与 召 4 有 相同 的 特征 值 . 
注 : 即使 4 是 奇 异 年 阵 ， 我 们 也 可 以 证 明 及 BB 与 互 入 有 相同 的 特征 黎 项 式 . 不 过 我 们 不 要 求 读 者 
证 明 这 一 结论 . 
12. 设 及 是 nx 征 阵 ,有 有 的 特征 名 项 式 为 f(A. [由 后 纳 法 } 证 明 在 fA) 中 Am 一 1 的 系数 是 -tr 有 A. 
13. 设 及 与 如 为 nxn 姑 阵 , 并 且 有 det A = det 好 及 trA = trB, 证 明 : 当 %w 二 2 时, 站 与 妇 的 
特征 多 项 式 相同 , 但 当 n > 2 时 这 个 结论 并 不 总 是 成 立 . 
证 明基 于 和 盾 阵 迹 的 下 列 各 个 结论 . 
(a) trtA 二 B) = ttA+itrB. {b) tr(eA} = ctrA. 
(0) tr(AB) = tr(BAY. fd trAT =trA. 


心 


44. 


6.11 表示 同一 个 线性 变换 的 矩阵 。 相似 矩阵 


我 们 将 在 本 节 中 证 明 , 表示 同一 个 线性 变换 的 不 同 矩 阵 有 相同 的 特征 多 项 式 . 
为 此 , 我 们 将 葛 深 入 地 探究 表示 同一 个 线性 变换 的 矩阵 之 间 的 关系 . 
先 回 顾 关 于 线性 变换 第 阵 表示 的 定义 . 设 工 :7 一 克 是 从 nn 维 空间 VV 到 mm 
维 空间 W 的 一 个 线性 栈 射 . 令 fo ,ww) 与 (ao ,am 分 别 为 Y 与 克 的 有 
序 基 . 令 4 为 一 个 mx 上 托 阵 , 它 分 别 以 Tu) ,Tfvw) 在 基 (wi,:… ,tom) 表示 
下 的 坐标 向 量 作为 第 1 列 , 第 2 列 , … , 第 nn 列 , 则 称 4 为 工 在 基 (wi,:… ,wm) 与 
(ui ,Wm) 下 的 矩阵 表示 或 矩阵 , 若 选 取 的 茜 不 同 , 则 所 得 到 的 第 阵 表示 通常 也 
不 同 . 
下 面 考虑 V 与 W 是 同一 个 线性 空间 并 且 它 们 取 同 一 组 有 序 基 (1,… ,wm) 的 
情形 . 若 4 = (ai) 是 工 在 这 组 基 下 的 和 什 阵 , 则 我 们 有 
T(v:) = yan 太一 12 9- (6.11) 
+ 一 1 
考 我 们 对 同一 空间 Y 选取 另 一 组 有 序 基 (wi,-… ,wn) 并 设 旦 = (biy) 为 下 在 这 组 
新 基 下 的 矩阵 , 我 们 将 证 明 4 与 B 之 同 存 在 一 个 简单 的 算 阵 关系 
B=C-!AC, (6.12) 


其 中 C 为 某 个 非 奇异 矩阵 ， 
为 确定 矩阵 C, 我 们 注意 到 , 由 B 的 定义 得 


入 
To) = DY bpyug, 7 = 1,2, ,nm. (6.13) 
下 一 


由 于 各 个 wj 都 是 由 ww,… ,vn 生 成 的 空间 中 的 元 素 , 故 都 可 以 表示 为 01,… ,tm 的 
线性 组 合 : 设 为 


邢 
Wi 一 》 ceivk, f= 1,2,. ,Nn. (6.14) 
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其 中 en; 为 纯 量 , 由 这 m2 个 纯 量 组 成 的 nxn 短 阵 C= (ex;y) 叫 作 基 变换 矩阵 或 转 
移 矩 隆 (transition matrix), 它 将 基 1,-… ,vm 变换 为 基 wu … ,tn, 矩阵 避 表示 了 
将 一 组 基 映 到 另 一 组 基 上 的 一 个 线性 变换 , 因此 CO 是 一 个 非 奇 异 矩 阵 , 从 而 C1 
存在 . 我 们 要 证 明 抵 阵 等 式 (6.12) 对 这 个 口 成 立 . 

关系 式 (6.14) 建立 了 两 组 基 之 间 的 联系 , 它 可 以 改写 为 下 述 简单 的 矩阵 等 式 : 


T = VC， {6.15) 
其 中 和 VV 是 两 个 1 x 行 矩阵 , 它们 的 分 量 不 是 纯 量 而 是 两 组 相应 的 基 元 素 ; 
U=[, ,un Vo= [vi ,Un). 

矩阵 等 式 (6.15) 等 价 于 (6.14) 中 的 n 个 等 式 . 在 等 式 (6.15) 两 边 右 乘 Cr1 得 

V=UC. (6.16) 
(6.11) 式 也 可 以 表示 成 如 下 矩阵 等 式 : 

区 一 VA, (6.17) 
其 中 VV = To ,Too 同样 , (6.13) 式 也 可 表 为 如 下 矩阵 形式 ; 

U'=~UB, (6.18) 


其 中 Er = [Tww0),-… ,T(rn)). 车 将 人 作用 在 (6.14) 中 各 等 式 上 , 则 得 
Tl) 一 》 cps TR), 了 了 一 1, 2, 2, 
二 1 
将 其 写成 矩阵 形式 , 则 得 


Er = VO, (6.19) 
由 (6.17) 与 (6.19) 两 式 得 IC = YAC, 再 由 (6.16) 式 即 得 
U'=UCO AC. 
将 此 式 与 等 式 (6.18) 相 比 较 , 即 得 
UB= UC AC. 
由 于 1 xm 和 矩阵 DB 与 UC 4C 的 各 个 元 素 都 是 基 元 素 1,… ,an 的 线性 组 合 ， 
由 由 ,wn 的 线性 无 关 性 即 得 BB = CI4C, 即 矩阵 等 式 (6.12) 成 立 , 从 而 我 们 
已 经 证 明了 下 述 定理 . 
定理 6.8 ”如果 中 x 史 天 阵 骨 与 召 表 示 同 一 个 线性 变换 , 则 存在 非 奇 异 矩阵 
C 使 得 


B=0 AGC. 
而 且 , 如 果 和 及 是 全 在 基 玉 二 [Wi1,… ,vn|] 下 的 矩阵 , 凋 是 了 在 基 必 = [ul,… ,tn] 
下 的 矩阵 , 则 可 取 从 基 W 到 基 由 的 转移 拭 阵 作为 局 , 即 口 为 满足 条 件 太一 YY 
的 非 奇 异 给 阵 . 口 
定理 6.8 的 逆 命 题 也 成 立 . 
定理 6.9 证 4 和 与 召 为 两 小 丸 x 姑 降 |, 车 看 在 nxn 非 琳 异 算 阵 C 使 得 
恕 =C 4C, 则 用 与 互 可 衣 示 同一 个 线性 变换 . 
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证 明 选择 ” 维 线 性 空间 的 一 组 基 WV = |w,'… ,vn 设 


Cl Ca i Cn 
Cal C22 Can 
C= . ， 
Cnl Cn2 Cnn 
令 n 
?27 一 多 ，chyUk， 于 一 1,2,... 1 {6.20) 


不 二 1 
再 令 上 = [ew,… ,un]. 由 于 C 是 非 奇异 矩阵 , 因此 C 表示 一 个 可 道 线性 变换 ， 从 
而 U = [uy.… ,un] 也 是 一 组 基 . V 与 UV 这 两 组 基 之 间 的 关系 也 可 更 简洁 地 表示 
为 矩阵 形式 . 首先 , 等 式 (6.20) 可 表示 为 
FT = TC， 


由 此 得 
V=UC I. 
由 于 B=C-14AG, 我 们 又 有 
UB=UC AC=YAC., (6.21) 
上 式 将 帮助 我 们 证 明 拖 阵 4 与 BB 表示 同一 个 线性 变换 . 
令 工 为 在 基 V 之 下 以 4 为 什 阵 的 线性 变换 , 5 为 在 基 已 之 下 以 B 为 征 阵 
的 线性 变换 , 则 


Tug) 一 an 在 一 1, 2, ee {6.22) 
¢=1 
Sa = ». PH 于 一 总 ,Nn. [6.231 


我 们 要 证 明 9 = 7, 而 这 只 要 证 明 对 每 个 基 元 素 w; 都 有 3(wj) = Tuj) 即 可 . 为 此 ， 
我 们 将 (6.22) 与 (6.23) 两 式 分 别 表 示 为 下 述 简单 的 矩阵 形式 : 
加 (Do 二 区 有， [Stu ,Slun)] = UB. 
将 线性 变换 工 作用 在 等 式 (6.20) 的 两 边 即 得 了 (wj) = 忆 eofos), 表示 成 矩阵 形 
式 即 为 
Ta) Tum) = Tn) 一 让 4AC 
而 由 等 式 (6.21) 我 们 又 有 UB =V AGC, 因此 
[人 开放 

从 而 对 每 个 uj; 都 有 Stwj) = Tlwj), 1 7 所 nn. 于 是 得 弛 = 工 , 因此 矩阵 4 与 吾 
表示 同一 个 线性 变换 . 

定名 设 4 和 与 瑟 为 两 小 虽 Xx 史 址 阵 ,如 果 存 在 非 奇 异 答 阵 C 〇 使 得 B= 
C1AC, 则 称 丰 与 BB 相似 (similar). 

结合 定理 6.8 与 6.9 即 得 下 述 定理 . 
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定理 6.10 ”两 个 nxn 天 阵 相 侯 的 充分 必要 条 件 是 它们 表示 同一 个 线性 变换 . 


相似 矩阵 有 许多 共同 的 性 质 . 例如 , 由 于 
det(C 14C) = det(C ifdet 4jfdet C) = det(A) 

因此 ., 相似 矩阵 有 相同 的 行列 式 . 由 此 性 质 可 给 出 下 述 定 理 . 

定理 6.11 ”相似 算 阵 有 相同 的 特征 多 项 式 , 从 而 有 相同 的 特征 值 . 

证 了 明 若 & 与 电 相似, 则 有 非 奇异 矩阵 C, 使 得 如 = C 1 4C. 于 是 得 

MI- B=- ClAC=MC UOC C1AC= OT -AG, 
即 AT 一 BB 与 和 I 一 A 为 相似 矩阵 , 因此 它们 移行 列 式 相同 , 即 
det(AT — B) = det( AT — A}. 

结合 定理 6.10 与 定理 6.11 可 知 , 表示 -- 个 给 定 线性 变换 了 的 所 有 和 矩阵 的 特征 
多 项 式 相 同 , 因此 这 个 多 项 式 也 叫 作 工 的 特征 多 项 式 . 

结合 定理 6.7、 定 理 6.2 与 定理 6.8, 我 们 可 得 下 述 定理 . 在 这 个 定理 中 , 下 表 
示 实 数 域 及 或 复数 域 C. 

定理 6.12 设 工 是 将 某 个 了 维 线性 空间 映 入 自己 的 线性 变 摘 , 已 为 纯 量 域 ， 
若 了 的 特征 多 项 式 在 下 中 有 叶 个 不 同 的 根 入,.….,Xn, 则 我 们 有 : 

(a) 分 别 属于 这 此 特征 值 的 特征 向 量 ui ,tn 组 成 此 站 维 线 性 空间 的 一 组 


基 : 

(了 工 在 有 友基 了 = [ui,''… ,wn| 下 的 算 阵 是 以 特征 慎 作 为 主 对 角 线 元 素 的 对 
骨 娠 阵 

起 二 diag [My ,An]; 

(c) 如 果 有 是 工 在 另 一 组 基 V 一, ,vn] 下 的 纸 阵 , 则 太吉 14C, 此 

处 品 是 将 基 Y 变 为 基 [的 非 奇 异 转移 纸 阵 ， 即 
UU=VC. 

证 阴 由 定理 6.7, 每 个 和 ; 都 是 了 的 特征 值 , 因此 共有 n 个 不 同 的 特征 值 , 从 
而 由 定理 6.2 可 知 , 它们 所 对 应 的 特征 向 量 wi,… ,an 线性 无 关 , 因此 组 成 一 组 基 ， 
即 得 (a)， 由 于 Tww) = hus, 因此 工 在 基 UU 下 的 矩阵 是 对 角 和 矩阵 A, 由 此 得 (b). 
由 定理 6.8 即 得 tc). 口 

注 “定理 6.12 中 的 非 奇 异 转移 矩阵 CC 也 叫 作 对 角 化 目 阵 (diagonalizing matrix). 如 果 W 是 由 单 


位 坐标 向 有明 组 成 的 起 {了 i,.… ,In), 刚 由 定 至 6.12 中 的 等 式 D = WG 可 知 , 撼 阵 避 的 第 列 由 特 入 向 
量 uk 在 基 (I 了 1,-…… ,了 了 ,) 下 的 坐标 所 组 成 . | 


如 时 矩 阵 4 的 特征 值 各 不 相同 , 则 4 相似 于 对 角 和 矩阵 ， 如 果 4 有 相同 的 特 
征 值 , 4 仍然 有 可 能 相似 于 对 角 和 矩阵 , 不 过 这 一 情形 当 且 仅 当 属 于 各 个 特征 值 的 线 
性 无 关 特 征 向 量 的 个 数 等 于 各 个 特征 值 的 重 数 时 才 会 发 生 ， 下 述 习题 中 将 给 出 有 
关 的 例子 . 
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6.12 习 题 


， 证 明和 矩阵 |。 | 与 | | 有 相同 的 特征 信和 但 不 相似 . 


， 在 下 述 芭 小 题 中 , 或 者 乒 出 一 个 矩阵 口 司 -1AC 为 对 关 矩阵 ， 或 者 证 明 这 样 的 扎 阵 局 不 存在 . 


am a=[: 中 w a= |: 3]. 


2 1 2 1 
© 4- [> 中 @ a [2 中 
、 给 定 平面 上 的 三 组 基 ， 平 面 上 一 点 在 这 三 组 基 下 的 坐标 分 别 为 {x1. zx2),， [1,9a)】 驴 (51,22]， 假定 
[ga 9] = [F172] 4, [21; 22] = [x1, £2]1B, (21, 72] 一 [及 ,加 ]C 其 中 AA, BB, CG 为 2x2 征 阵 . 试 由 
六 与 如 表示 必 . 
， 在 下 列 各 小 题 中 , 证 明 及 有 相间 的 特征 秆 , 世 是 A 仍然 有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 试 求 非 奇 异 什 
阵 局 使 得 吕 -1.&C 为 对 骨 矩 阵 . 


001 
so tb] A= 


一 1 —1 
fa) 和 AA= 
1 0 0 


一 1 一 1 


1 

1 
， 证 明 下 面 2 个 线 阵 都 不 相似 于 对 角 短 阵 , 但 它们 都 相似 于 某 个 形 如 [i ,| 的 二 角形 矩阵 ， 其 中 》 
是 各 的 特征 慎 . 


2 -1 2 1 
al: | © | 
0 -1 0 
确定 撼 阵 | 0 0 1 | 的 特征 值 和 特征 向 量 并 由 此 证 明 它 不 相似 于 对 角 短 阵 . 
-1 -3 3 


，{a】 证 明 方 阵 入 可 逆 的 充分 必要 条 件 为 0 不 是 4 的 特征 值 . 

{b) 如 果 及 可 道 , 证 明 及 -! 的 特征 值 是 A 的 特征 亿 的 倒数 . 

. 给 定 盖 xm 实 矩阵 及 使 A2 = - 工 让 明 下 述 各 结论 : 

(ay 上 44 可 道 ， fb)] nm 为 候 数 . cj) 各 没有 实 特 征 什 . (dj det A =1. 

， 对 下 列 各 小 题 中 的 命题 ， 如 果 你 认为 是 正确 的 , 则 给 出 证 明 ; 各 果 你 认为 是 不 正确 的 ， 则 (给 出 一 个 反 
例 或 ) 说 明 为 什么 它 不 成 立 ， 除非 另 有 说 明 , 及, 量 与 局 都 是 复方 阵 . 

ta】 如果 站 可 以 半角 作 , 则 六 的 特征 值 各 不 相同 . 

fb) 如 果 所 的 所 有 特征 值 都 等 于 2 则 对 十 某 个 非 帝 异 第 阵 吾 有 避 1.4 互 一 27， 

{c) 如 时 和 的 所 有 特征 秆 都 是 零 , 则 各 为 零 御 阵 . 

(4) 如果 4 的 所 有 特征 情 都 是 零 , 则 及 相似 于 零 毕 阵 . 

{a) 如 果 对 某 个 非 奇异 矩阵 已 有 也 = CAC 则 对 同一 个 从 阵 扫 有 B3 = C1A30. 
(Ff) 着 冯 为 非 奇异 矩阵 , 则 它 的 所 有 特征 值 都 不 等 于 霉 . 


{E】 存在 没有 实 特 征 导 的 3 x 3 实 年 阵 . 
1 1 0 


人) 给 阵 及 = | 0 1 1| 相似 于 某 个 对 角 和 矩阵 ， 
0 0 1 
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6.13 “Cayley-Hamilton 定理 


Cayley-Hamilton 定理 是 说 每 一 个 方 阵 都 是 它 的 特征 多 项 式 的 根 . W. R. Hamil- 
ton 于 1853 年 首先 对 一 类 特殊 的 方 阵 给 出 了 证 明 , 数 年 之 后 , Arthur Cayley (1821 一 
1895) 宣布 对 所 有 方 阵 这 个 定理 都 成 立 , 不 过 他 没有 给 出 证 明 . 现在 关于 这 个 定理 
已 经 有 许多 不 同 的 证 明 . 我 们 将 用 两 种 等 价 的 形式 来 叙述 这 个 定理 , 一 种 是 用 线性 
算 子 的 形式 , 另 一 种 是 用 年 阵 形式 . 我 们 将 证 明 用 算 子 形式 叙述 的 本 定理 ， 
定理 6.13 (关于 线性 变换 的 Cayley-Hamilton 定理 ) 设 V 为 n 维 复线 性 
空间 ,全 ;VV 一 VY 为 给 定 的 线性 变 撞 , 设 和 1，,… ,An 为 工 的 特征 慎 ， 
fr(N) = No A) (No Mn) (6.24) 
为 了 的 特征 多 项 式 . 令 9(T) 表示 将 (和) 中 的 入 用 工 代 赫 , 和 用 和 1 代替 之 后 
所 得 到 的 常 系数 变换 ,， 即 
g(T) = (To AD (To MD). (6.25) 
虽 g(T) 是 零 算 子 , 即 g(T) 多 中 每 一 个 向 一 都 映 为 霍 向 吾 : 
g(tT)(X) = 口 , 对 疡 有 zzE 人 也 
注 “每 一 个 特征 值 入 都 满 是 多 项 式 方程 fr(X) = 0, Cayley-Hamilton 定理 则 是 说 了 满足 方程 
fr(T)= 
证 明 ”由 于 取 复 数 域 为 纯 量 域 . 因此 由 定理 6.5, 我 们 可 以 取 7 的 一 组 基 使 个 
在 这 组 基 下 的 矩阵 是 上 三 角形 矩阵 , 将 此 上 三 角形 矩阵 记 作 U, 则 UU 的 主 对 角 线 
元 素 都 是 工 的 特征 值 , 因此 Uf 可 表 为 下 述 形 式 ; 


Al Ha Win 
0 2 U2n 
0 0 
0 0 .An 
于 是 算 子 g( 了 T) 的 抢 阵 可 表 为 如 下 潍 积 形式 : 
(UND UAT). (6.26) 


我 们 将 通过 考察 上 述 乘 积 中 各 个 因子 的 作用 来 证 明 此 习 积 将 每 一 个 列 向 量 下 = 
[ti1,… ,zal7T 变 为 零 向 量 . 
飞 积 (6.26) 中 最 后 的 因子 U 一 和 ,I 有 下 述 形式 : 
Ai 一 An 12 ”Un 
0 MM on 
0 0 
0 0 ‘0 
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它 的 最 后 一 行 的 各 个 元 素 都 是 零 , 这 个 矩阵 与 任意 一 个 列 向 量 天 = [zan]7 
的 乘积 的 最 后 一 个 元 素 必 为 零 , 即 


Tl 六 
Ep 于 

(UT MDX=U— MI ; |=|:|, 
Tn_1 六 


Tn 0 
其 中 * 代表 该 位 置 上 对 应 的 元 素 . 彝 积 表达 式 (6,26】 中 倒数 第 2 个 因子 可 家 为 如 
下 形式 : 


AL 一 An 一 1 人 12 1 Ulin 

0 M2 — Mn Yan 
UAn_1f = : 一. : 
0 人 0 六 


0 - 0 Xn — Mn_1 
因此 它 与 伍 一 形 如 (*,*,… ,*,0)T 的 列 向 量 的 乘积 的 最 后 2 个 分 量 都 是 零 , 即 我 
们 有 


率 


(UDU — MDX = 


0 


D 

如 此 继续 下 去 , 我 们 看 到 , 每 一 个 新 因子 一 入 了 都 将 使 所 得 到 的 列 向 量 增加 一 个 
零 分 量 , 从 而 (6.26) 中 所 有 因子 的 乘积 将 列 人 向 量 下 变 为 等 向量 . 由 此 我 们 证 明了 
线性 变换 形式 的 Cayley-Hamilton 定理 , 这 个 证 明 同时 也 指出 了 每 个 因子 对 于 使 其 
变 为 零 向 量 所 起 的 作用 . 口 

定理 6.13 给 出 了 Cayley-Hamilton 定理 的 线性 变换 形式 , 它 也 可 以 用 征 阵 来 表 
述 为 男 一 个 等 价 的 形式 . 

推论 6.14 (Cayley-Hamilton 定理 的 矩阵 形式 ) 设 和 为 一 个 nxn 给 阵 ， 
再 令 


FA = det(AT 一 同一 Am 十 on 1AnT 十 .十 所 入 十 上 (6,27) 
为 人 A 的 特征 多 项 式 , 则 ftA} = 口 . 换言之 , 4 满足 下 述 等 式 : 
A en 1Al+.. ,+A+t+col = 0. 口 (6.28) 
例 1 2 x 2 钴 阵 4 = | 。 5 的 特征 多 项 式 为 


dot(XT ~ A) = X22—7A+6. . 
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由 Cayley-Hamilton 定理 得 42 - 74 +6T = 0O, 由 此 又 有 

A2=7A-6I. {6.29) 
由 上 式 可 得 到 很 多 推论 . 首先 , 我 们 可 以 用 它 来 计算 4 的 所 有 高 次 串 , 例如 , 我 们 
有 . 


A3=AA2= A(TA—6D)=74A:—64=7(7A-67D)-64- 434- 42L, 
At= AA= A(43A — 427D) = 43A2 — 424A= 1437A 一 6 -A=2594 +258I. 
我 们 也 可 以 利用 上 述 等 式 求 4-i. 将 等 式 (6.29) 写成 4(4 一 7 了 7) = ~6I 的 形式 ， 


再 在 两 过 同 乘 以 一, 则 得 A{1(7IT 一 4)} = 工 因 此 4 ?= 3(7I -A4). 口 
5 4 0 
例 2 3x3 和 矩阵 4= |1 2 0| 的 特征 多项式 为 
1 2 2 


det( XT — A}= 3 9M+20A-12= (AX—1(X -2 -0), 
因此 4 满足 等 式 
A — 9A7+204—12I=0. {6.30) 
上 述 等 式 可 用 来 将 4 以 及 4 的 更 高 次 窒 表 示 成 I, 4 与 42 的 线性 组 合 , 例如 我 
_ 们 有 
A —94A? — 204 + 121. 
A*=9A35— 20A2+12A = 9(0A2— 204 +127)— 20A2+12A 
一 6142 — 1684 + 108I. 
它 也 可 以 用 来 将 4 : 表示 为 4 的 多 项 式 . 由 等 式 (6.30) 我 们 有 
4(42 — 94 + 207 = 121, 
从 而 4 = 下 (4 一 94+20 站 ， 口 


6.14 习 题 


在 习题 1~4 中 , 将 4 1, 4 及 A 的 更 高 次 若 表 未 罗 了 与 4 的 线性 组 合 . 


3 4- | 中 4 A=| 一 01|. 
1 0 0 1 


在 习题 5~7 中 , 计算 A", 并 将 43 用 了 A 和 A? 表示 . 


0 1 1 0 1 1 2 0 0 
5 二 10 0 1|. 6.A=|0 1 1|. 7. A=|0 1 0|. 
0 0 0 0 0 og 0 1 1 
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6.15 ”Jordan 标准 型 


由 定理 6.5, 复数 域 上 有 限 维 线性 空间 到 它 自身 内 的 任 一 线性 变换 都 可 以 三 角 
化 ， 本 节 将 证 明 存在 这 样 的 一 种 三 角形 和 矩阵 表示 , 它 能 够 分 解 成 称 为 Jordan 瑞 
fblock) 的 特殊 三 角形 和 矩阵 , 下面 给 出 2 阶 , 3 阶 与 4 阶 Jordan 据 的 范例 : 


»v 1 0 0 
xn 1 0 
入 1 DZ 1 0 
J= ， =|0 ¢ 1 了 一 
0 A 0 9 1 
D0 0 jg 
0 0 0 vr 


定义 ”具有 下 述 性 质 的 上 三 角形 延 阵 [aij] 都 叫做 Jordan 块 : 所 有 的 主 对 
角 线 元 素 aii 都 相等 , 所 有 主 对 角 线 上 方 的 元 素 全 il 都 等 于 1,， 其 余 元 素 都 等 于 
零 . 所 有 的 1 x 1 给 阵 也 叫 作 Jordan 块 . | 

下 述 定 理 刻 划 冉 了 Jordan 决 的 全 部 特征 值 和 特征 向 量 . 

定理 6.15 设 J 是 一 个 声 阶 Jordan 块 , 则 J 只 有 一 个 特征 值 , 它 等 于 了 的 
主 对 角 线 元 素 , 与 其 对 应 的 特征 向 量 是 尺 维 单位 坐标 向 量 [1,0,.… .0 的 非 零 纯 对 
慷 ， 

证 明 设 J 了 的 主 对 角 线 元 隶 为 , 则 独 向 量 下 = [xi,w2,:… ,zxl7 满足 矩阵 方 
程 J 革 = 入 的 充分 必要 条 件 是 臣 的 各 分 量 满足 下 述 上 个 纯 量 方程 : 


Al + Ta = AAMT, 


AT3 + L393 = Mto, 


AOL 十 一 ADCR 1 
ATR = ATE. 


由 前 一 1 个 方程 得 


T2 = 73~="= Zk 0, 
诏 此 X 是 了 的 一 个 特征 值 , 而 所 有 特征 向 量 都 可 表示 为 zll1,0,.… ,0] 的 形式 , 其 
中 > 天 0. 
为 证 明 和 是 了 所 公有 的 特征 值 , 假定 对 某 个 六 关 六 有 J 了 =X, 则 不 的 各 
分 量 满足 下 述 个 纯 量 方程 : 


AT1 + 3 = HF1, 


AT2 + Ya = Hr2, 


NTR 1 + Tk = WTR-1, 


ATE = HEE- 
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由 于 g& 关 入 因此 由 最 后 的 方程 得 zs = 0, 从 而 再 依次 由 第 大 一 1 第 一 2 直到 第 
1 个 方程 得 zl = :… = x2 = zi = 0, 因此 只 有 零 向 量 才 能 满足 7 了 芭 = 下, 从 而 
由 不 可 能 是 了 的 特征 值 , 亦 即 和 是 J 所 仅 有 的 特征 秆 . 

下 述 定理 显示 了 Jordan 换 的 重要 性 . 

定理 6.16 (人 Jordan 标准 型 ) 设 V 为 nn 维 复 线性 空间 ,TT:V 一 依 是 到 
其 自身 内 的 一 个 线性 变换 , 则 存在 了 的 一 组 基 , 使 了 在 这 组 基 下 的 给 阵 是 一 个 分 
块 对 前 奸 阵 diag (.J， ;Jin), 其 中 各 个 .及 都 是 Jordan 块 . 

证 明 对 维 数 作 归 钠 法 . 当 n= 1 时 结论 显然 成 立 . 恨 设 绪论 对 作用 在 维 数 
< 的 线性 空间 上 的 所 有 线性 变换 都 成 立 , 我 们 要 证 明 结 论 对 ” 维 空间 也 成 立 . 

令 入 为 工 的 一 个 取 定 的 特征 值 (由 定理 6.4 知 工 的 特征 值 存在 ), 再 令 5 = 
研一 A 了 , 营 能 证 明 5 有 一 个 Jordan 型 的 矩阵 表示 , 则 工 3 十 XI 也 有 这 样 的 表示 . 

由 于 5 将 工 的 一 个 特征 向 量 有 映 为 O, 因此 5 的 零 伴 床 21 秩 > 一 mv<m， 
此 处 上 = dimN(5) 为 5 的 零 空间 的 维 数 ,r 为 值 域 5(V) 的 维 数 . 

证 明 方 案 是 ; 令 9 为 线性 变换 3 在 子 空间 5(Y) 上 的 限制 , 由 于 + = dim 5(V) < 
n, 因此 由 归纳 假设 , 存在 5(V) 的 一 组 基 E, 使 5' 在 这 组 基 下 的 矩阵 是 Jordan 型 
短 阵 . 然后 我 们 证 明 EE 可 扩充 成 VY 的 -组 基 EF', 使 得 5 在 Br 下 的 短 阵 是 Jordan 
型 矩阵 . 

由 于 3' 将 5S(W) 上 映 入 5S(V) 本 身 , 因此 由 归纳 假设 , 存在 S(Y) 的 一 组 由 > 个 
元 素 组 成 的 基 EE, 使 得 8 在 这 组 基 下 的 矩阵 为 Jordan 型 矩阵 , 设 为 

me(S") = diag (1 ,J m), 

其 中 J 是 一 个 n; 阶 Jordan 块 , 并 且 各 Jordan 块 的 阶 数 之 和 为 1 十 -十 nm 二 7 
将 吾 中 的 向 量 记 作 ep 1 i 二 m1 了 7 mz, 并 将 它们 分 成 mm 个 互 不 相交 的 有 
序 子 集 芒 , 配 ,，… ,Bm, 它们 分 别 对 应 于 mm 个 Jordan 块 , 不 妨 设 


Ei = {ei1; Ei,2:* , Eins}, i= 1,2,.…- :nn. 
者 Jordan 块 J; 的 阶 数 m = 1 且 其 唯一 的 元 素 为 和 i, 则 我 们 有 
S{es1) 一 Ai 1 (6.31] 


若 J 的 阶 mw > 1, 且 其 主 对 角 线 元 素 为 和 , 则 等 式 (6.31) 对 人 1 成 立 , 而 对 EB 的 
其 余 元 素 我 们 有 

Sleij) = eij_1 + Mes j= 2 ,Ns (6.32) 
某 些 特征 值 A; 可 能 为 零 . 如 果 出 现 这 种 情形 , 则 在 必要 时 适当 对 基 EE 中 的 元 素 重 
新 排列 可 使 这 些 零 特定 值 对 应 的 Jordan 块 为 万，…… ,Jo 于 是 当 i < g 时 J; 的 秩 
为 nm 一 1, 当 i> 9 时 二 的 秩 为 za， 由 于 ms(S") 的 秩 为 各 .J; 的 秩 的 和 , 因此 


人 me mT 
rank5 = rankmg(S’) = Yn: 一 1) 十 > hi 一 >》 9 一生 一 7 一 人 
1 


4 一 1 i 二 g 十 1 i= 
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因此 g ==r 一 rank3' =.S' 的 零 化 度 . 然而 由 等 式 {6.31) 可 知 对 i 二 1……,4 都 有 
Sfeil) 二 0, 因此 e11,… ,eq1 这 4g 个 向 量 组 成 零 空间 N(S") 的 一 组 基 . 

由 和 N($) GC N(S) 得 gdimN{(57) < dimN(S)==v. 令 k=v 一 姗 在 N(S) 中 
存在 个 元 素 tw,… ,ws 使 得 下 述 元 素 


{el1le21 eg WE} 
组 成 N(5) 的 一 组 基 . 对 4 二 1,2,.… ,9q, 令 w; 表示 VV 中 使 得 
SCui) 二 Bin (6.33) 


的 元 素 . 我 们 要 证 明 元 素 组 
本 一 吾 Ufac we} U {tv , vo} 


组 成 V 的 一 组 基 . 
我 们 先 证 明 E' 线性 泡 关 , 为 此 假定 BE' 中 元 素 的 某 个 线性 组 合 表 示 零 元 素 , 不 
妨 设 mm ti k 守 
》， > 全 TT >》 加 十 > 站 一 OO. (6.34) 
i=1 ;y=1 1 一 1 t=1 
将 线性 变换 5 作用 于 上 式 , 再 由 Stwi) = OO 及 (6.31), (6.32) 与 (6.33) 各 式 可 得 
Doshen + D> outer +A) + Do be =0. (6.35) 
zl1 j=2 
由 于 当 i < g 时 , 和 ;==0., 因此 式 (6.35) 可 改写 如 下 ， 
> GMen + YD ewess. 1 十 人 Doanens + 2 ee =O. (6.36) 
d=g 二 1 $=1 j=2 ;一 9 十 1 了 二 2 


由 于 上 式 最 后 一 个 和 式 中 的 i < g, 因此 各 个 元 素 em 不 在 其 他 和 式 中 出 现 , 因此 
由 线性 无 关 性 可 知 六 = 0,i 二 1,2,.… ,g. 将 此 代入 式 (6.34) 得 


YS oe 二 一 Da (6.37) 
1 一 1 ;=1 
上 式 左边 是 S(V) 中 元 素 , 右边 是 NLSY 中 元 素 , 因此 它们 都 属于 S{VY nN(SY = 
VS )， 从 而 都 由 {E11 E21 Eg, 1} 生成 ， 于 是 对 了 溢 了 了 都 有 cs 一 0. 再 由 式 
{6.35) 可 得 , 对 每 个 z > gg 十 1 都 有 ci =0. 从 而 等 式 [64 37) 变 为 


De + a Wi = DO. 


zl 


由 于 fettezri :el ,Mb 是 NI9) 的 一 组 基 ， 因此 对 所 有 i 都 有 el 一 
a; = 0, 由 此 证 得 E' 的 线 任 无 关 性 吾 ' 中 的 元 素 的 个 数 是 7 二 kt+g=7 十 v=n, 因 
此 Er 是 V 的 一 组 基 . 
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线性 变换 5 依照 (6.31) 与 (6.32) 两 式 作用 在 基 EE 的 元 素 上 . 对 1<igk,5 
将 wi 瞎 为 零 元 素 , 对 i < g, 5 将 wi 鼎 为 em, 于 是 对 ;= 1 …… ,9 如 果 我 们 将 wv 
记 作 en,+1; 则 由 于 当 i<& 时 及 = 0, 因此 等 式 (6.32) 对 了 = ni 十 1 仍然 成 立 . 
对 i= 1,2,… ,gq 我 们 令 


五 = {ei,1; 四 einiy ein 十 1 
如 果 我 们 依 下 述 方 案 重 新 排列 E' 中 元 素 的 次 序 ; 
E'= {wi WE} UU EU U EU Eqri UU Em, 


则 5 在 基 EF 下 的 矩阵 为 Jordan 标准 型 , 即 得 定理 的 证 明 . 


6.16 ”关于 特征 值 与 特征 向 量 的 综合 性 习题 


—1 -10 —19 
1，fa) 求 掉 阵 和 4 一 0 4 8 | 的 特征 值 与 特征 向 量 . 
0 0 0 
{b】 求 一 个 元 素 为 理 数 的 可 逆 第 阵 妇 使 得 局 -1 AO 为 对 第 矩阵 . 
5 4 3 
2， 验 证 矩阵 站 = | -1 0 一 3 | 有 特征 值 一 2,4,4 四 定理 6.16, 存在 可 道 和 矩阵 已 将 A 性 为 
1 -9 1 
Jordan 标准 漠 ; 
-2 0 0 
Ci!AGC= D 4 1 
D 0 4 


(年 库 O 木 足 唯 … 的 , 因 世 将 C 用 它 的 任 一 非 零 纯 明 倍数 代 蔡 ， 上 式 仍然 成 立 )， 试 确定 这 样 的 一 个 
可 逆 算 阵 CC 使 c11 = 1. [建议 : 及 的 特征 向 量 可 用 来 确定 C 的 两 列 . 再 用 待定 系数 法 确定 C 的 第 
3 列 向 量 , 使 得 4C = 嫂 瑟 , 此 处 吾 为 Jordan 标准 型 ]. 


一 11 一 7 一 5 
3. {a】 验证 玩 阵 及 = 16 11 6 | 有 特征 值 1, 3, 3. 
12 6 了 
fb) 求 可 乾 托 阵 安 使 cll = 工 并 用 它 将 站 化 为 Jordan 标准 型 
10 0 
mk 3 1 
0 0 3 
-1 3 0 
4. (a} wr | 0 2 0 | 有 特征 值 2, 一 1, 一 1. 
2 1 -1 
人 pb) 求 可 逆 央 阵 局 使 ce11 一 1 并且 局 将 有 妨 化 为 如 下 Jordan 标准 型 : 
2 0 0 
Cl1AC=| 0 -1 1 
0 0 -1L 


{ec) 求 所 有 可 道 和 矩阵 口 使 品 将 有 化 为 如 下 Jordan 标准 型 ; 


10. 


11i. 


12. 


， 令 表示 所 有 亢 率 部 等 于 1 的 nxn 容 阵 . 
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一 1 1 0 
Dli1AD= 0 -1 0 
0 0 2 


.验证 答 降 | 7 | 有 两 个 复 特征 值 并 找 出 一 对 正 交 的 特征 向 最 . 
. 试 求 个 3 x 3 眶 阵 , 使 它 的 特征 值 为 1,2, 3, 并 且 对 应 的 特征 向 量 依次 为 (1,2,3)T，(1,2, .07 与 


【3, 2, 1}T. 


{a) 用 J 表示 TT ,7™. 
fb) 证 明 了 有 一 个 特征 值 为 m, 其 你 的 特征 值 都 是 零 . 


fa) 对 任意 纯 量 t+, 求 短 阵 + 了 的 特征 值 . 


.给 定 一 个 主 对 前 线 元 素 为 a 而 其 佘 元 素 都 等 于 土 的 xm 算 阵 , 证 明 除 了 一 个 例外 , 它 的 其 全 特征 伯 


都 等 于 一 所 并 将 这 个 剩 下 的 特征 值 用 0 与 + 表示 . 


. 给 定 . 个 只 关 站 托 阵 六 = {qij)) 其 中 当 让 一 交 十 1 时 ， 6ij 二 n, 在 其 他 情形 都 有 6;; = 个 例 


0 0 3 
如 在 n=2 时 我 人 有 A 一 |? 0 |: 在 n=3 时 ,有 有 4 一 0 3 0|. 试用 n, 有 4 及 单位 头 阵 了 
3 0 0 
来 表示 A2， A3 及 A-! 
Dd 0 0 1 
0 0 1 0 
令 A=|0 1 00 
1 0 0 Oo 


{a】 对 每 个 斑 数 n 2 找 出 (依赖 于 n) 纯 量 a 与 5 使 A"=af +bA 

(b】 确定 4 的 所 有 特征 值 {包括 重 数 }. 

[ec) 求 可 道 给 阵 GC 使 如 -4C 为 对 角 矩 阵 或 者 说 明 为 什么 这 样 的 皂 阵 C 不 存在 . 
1 1 1 —1 


—1 1 1 1 
(8) 求 A4. 
tb) 求 A4 的 特征 多 项 式 及 所 有 特征 值 (包括 重 数 ). 
令 生 = foi) 为 主 对 角 线 元 素 都 是 0 而 其 余 元 素 都 丑 1 的 4 x 4 什 阵 , 即 当 二 j 了 时 oij 二 0, 当 
i 关 j 时 ogi; 二 1. 
(al) 求 常数 a 与 使 得 A2 一 a4+bi. 
fb) 证 明 A 可 道 并 求 4-1. 
(cj 求 出 各 的 全 体 特 征 值 { 包 括 重 数 ). 
fa) 求 出 入 的 4 个 线性 无 关 的 特 往 向 量 或 证 明 它 们 不 存在 . 
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7.1 “特征 值 与 内 积 


本 章 研究 作用 在 欧 氏 空间 上 的 线性 变换 的 特征 值 与 特征 向 量 的 性 质 . 欧 氏 空 
间 就 是 定义 了 一 个 内 积 的 线性 空间 , 我 们 先 来 间 顾 内 积 的 基本 性 质 . 

在 一 个 实 欧 氏 空间 中 ,两 个 元 素 z 与 y 的 内 积 是 具有 下 列 性 质 的 一 个 实数 
(T, 9): | 


(1) (2,2 = (Y, 2) (对 称 性 )， 
(2) (z; gy 十 妈 二 (z, 座 十 (zz) (线性 性 )， 
(3) cz 2) = (ez, 功 ( 齐 次 性 )， 
(2D (vw)>0, 堵 x0 {正定 性 }. 


在 复线 性 空间 中 , 两 个 元 素 z 与 y 的 内 积 (x,y) 是 一 个 复数 , 它 同样 具有 上 述 
各 条 性 质 , 只 不 过 把 对 称 性 换 为 下 面 的 Hermite 对 称 性 : 

(1 (2,¥) = (Y, 2), 
比 处 (y, x) 表示 (y, 2) 的 共 固 复数 . 在 性 质 (3) 中 , 纯 量 c 是 实数 或 复数 . 由 性 质 
(3) 与 {17 我 们 得 到 如 下 关系 式 : 

(3 (x, cy) = E(x, y), 
它 是 说 当 将 y 的 系数 c 提 到 内 积 符号 前 面 时 要 到 它 的 共 朱 复数 .在 性质 (17 中 令 
Zz 二 则 可 知 (x,zx) 是 实数 , 因此 对 复线 性 空间 中 定义 的 内 积 , 性 质 (4) 仍然 成 立 . 

今后 如 不 作 特 别 说 明 , 当 我 们 用 到 “ 欧 氏 室 间 ”这 一 条 术语 时 , 这 个 空间 可 以 
是 实 的 也 可 以 是 复 的 . 尽管 在 我 们 的 应 用 中 , 大 多 数 空 间 都 是 有 限 维 的 , 但 我 们 在 
开始 时 并 不 作 这 个 限制 . 

本 章 的 第 :一 个 定理 指出 , 车 特征 值 存在 , 则 可 以 用 内 积 表 示 . 

定理 7.1 设 忆 为 一 个 欧 氏 空间 ,V 为 互 的 子 空间 ,了 ;WV 一 3 万 为 一 个 线性 
变换 , 入 是 械 的 一 个 特征 值 , x 是 属于 和 的 特征 向 量 , 则 

Tr) 
A = 0D) 让 机 ) ， 


(7.1) 


证 明 ”由 于 T(x) = Xzx, 因此 我 们 有 
(人 (2 = (NF, 2) = ML 1), 
而 因 = 关 0, 再 将 两 边 同 除 以 (zx,x) 即 得 等 式 (7.1). 口 
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从 等 式 (7.1) 容易 推出 关于 内 积 的 车 干 性 质 , 例如 , 由 内 积 的 Hermite 对 称 性 ， 
我 们 得 到 关于 X 的 共 轿 复数 的 相伴 公式 : 
文人 工人 
“Go 72) 
由 (7.1) 和 (7.2) 两 式 可 知 和 为 实数 ( 即 X = 为 的 充分 必要 条 件 是 (T(z), zx) 为 实 
数 , 即 等 式 


{TP), £2) 一 (72 
对 所 有 属于 的 特征 向 量 x 都 成 立 . {这 个 条 件 对 实 欧 氏 空间 自然 满足 .) 
我 们 也 知道 , 特征 值 为 纯 虚数 ( 即 = - 的 充分 必要 条 件 是 (T(z),zx) 为 
纯 虚 数 , 即 等 式 
(TE), £2) = —(z, T(z2)) 
对 所 有 属于 > 的 特征 向 量 x 都 成 立 . 


了 .2 Hermite 变换 与 侨 Hermite 变换 


在 本 节 中 我 们 介绍 作用 在 欧 氏 空间 上 的 两 类 重要 的 线性 变换 , 这 两 类 线性 变换 
恢 它 们 所 作用 的 是 实 内 积 空 间 还 是 复 内 积 空间 而 有 不 同 的 名 字 . 在 实 内 积 空间 情 
形 的 变换 叫 作 对 称 变换 或 斜 对 称 变换 ; 在 复 内 积 空 间 情形 的 变换 叫 作 Hermite 变 
换 或 斜 Hermite 变换 . 这 两 类 变换 在 很 多 不 同 的 应 用 场合 出 现 . 例如 , 在 无 线 维 空 
闻 中 的 Hermite 变换 在 量子 力学 中 起 着 重要 作用 . 我 们 将 主要 讨论 复 空间 的 情形 ， 
因为 这 样 做 并 不 增加 难度 , 
在 本 节 与 下 节 中 , 吾 表示 一 个 欧 氏 室 间 , V 是 E 的 子 空间 , 并 假定 五 与 六 都 
是 有 限 维 空 间 . 
定义 ” 设 人 :VV 一 忆 为 线性 变 撞 ,如果 对 VV 中 所 有 的 x 与 g 都 有 
(7(2),9) = (0, TW), 
则 称 三 为 了 上 的 一 个 Hermite 变 搁 ; 如 果 对 VW 中 所 有 的 5 与 y 都 有 
Co 站 = -ro)) 
则 称 了 为 了 于 的 一 个 震 Hermite 变 摘 ， 
换言之 , 一 个 Hermite 变换 他 可 以 从 内 积 中 的 一 个 元 素 移 到 另 一 个 元 素 而 不 
改变 这 个 内 积 的 值 , 而 当 将 一 个 斜 Hermite 变换 全 从 一 个 元 素 移 到 另 一 个 元 素 时 
这 个 内 积 要 改变 正 负 号 ， 


注 ”我们 已 经 说 过 , 车 忆 是 实 欧 氏 空 间 , 则 Hermite 变换 叫 作对 称 变换 ， 斜 Hermite 变换 叫 作 斜 对 
称 变换 . 


尖 于 Hermite 变换 与 斜 Hermite 变换 的 特征 值 , 我 们 有 下 述 定理 . 
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定理 7.2 ”假定 了 有 特征 情 入 . 

{a) 著 卫 是 Hermite 变换 , 则 入 是 实数 : 入 一 入 . 

(b) 车工 是 插 Hermite 变 接 , 则 入 是 纯 虚 数 : 入 二 一 入 . 

证 明 设 z 为 属于 入 的 一 个 特征 向 量 , 则 我 们 有 

全 目 吉 _ 人 Te 
(x, 2) (x, 了 7) 

若 卫 为 Hermite 变换 , 则 有 (T(z),z) = (zx,T(x)), 从 而 得 入 = 入 而 着 工 为 斜 
Hermite 变换 , 则 有 (T(z),zx) = 一 (zx, 了 (2)), 从 而 得 和 = 一 入 口 

注 ” 当 人 是 对 称 变 换 时 ,由 定理 ?.1 可 知 着 内 积 是 实数 则 所 有 前 特征 值 必 定 部 大 实数, 因此 定理 7.2 
并 没有 告诉 我 们 新 内 容 ; 但 车 了 是 斜 对 称 的 , 财 工 的 特征 值 轨 颁 醋 是 实数 又 是 钙 虚数 ， 因此 和 斜 对 称 变 换 的 
所 有 特征 值 (如 果 存 在 ) 必定 为 等 ，- 


7.3 ”属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 的 正 交 性 


我 们 由 定理 6.2 知道 任 一 线性 变换 的 属于 不同 特征 信和 的 特征 向 量 是 线性 无 关 
的 . 对 于 Hermite 变换 和 和 斜 Hermite 变换 来 说 还 有 进一步 的 结果 . 

定理 7.3 设 工 为 IHermite 变换 或 斜 Hermite 变 搁 , 令 了 与 ?分 别 为 属于 了 
的 两 个 不 同 的 特征 慎 入 与 上 4 的 特征 向 量 , 则 了 与 正 交 , 即 他 , 骨 =0. 

证 明 ”由 定理 的 条 件 知 T(z) = Xx, T(y) = wy, 计算 两 个 内 积 { 工 (z),y) 与 
(zx, 了 (办 ),; 我 们 有 

(T(z), 胃 二 z= 和 BD 及 (zx,T()) = (2, 4) = E(x,). 

车 工 是 Hermite 变换 , 则 由 上 式 及 js = 五 得 Ne, = F(z, 奶 = p(s 办 ,从 而 由 
和 关上 得 (zx,y) = 0; 着 工 是 斜 Hermite 变换 , 则 得 和 (zx,3) = 一 F(x, 胃 = plzx, 功 ,由 
此 也 得 (x, = 0. 口 

基于 作用 在 函数 空间 上 的 对 称 变换 和 斜 对 称 变换 的 例子 将 在 本 竟 末 尾 的 7.21 
节 中 给 出 , (它们 需要 一 点 徽 积 分 的 知识 .) 


7.4 习 题 


1. 设 五 为 个 欧 针 空间, Y 为 它 的 子 空 间 , 令 工 : VW 一 + 及 为 给 定 的 一 个 线性 变换 . 证 明 : 鲈 基 入 是 开 的 
一 个 以 为 特征 向 量 的 特征 值 的 充分 必要 条 件 是 z 天 口 且 对 马 中 每 -个 y 都 有 (T(r), yw) 一 和 (x,y). 
3， 对 线性 空间 Y 中 每 个 元 素 2 令 T(z) = cz, 其 中 c 是 一 个 取 定 的 纯 量 ， 证 明 : 车 WV 是 实 欧 氏 字 
间 , 则 工 是 对 称 变 换 . 
3， 设 工 ; WV 一 > VY 为 一 个 Hermite 变换 . 
(ta) 证明; 对 每 个 整数 ns > 0, T* 也 基 一 个 Hermite 变换 , 并 及 当 工 可 道 时 耳 -1 也 是 Hermite 
变换 . 
(bj 当 了 是 斜 Hermite 变换 时 你 能 得 出 基于 了" 和 T-1 的 什么 结论 
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4. 设 太 :YY 一 百 与 机 :TY 一 ,五 为 两 个 Hermite 变换 . 
(a) 证 明 ; 对 所 有 实数 a 与 六 am 十 闻 5 都 是 Hermite 变换 
fb) 证 明 : 若 五 与 下 可 交换 , 即 着 了 T= 下 玉 ， 则 其 澳 积 天 Ta 也 是 Hermite 变换 . 
5. 地 一 了 3 并 以 通常 的 点 积 作为 内 积 . 令 了 为 关于 zy 平面 的 一 个 反射 变 换 , 即 了 (3) = i 了 T(j) = 
休 (k) 二 一 k, 证 明 ; 工 基 一 个 对 称 变 换 . 
. 设 VV 为 某 个 复 欧 氏 空间 吾 的 子 空间 , 令 个 :VV 一 号 为 -个 线性 变换 , 定义 Y_ 上 的 一 个 数值 函数 


[a 


2) = 二 (T(x), ， 对 VW 中 所 有 过. 
fay 证 明 : 车 了 是 W 上 的 一 个 Hermite 变换 , 则 对 所 有 zx, 久 {z) 都 是 实数 
(b】 证 明 , 党 了 是 射 Hermitc 变换 , 则 对 所 有 z, @{z) 地 是 纯 虚 数 . 
{cy 证 明 : 对 性 意 复数 + 都 有 Qt{tz) = 1 Q(2Y. 
(9) 证 明 包公 十 苏 二 Q(t) 十 如 ( 骨 十 (TT2), 盘 十 {于 ( 殷 , 2), 并 对 如 他 十 二) 给 出 一 个 相 庶 的 公式 . 
(e) 假定 百 = WV, 车 对 所 有 z 都 有 旬 {x) = 0, 证 明 : 对 所 有 zy 者 有 休 {x) = 口 . 
{fy 证明: 车 对 所 有 x, Q(x) 都 是 实数 , 则 宁 是 Hermite 变换 . [提示 ; 对 任意 复数 tz 十 雹 ) 都 
等 于 它 的 打 罗 复 数 .] 


7.5 “有限 维 空间 中 Hermite 变换 和 和 余 Hermite 变换 的 
标准 正 交 特征 向 量 组 的 存在 性 


定理 7.2 和 定理 7.3 都 是 建立 在 了 有 一 个 特征 值 的 假设 的 基础 上 的 . 如 我 们 
所 知 , 有 些 变 换 工 未必 有 特征 值 , 不 过 , 如 果 工作 用 在 一 个 有 限 维 复 室 间 .上 , 则 {由 
定理 6.4) 特征 值 总 存在 , 而 且 , 特征 值 就 是 特征 多 项 式 的 根 . 若 工 是 Hermite 变换 ， 
则 所 有 特征 值 都 是 实数 ; 若 工 是 斜 Hermite 变换 , 则 所 有 特征 值 都 是 纯 虚 数 ， 

我 们 在 7.3 节 中 刚 证 明 过 , 当 了 为 Hermite 变换 或 斜 Hermite 变换 时 , 属于 不 
同 特 征 值 的 特征 向 量 互相 正 变 . 利用 这 一 性 质 可 以 证 明 , 下 有 一 个 标准 正 交 特征 向 
基 组 , 它 生 成 整个 空间 ， 若 一 个 正 交 向 量 组 中 每 一 个 向 量 的 范 数 都 是 1, 则 称 它 为 
标准 正 变 组 . 

定理 7.4 证 WV 为 nn 维 复 欧 氏 空间 ,TT:V 一 ;VY 为 Hermite 变换 或 斜 Hermite 
变换 , 则 看 在 了 的 ?4 个 特征 向 量 ul :an 它们 组 成 WV 的 一 组 标准 正 交 基 , 从 而 
全 关于 这 租 基 的 矩阵 是 对 角 卸 阵 太一 diag( 和 1,… ,An), 其 中 Xs 是 对 应 于 特征 向 量 
Tg 的 特征 值 . 

证 明 对 维 数 n 作 归 纳 法 . 若 = 1 则 了 只 有 一 个 特征 值 , 并 且 任 一 范 数 为 
1 的 特征 向 量 wi 都 组 成 Y 的 -- 组 标准 正 交 基 . 

今 设 定理 对 每 一 个 n 一 1 维 欧 拱 空间 都 成 立 ， 为 证 明定 理 对 Y 也 成 立 ， 我 
们 选取 了 的 一 个 特征 值 A 以 及 属于 阁 的 范 数 为 1 的 一 个 特征 向 量 wi, 于 是 
Fo) = wu 并 且 员 uil=1. 令 5 为 由 ua 生成 的 子 空间 ,我 们 令 51 为 由 V 中 所 
有 与 ti 正 奖 的 元 素 组 成 的 子 空间 , 即 
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Ss+={r:tEVH (zr,u) = 0}. 
我 们 要 对 5+ 应 用 央 纳 假设 , 为 此 需要 证 明 dim $+ 一 nn-1 并 且 人 将 S+ 鼎 入 5+. 
由 定理 3.7(a) 可 知 , wi 是 Y 的 某 组 基 中 的 一 个 元 素 , 设 这 组 基 为 (41, v2,-… ,vn)， 
不 失 一 般 性 , 我 们 可 假定 这 是 一 组 标准 正 交 基 . ( 若 不 然 , 可 以 用 Gram-Sehmidt 方 
法 将 它 变 为 一 组 标准 正 交 基 , 并 且 仍 以 种 作为 第 一 个 基 元 素 ) 从 3+ 中 任 取 一 个 
元 素 z 并 将 它 表 成 这 组 基 元 素 的 线性 组 合 , 设 
二 HIV 十 Tod 二 -十 Wntn, 
取 zz 与 负 的 内 积 , 由 于 (wi v2,… ,an) 是 标准 正 交 基 , 因此 zi = (x,tw1) 二 0, 从 而 
z 是 由 ww,… ,vn 生成 的 子 空间 中 的 元 素 , 即 得 dim S+ =n 一 1. 
下 面 我 们 证 明 工 将 3+ 映 入 它 自身 . 假设 工 是 Hermite 变换 , 若 xz e 5+, 则 有 
T(E), 1) = (FT)) = (FM) = A 1) = 0, 
因此 (x) & 5S+, 从 而 了 是 3+ 上 的 Hermite 变换 . 于 是 由 归 销 假设 , 弃 在 工 的 
n 一 1 个 特征 向 量 wz,… ,ws, 它们 组 成 5+ 的 标准 正 交 基 , 从 而 正 交 的 特征 向 量 组 
wi ,Un 是 的 一 组 标准 正 交 基 , 因此 当 了 为 Hermite 变换 时 定理 得 证 ， 同 理 
可 证 当 工 为 斜 Hermite 变换 时 定理 也 成 立 . 


7.6 Hermite 变换 与 斜 Hermite 恋 换 的 矩阵 表示 


在 本 节 中 我 们 仍 假定 Y 是 有 限 维 欧 氏 空间 . 一 个 Hermite 变换 或 斜 Hermite 
变换 可 以 用 它 在 任何 一 组 基 元 素 上 的 作用 来 刻 划 ， 

定理 7.5 设 (wi,… ,ttn) 为 了 的 一 组 基 , 了 :TY 一 :TY 为 一 个 线性 变换 . 我 
们 有 : 

(ai 当 且 仅 当 对 所 有 ji 与 了 都 有 (ha 三 全 让 (wii 时 了 为 Hermite 变 
接 ; 

(b) 当 且 仅 当 对 所 有 ; 与 了 都 有 (Twj),4i) = 一 (wt)) 时 代为 镍 Hermite 
变换 . 

证 明 ” 任 取 V 中 两 个 元 素 x 与 y 并 将 它们 表示 成 基 元 素 的 线性 组 侣 ， 设 
几 一 Tui Y = > yivsis 则 我 们 有 


(T(z).Y) = (Bone) - 2 (rw = (Tu), ti). 
了 一 | 


i=1 j=1 i=1 
间 理 可 得 


(zx, Ty)) = 一 之 ry Tu)). 
j=1 4=1 


由 上 述 二 式 中 得 命题 (a) 与 (b). 口 
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下 面 我 们 用 了 的 算 阵 表示 来 刻 划 这 些 性 质 . 

定理 7.6 令 (ut ,Un) 为 的 一 组 标准 正 交 基 , 丰 = (ci] 是 线性 变换 
TT:V 一 VV 在 这 组 基 下 的 纸 阵 ， 则 我 们 有 

(a) 当 且 羽 当 对 所 有 i 与 都 有 ij = 而? 时 人 是 Hermite 变 接 ; 

(b) 当 且 仅 当 对 所 有 i 与 i 都 有 ti; 一 一 77 时 人 是 射 Herinite 变换 . 

证 明 由 于 A 是 线性 变换 工 在 基 (ww1,…. ,un) 下 的 矩阵 , 因此 我 们 有 了 (ur) = 
央 amvs- 取 了 (0) 与 w 的 内 积 , 由 内 积 的 线性 性 得 


(CT), i) = Daw) = aC, ti). 
由 于 当 训 关 i 时 都 有 (win) 二 0 而 (ww) 二 1 国 此 上 面 等 式 中 的 最 后 一 个 和 式 
简化 为 ay (i, Wi) = i 于 是 我 们 得 
ai 二 (Tw) ,mw)， 对 所 有 i 
交换 工 式 中 ， 与 了 的 次 序 并 下 共 统 , 再 由 内 积 的 Hermite 对 称 性 即 得 
本 (了 (ua)， 对 所 有 ?小 
于 是 由 定理 7.5 即 得 结论 . 口 


7.7 Hermite 和 矩阵 和 孝 Hermite 矩阵， 伴随 矩阵 


由 定理 7.6 我 们 引入 下 述 定义 . 

定 久 设 和 站 = (aij) 为 一 个 方 阵 , 如 时 对 所 有 1 与 7 都 有 0ii 二 Thi, 则 称 妨 为 
一 个 Hermite 矩阵 ; 如 时 对 所 有 i 与 i 都 有 0;; = 一 Eii 则 称 4 为 斜 Hermite 抵 
阵 . 


定理 7.6 是 说 , 若 了 为 有 限 色 空间 VY 上 的 一 个 线性 变换 , 则 了 为 Hermite 变换 
(或 斜 Hermite 变换 ) 的 充分 必要 条 件 是 了 在 Y 的 标准 正 交 基 下 的 矩阵 为 Hermite 
矩阵 (或 斜 Hermite 矩阵 ). 

这 两 类 第 隆 还 可 以 用 另外 一 种 方式 来 刻 划 . 令 4 表示 将 4 中 各 元 素 用 它 的 
共 忽 复数 代替 后 所 得 到 的 矩阵 ,， 叫 作 4 的 共 斩 矩阵 (conjugate matrix), 则 为 
Hermite 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4 与 其 共 罗 转 填 矩 阵 及 ”相等 , 即 4 二 及 ;有 4 为 
斜 Hermite 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4 = -本 7. 对 共 轿 转 填 矩阵 我 们 给 它 一 个 特殊 
的 名 字 . 
定义 (伴随 矩阵) ”任意 矩阵 4 的 共 多 f 转 置 乱 阵 万 ” 叫 作 4 的 伴随 算 阵 , 记 
作 A . 

根据 上 述 定义 , 对 一 个 方 阵 4, 若 4= 41, 则 A 是 Hermite 第 阵 ; 革 A= 一 A”， 
则 4 是 斜 Hermite 和 矩阵， 由 于 一 个 Hermite 算 阵 与 它 的 伴随 和 矩阵 相等 , 因此 也 叫 
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作 自 伴 矩 阵 (self adjoint matrix)， 
注 ”时 期 甘于 短 阵 的 很 多 文献 用 “人 翌 随 矩阵 ”fadjoint matrix) 表示 一 个 多 阵 的 余子 式 矩 阵 (cofactor 
matrix) 的 转 置 第 阵 , 这 是 一 个 完全 不 同 的 对 茹 ,这 里 纵 出 的 定义 与 当前 算 子 未 沦 中 的 命名 法 相 一 致 . 


7.8 ” ”Hermite 和 矩阵 与 斜 Hermite 和 矩阵 的 对 角 化 


定理 7.7 性 一 nxn 的 Hermite 矩阵 或 斜 Hermite 短 阵 和 都 相似 于 一 全 以 
六 的 特征 值 为 主 对 角 线 元 素 的 对 角 上 矩阵 A= diag(A1,.… ,Xn). 而且 存在 非 奇 异 给 
阵 CC 使 

A=O AC. 

此 处 加 满足 条 件 CT = 口 , 即 品 的 递 给 阵 等 于 避 的 伴随 答 阵 . 

证 明令 Y 衣 示 由 复 n 序 组 构成 的 空间 Cn, 再 令 {e1,.… ,en) 为 由 单位 坐标 
向 量 组 成 的 标准 正 交 基 . 对 zz = 六 wiei 与 y= 站 Wies 由 人 加 = 中 mi 瑟 定 义 z 

让 1 让 1 {=1 


与 yy 的 内 积 . 对 给 定 的 矩阵 4, 令 了 为 在 上 面 选 定 的 菇 下 以 及 为 矩阵 的 线性 变换 . 
由 定理 7.4 可 知 , VW 有 由 工 的 特征 向 量 组 成 的 标准 正 交 共 (wi,… ,un), 工 在 这 组 
基 下 的 和 矩阵 为 对 角 和 矩阵 


下 一 qiag(A An) 
此 处 和 4 为 对 应 于 特征 向 量 wk 的 特征 值 , 由 于 4 与 A 都 是 了 的 算 阵 表示 ， 因 
此 它们 相似 ， 从 而 我 们 有 A = C7 4C, 其 中 C = (ci;) 是 从 基 (el …… ,en) 到 基 
(tw1,… un) 的 非 奇异 转移 息 阵 : 

fa aa = [el ,En]C. 

上 述 等 式 表明 , C 的 第 7 列 由 u 在 基 (e1,… ,en) 下 的 坐标 组 成 , 从 而 cu 是 ui 
的 第 i 个 分 量 . ui 与 ww; 的 内 积 由 

(7, ti) 一 DY chsh 

此 一 


给 出 , 由 于 (aa ,an) 为 一 组 标准 正 交 基 , 因此 CO* = 了 ,从 而 C1=C*.， D 口 
注 ”定理 7.7 的 证 明 网 时 也 给 出 了 求 对 角 化 年 降 局 的 方法, 找 出 由 特征 向 量 弓 成 的 一 组 标准 正 交 苦 
(aa an), 然后 将 wj 在 由 单位 肉 标 向 量 给 成 的 基 下 的 各 个 分 其 必 为 姑 阵 局 的 第 了 列 的 元 素 ， 


例 1 实 Hermite 矩阵 
2 5 


有 特征 值 A = 1 和 2 = 6. 属于 1 的 特征 向 量 为 t(2, 一 1)T,t 关 0; 属于 6 的 特征 向 
量 为 t(1,2}7,t 关 0. 取 t= 1/w5, 则 特征 向 量 wi 一 #2, 一 1)T 与 wa 一 t(1,2)T 组 成 
一 个 标准 正 交 组 , 从 而 
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c- 珊 | ,| 


是 4 的 一 个 对 和 角 化 矩阵 ， 由 于 C 为 实 矩 阵 , 因而 C* = CY. 不 难 验证 下 式 成 立 ; 
orac-[ ; 


例 2 如 果 4 本 来 就 已 经 是 对 角 和 矩阵 了 , 则 定理 7.7 中 的 对 角 化 矩阵 C 或 者 
保持 4 不 变 , 或 者 仅仅 改变 4 中 主 对 角 线 元 素 的 次 序 ， 口 


7.9 ”本 和 矩阵 。 正 交 和 多 阵 


定 尽 ”证 4 为 一 个 方 阵 , 车 AA* = 工 则 称 4 为 一 个 固 矩 阵 (wnitary); 车 
AAT = 则 A 称 为 正 交 矩阵 (orthogonal matrix)， 

注 每 :个 实 西 答 阵 都 总 正 交 知 阵 ， 这 是 因为 此 时 有 A* = AT. 

我 们 乐于 使 用 西 短 阵 和 正 交 答 阵 , 这 是 因为 这 两 种 矩阵 的 求 逆 干 分 容易 , 只 需 
取 共 绒 和 转 置 即 可 . 本 和 托 阵 的 逆 和 矩阵 是 它 的 伴随 矩阵 , 正 交 第 阵 的 道 秆 阵 则 是 它 的 
转 置 矩阵 . 

如 果 A 是 酉 第 阵 , 则 4 的 行列 式 是 一 个 绝对 值 为 1 的 复数 . 如 果 有 是 正 交 
和 矩阵, 则 4 的 行列 式 为 十 这 是 因为 det 4 = det AT 及 det 妃 = {det 4), 所 以 
如 果 4 为 酉 矩阵 则 有 det(44*) = detT = 1, 而 det(44”) = (det A)(det A*) = 
(det A}(det 有 A) = |det A]>, 因此 det 4 是 绝对 值 为 1 的 一 个 复数 , 当 4 为 正 交 矩阵 
时 , 同 理 可 得 (det 4 = 4 由 于 det 4 为 实数 , 因此 det A = 十 1. 

注 1 西 矩 阵 和 正 变 矩阵 袁 示 的 线性 变换 将 在 7.19 节 中 讨论 ， 

定理 7.7 告诉 我 们 , Hermite 所 阵 与 侨 Hermite 仁 阵 总 可 以 用 一 个 西 矩 阵 将 其 
对 和 角 化 . 实 Hermite 矩阵 ( 即 衬 对 称 和 矩阵 ) 的 特征 值 都 是 实数 而 且 其 特征 向 量 也 都 
可 以 取 实 向 量 , 因此 我 们 有 下 述 结论 . 

定理 7.7 的 推论 ”任意 一 个 实 Hermite 系 阵 总 可 以 用 实 正 交 短 阵 将 其 对 前 化 . 

口 


上 述 命 题 对 实 斜 Hermite 逢 阵 并 不 成 并 ( 见 7.10 节 习 题 11). 

我 们 再 给 出 下 列 相 关 概 念 . 

定义 ” 设 和 4 为 一 个 实 方 阵 或 复方 阵 , 若 4 = 有 41， 则 称 4 为 对 称 和 矩阵 ; 车 
4 = -4T, 则 称 4 为 斜 对 称 矩阵 . 


创设 4-| 训 | 则 


ri Ja 2 | hr=| 2 | 4-| | 
3 二 一 4 算 2 4 2 —d 
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例 2 如 果 4 是 实 和 矩阵 , 则 4 的 伴随 矩阵 就 是 它 的 转 置 矩阵 , 即 A* = 4 7 
因此 每 一 个 实 Hermite 矩阵 都 是 对 称 矩 阵 . 然而 , 对 称 和 矩阵 并 不 都 是 Hermite 矩阵 . 


口 

例 3 |。 3| 与 |。 ， “3 | 都 是 Hermite 矩阵 但 前 者 是 对 称 拭 阵 而 
后 者 不 是 对 称 第 阵 . o 
例 4 [| 与 |，。 如 | 部 是 人 Hermite 答 阵 , 但 前 者 是 全 对 称 短 阵 而 后 
者 则 不 是 . 口 
例 5 “Hormite 矩阵 的 主 对 角 线 元 素 都 是 实数 , 笠 Hermite 矩阵 的 主 对 角 线 元 

素 都 是 纯 虚 数 余 对 称 矩阵 的 主 对 角 线 元 素 者 是 


例 6 ”对 任意 方 阵 4, 矩阵 B= 3(4 + 47) 都 是 Hermite 矩阵 , 而 矩阵 C = 
3(4 一 4*) 则 是 斜 Hermite 矩阵 且 召 + C = 4. 因此 每 一 个 方 阵 4 都 可 以 表示 成 
和 A= 了 B+ 局 的 形式 , 其 中 B 是 Hermite 和 矩阵,C 是 任 Hermite 矩阵 ,验证 这 种 分 
解 的 唯一 性 是 很 简单 的 . 同样 , 每 一 个 方 阵 4 都 可 以 唯一 地 表示 成 一 个 对 称 矩 阵 


与 一 个 斜 对 称 矩 阵 之 和 : 4 = 区 4+AI+ 志 47) 口 
7.10 林 题 
1， 在 下 列 各 第 阵 中 确定 何者 为 对 称 矩 阵 , 何者 为 射 对 称 年 阵 , 何者 为 Hermite 矩阵 及 何者 为 斜 Hermite 
征 阵 . 
D 1 2 0 旺 2 D 区 2 0 1 2 
(al |i 0 3|， tb 0 3|. (ci 0 3|. (dj | -1 0 3|. 
2 4 —2 —3 dz 一 2 一 中 日 一 2 -3 0 


CoOBO sin 


2、(a) 验证 2x2 仑 阵 几 二 [ | 是 一 个 正 交 短 阵 . 


[b) 设 工 是 在 通常 的 基 局 六 下 的 矩阵 为 上 述 和 矩阵 及 的 线性 变换 , 证 明 : 了 将 平面 上 根 坐 标 为 (7, a) 
的 点 肌 为 极 坐 标 为 fr ea 十 有 下 的 点 , 即 人 把 平面 绕 原 点 转动 6 角度. 
3. 设 VW = 及 3 并 且 取 通常 的 基 商 量 立志 天. 证明: 下 列 各 小 题 中 的 矩阵 都 基 正 有 变 钳 阵 并 且 是 各 题 中 所 指 


定 的 变换 的 矩阵 者 示 . 
[1 0 8 1 0 0 

fay |o 1 0 {关于 zy 平面 的 反射 变换 ). (oo0 -1 0 (关于 z 二 的 反射 变换 ). 
Io 0 -1 0 0 -1 
rr-1 0 0 1 0 0 

(c) 0 一 1 遇 【关于 原点 的 反射 变换 ). (dd) |0 cosd ~— sing { 绕 zx 轴 的 旋转 ). 
[0 0 -1 0 sing cosd 


{关于 = 轴 旅 转 之 后 再 作 关于 gz 平面 的 反射 变换 ) 


一 上 0 心 
(e) | cosg —sinp 


DO sing cost 


4. 


10. 


11. 


12. 
13, 


14. 
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设 全 为 实 正 变 失 阵 , 若 det 入 = 1 则 站 有 正常 fproper) 正 交 算 降 ; 若 det 4 = 一 1, 则 称 及 为 非 
正常 {fimproper) 正 交 矩阵 . 


(ay 车 由 是 2 x 2 正常 正 交 矩阵 , 证 明 存在 某 个 日 使 A 二 [eo | 着 阵 及 表示 转动 9 
角 的 一 个 活 籼 更 sind cost 
(b) 征明 | 。 “| 与 | | 者 是 此 正常 正 交 托 阵 ， 前 一 短 阵 表示 zy 平面 上 关于 加 的 反射 


变换 ; 后 一 找 阵 表示 关于 yy 轴 的 反射 变换 , 找 出 所 有 2 x 2 非 正 常 正 交 算 阵 . 
在 习题 5~8 中 , [&) 求生 的 一 个 正 交 特征 向 量 组 ;: (b) 求 西 算 降 宫 使 C71.4C 为 对 角 詹 阵 . 


a=|? | sa-| 了 | 
12 16 2 0 
1 3 0 1 3 4 
.有 A=|3 -2 -1 ， 8. =|13 1 0 
0 -1 1 401 
.确定 下 列 各 夭 阵 中 哪些 是 西 算 阵 , 洗 些 是 正 交 息 阵 [a,b,8 邦 是 实数 ). 
win 0 cosg 0 sing 3v2 -4v3 $v6 
ta] | 0 |. {(b} 0 1 0 (| 0 gw 3vE|. 
机 ~—sing 0 cosp v2 #v3 ~ 者 V6 
狼 久 相对论 用 到 十 询 上 方程 : 


=a y=Yy = t=at—vr/e). 
此 处 Y 表示 运动 物性 的 速度 , c 是 光速, 0 = cf/ ve 二 证 将 (zg,z,t 册 为 [x' yz 的 线性 变 
换 岂 Lorentz 变 挤 . 
(ay 他 {z1, Tra, Tz31 Ta) 二 (TY 32 及 (TTT 一 【Et 广 明 ; 上 面 4 个 方程 可 
表示 为 下 面 的 矩阵 方程 ， 


外 0 0 -iav/e 
. 1 0 0 
TH TD THEI] = [Fl1, T2; T9,T 
[x 2 3] bei, 2:74 4] D 0 1 0 
tourc 0 0 a 


tp) 证 明 ; (3) 中 的 4x 4 矩阵 是 正 交 矩阵 但 不 是 商 狐 阵 ， 
没 a 为 非 夫 实 星 , 入 一 | .0 | 为 对称 太 隆 


{a]】 及 的 一 个 标准 |E 交 特征 向 量 组 ， 

{b】 东西 所 阵 局 使 CC 14C 为 对 角 矩 阵 ， 

(e) 证 明 : 不 存在 实 正 灾 矩阵 C 使 C-14C 为 对 着 眠 阵 ， 

证 明 ; 如 果 一 个 Hermite 矩阵 或 斜 Hermite 纤 阵 和 的 所 有 特征 值 帮 适 于 上 则 和 = eI 
证 明 : 如 果 外 是 实 斜 对 称 抢 阵 , 则 I 一 六 与 了 + 总 都 是 非 奇 异 征 阵 并 且 (了 一 由 (二 人)-1 是 下 
交 和 矩阵 . 

证 明 下 列 关 于 nn x n 犯 阵 的 命题 ,或 者 给 出 - :个 反倒. 

{a) 如 果 及 与 吾 都 是 丁 算 阵 , 则 各 十 已 志 是 西 丐 阵 ， 

作 ) 如 果 仿 与 互 是 西 矩 阵 , 则 4 + 五 不 是 酉 矩阵 . 

{cy 如 里 全 与 互 都 是 西 扼 阵 , 则 4 吾 也 是 百 第 阵 . 

(dj 如 果 六 与 总 昌都 是 弟 捧 阵 , 则 如 也 是 西 扰 阵 . 
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7.11 二 次 型 


现在 我 们 转向 关于 二 次 型 的 研究 , 这 是 实 对 称 变换 最 重要 的 应 用 之 一 . 

设 为 实 欧 氏 空间 , 工 :Y -一 站 为 一 个 对 称 算 子 , 即 在 内 积 中 人 可 以 从 作用 
在 一 个 因子 上 转 到 作用 在 坊 一 个 因子 上 : 

(T(x), = (zx, TN)), 对 WV 中 所 有 的 x 与 y. 
我 们 取 定 T, 再 由 
他 (z) = (T(r), 2) 

在 了 上 定义 一 个 实 值 函数 @, 叫 作 与 了 相伴 的 二 次 型 (quadratic form). 下 述 定 理 
指出 , 在 有 限 维 的 情形 , Q(x) 是 z 的 各 分 量 的 一 个 二 次 多 项 式 , 因此 我 们 将 Q(x) 
叫 作 与 了 相伴 的 二 次 型 . 

定理 7.8 设 (ui，……,un) 是 实 欧 氏 空 间 V 的 一 组 标准 正 交 基 , 再 设 了 :TY 一 
VY 为 对 称 效 性 变换 , 入 二 (0ij) 为 械 在 基 (ua ,tn) 下 的 给 阵 , 则 二 次 型 Q(z) 一 
(T(z2),2) 与 4A 之 间 有 如 下 关系 : 


Q(z) 一 > 多 ji 有 著 汪 一 vin {7.3) 
i=1] 


t=1] 7=1 


证 明 ”由 线性 性 , 我 们 有 T(z) = >» ziT(wui), 从 而 得 


Q(z) = 得 ct Daw) 一 YY vir Tw), 3). 
1 i=1 j=1 


i=1 j=1 
由 定理 7.6, 我 们 有 oi;j = ai = (Tua),wy), 于 是 即 得 关系 式 (7.3). 品 
即使 矩阵 4 不 是 对 称 和 矩阵 , (7.3) 中 的 和 式 也 是 有 意义 的 . 
定义 ” 设 V 为 任意 一 个 实 欧 外 空间 , (ti1,… ,tin) 为 它 的 一 组 标准 正 交 基 , 再 
令 和 = (uj) 为 任意 一 个 由 xm 实 珑 阵 . 对 六 中 任意 点 工 一 Do zu 由 公式 


QL) 一 》， > QiTiy (7.4) 


i=1 j=1 
所 定义 的 实 值 函数 驴 叫 作 与 A 相伴 的 二 次 型 . 

如 果 所 是 对 角 痊 阵 ,， 则 当 了 关于 时 都 有 ai = 0 因此 (7. 和 中 的 和 式 只 包含 平 
方 项 并 且 可 表示 成 下 述 简单 形式 ; 

外 tz)] = Daur?, 
t=1 

这 时 的 二 次 型 叫 作 对 角 二 次 型 (diagonal form). 

公式 {7.4) 中 的 2 重 和 也 可 以 表示 为 三 个 矩阵 的 滋 积 , 
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定理 7.9 证 站 一 [zznl 为 1Xn 行 矩阵 , 太 二 {0ij) 为 nxn 送 阵 , 则 
尽 A 有 TT 为 下 述 1 x 1 姑 阵 : 


XAXT = YY army. (7.5) 


i 二 1 了 一 1 


证 明 ”矩阵 乘积 蕊 4 是 一 个 1 x n 算 阵 , 即 天 A = fa,.… ,ynl], 其 中 的 元 素 
I 是 芝 与 和 4 的 第 ;个 列 向 量 的 点 积 : 


Vi 二 Sia, 
因此 溢 积 入 A 久 ” 是 一 个 1 x 1 拭 阵 , 它 仅 有 的 一 个 元 素 是 式 4 与 XIT 的 点 积 : 
Sw 一 人 ru] 7 一 SS aw 口 
j=1 i=] 


7=1 2=1 j=1 


注 ” 惊 眉 例 , 我 们 将 I x 1 詹 阵 共有 态 双 7T 就 看 作 和 式 (7.5) 并 将 矩阵 乘积 天 AXT 叫 作 - -个 二 次 出. 
公式 {7.4) 可 以 简单 地 写作 . 
名 (zl = KANXT. 


"7 | 则 我 们 有 


例 工 六 X= 4 | 5 


1 一 1 
及 及 = 二 [v1, x2] | 一 [za — $x, 一 1 十 5%2l], 


一 当 5 
因此 得 
社 KT 一 {x1 一 32za, 一 1 十 5x2)] [2 | 一 2 一 37aml 一 了 192 十 5322. 
了 2 
， 工 一 2 
例 2 | 2 ?| 
1 —2 

KBXT = [x1, wal | 了 | 一 2 一 27agl 一 2rl7za + 572. 口 

一 之 5 和 2 


在 上 述 两 鲍 中 , 将 两 个 混合 积 项 相 加 都 得 到 -4ziza, 因此 XXAXT = 到 BX"T. 
这 两 个 例子 显示 , 不 同 的 矩阵 可 能 会 导致 相同 的 二 次 型 . 注意 到 , 其 中 的 一 个 矩阵 ， 
即 矩 阵 B, 是 对 称 和 矩阵 . 受 上 述 讨论 的 启发 , 我 们 有 下 述 定理 . 

定理 7.10 对 任意 nxn 给 阵 入 和 任意 1xn 行 抢 阵 四, 都 有 蕴 AXT 一 
下 电 六 7, 其 中 日 一 3 了 (A + AT) 为 对 称 纸 阵 . 

证 明 ”由 于 天 AXT 为 1 x 1 和 矩阵 ,因此 它 等 于 自己 的 转 革 矩阵, 即 五 AXT 
二 ( 瑟 4XTiT， 由 于 扼 阵 乘积 的 转 置 矩阵 等 于 各 和 扬 阵 的 转 置 矩阵 按 相 反 顺 序 的 乘 
积 ( 见 4.21 节 习 题 7{dj}， 因 此 我 们 有 (AXT)T = 瑟 47 守 IT， 从 而 下 AXT 一 
4XAXT +3RATXT = XBXT. 口 
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7.12 将 实 二 次 型 化 为 对 角形 


实 对 称 上 矩阵 4 是 一 个 Hermite 矩阵 ,因此 , 由 定理 7.7, 4 相似 于 对 角 和 矩阵 
A 一 diagt ,An), 其 中 和,… ,hn 是 4 的 ”个 特征 值 ,而且 由 定理 7.7 的 推 
论 知 , 存在 正 交 抢 阵 C 使 得 A = CTAC， 下 面 我 们 证 明 , C 可 以 用 来 将 二 次 型 
互 4XT 化 为 对 前 形 ， 

定理 7.11 设 弟 A 妨 玉 7 是 与 实 对 称 甜 阵 和 4 相伴 的 二 次 型 , 再 设 C 是 将 生化 
为 对 角 姓 阵 的 正 交 矩阵 ， 即 和 = CT 了 ACO, 则 我 们 有 


KAXT = YAYT = ) Xi， 
i=1 


其 中 Y= [ys ,Yn| 为 行 纶 由 YY =XO, A 和 ls ;An 为 佣 的 特征 值 . 
证 明 ”由 于 C 是 正 交 算 阵 , 因此 CI = CT, 从 而 由 六 一 六 CC 得 着 =YOT, 
于 是 得 


XAXT=(YCNA(YONT = Y(OTAC)YT = YAY. 品 
注 ”定理 7.11 是 说 , 线性 变换 Y = XC 将 二 次 型 芝 及 区 T 化 为 对 角形 YAYT.， 
例 1 与 单位 矩阵 相伴 的 二 次 型 是 


他 
XIXT = De? = IX 
4 一 1 


即 它 是 向 量 下 = fzi ,zn) 的 长 度 的 平方 . 设 CO 为 一 个 正 交 矩阵 , 由 线性 变换 

六 = XC 给 出 一 个 新 的 二 次 型 YAYT, 这 里 A = GICT = CCT = 了 因为 

及 IXT 下 TYT, 因此 我 们 得 | 到 |2 = ||Y||?, 从 而 YY 与 久 的 长 度 相同 . 保持 每 一 

个 向 量 的 长 度 都 不 变 的 线性 变换 叫 作 等 距 变 换 fisometry). 这 类 变换 将 在 7.19 节 

中 作 详 细 讨 论 . 口 
例 2 求 将 二 次 型 


名 (2) = 2z3 + 4173 + B23 
化 为 对 角形 的 正 交 答 阵 局 . 


解 ”我 们 将 泥 合 积 项 写成 2wiz2 + 2z2z1, 令 4 一 | 2 


2 | 则 得 Qf{z) = 
及 有 ET， 对 称 丢 阵 4 已 经 在 定理 7.7 后 面 的 例 1 中 被 对 角 化 44 的 特征 值 为 
入 一 1; = 6, 并且 特征 向 量 wa = 遍 人 一) 与 wo = 遍 人 3) 组 成 一 组 标准 正 交 


| 相应 的 对 多 形 二 次 型 为 


YAYT = My + MB = 9 + 693. 


基因 此 得 到 一 个 正 交 的 对 角 化 生 阵 C= 坟 | 
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例 2 的 结果 有 一 个 简单 的 几何 解释 ， 如 图 7.1 所 示 . 线性 变换 YY = XC 可 
以 看 作 是 将 基 3 映 到 一 组 新 基 ui,uz 上 的 一 个 旋转 变换 . 在 第 一 组 基 下 坐标 为 
(zayza) 的 点 在 第 二 组 基 下 的 坐标 是 (nh, ga). 由 于 于 AKT = YAYT, 因此 对 某 个 
6c, 满足 方程 和 4AXT = ce 的 点 (z1,zx2) 的 集合 和 满足 方程 YAYT = ec 的 点 (oy, we) 
的 集合 是 一 样 的 . 后 一 个 方程 可 以 号 作 六 十 6 组 二 c, 若 c > 0, 则 它 就 是 菜 一 个 彬 
圆 的 向 卡 儿 方程 . 因此 方程 基 AXT = cc, 即 2z3 + 4zara 十 5z3 二 c, 表示 在 原来 坐 
标 系 中 的 是 同一 个 椭圆 . 图 7.1 表示 当 c= 二 9 时 的 机 部 ， 


次 mw), 在 菇 下 
上 fg), 在 基 mw aa 下 


图 7.1 由 一 个 瑞 变 拖 阵 给 出 的 坐标 轴 的 旋转 .在 riza 坐标 系 中 , 栏 圆 的 笛 卡 儿 方 程 
为 蕊 旭 定 一 9, 而 在 yiya 泽 标 系 中 精 圆 的 稠 卡 儿 方程 为 YAYT = 9. 


7.13 ”对 二 次 曲线 的 应 用 
利用 化 二 次 型 为 对 角形 可 以 确定 平面 上 满足 形 如 


az2 + bry+t cy +dri+eyt+f=0 (7.6) 


的 笛 卡 儿 方 程 的 所 有 点 (x, 9) 的 集合 , 我 们 将 会 发 现 这 样 的 集合 都 是 二 次 曲线 , 即 
椭圆 、 双 曲线 、 抠 物 线 , 或 下 面 的 退化 情形 之 一 ( 空 集 、 单独 一 点 、 一 条 或 两 条 直 
线 ). 二 次 曲线 的 类 型 由 方程 的 二 次 项 所 决定 , 也 就 是 说 由 二 次 型 ar2 十 bxy 寺 co? 所 
决定 . 为 了 和 前 面 几 节 中 所 用 的 记号 一 致 , 我 们 将 z 记 作 zi, 将 y 记 作 zz, 并 把 此 
二 次 型 表示 成 如 下 矩阵 乘积 的 形式 : 

AXT = aa? 十 pzlre + cx2, 


由 


是 一 个 对 称 和 矩阵 .由 旋转 变换 了 = 五 C (或 者 旋转 变换 之 后 再 关于 某 个 坐标 轴 作 
反射 变换 ) 可 将 此 二 次 型 化 为 对 角形 和 好 十 组, 此 处 入 与 Xo 是 4 的 特征 值 . 
一 组 标准 正 交 的 特征 向 量 wi,wa 确定 一 组 新 的 坐标 系 , 在 这 组 新 鸠 标 系 下 , 笛 卡 儿 
方程 (7.6) 化 为 


其 中 外 = {zi,%2] 而 


生 呈 十 2 到 十 do + ey t+f=0, (7.7} 
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其 中 心 与 e' 是 新 的 线性 项 的 系数 . 在 这 个 方程 中 没有 混合 积 项 yiys, 因此 二 次 曲 
线 的 业 型 可 以 很 容易 地 通过 特征 值 A 和 Xa 来 确定 . 

如 果 二 次 偶 线 是 非 退 化 的 , 当 入 与 ho 正 负 号 相同 时 方程 (7.7)] 表示 一 个 椭圆 
{ellipse); 当 Ai 与 2 正 负 号 相反 时 , 则 表示 一 组 双 曲 线 fhyperbolay; 当 Ai 与 Xa 中 
有 一 个 等 于 零 时 , 则 表示 - -条 抛物 线 (parabola). 这 三 种 情形 分 别 对 应 于 和 Xz > 0， 
和 lA2 之 0 与 和 1X2 ==0. 我 们 分 别 举例 说 明之 . 

例 1 2x2 十 4zy 十 5 十 4z 十 13y 一 = 0, 我们 将 这 个 方程 重 写 为 


。 。 1 
2 十 4zlz2 十 532 十 451 + 13x2 一 了 一 0. (7.8) 


我 们 在 上 一 节 例 2 中 已 经 讨论 过 二 次 型 2z?+4zazo+5z3, 它 的 矩阵 有 特征 值 和 1 = 1 
与 为 =6, 并且 w= 吉 (2, 一 1) 与 v2 = 高 (1,2) 是 它 的 一 组 标准 正 交 的 特征 向 


量 , 因此 C 二 3 去 | | 是 - 个 正 交 对 角 化 矩阵 ， 利 用 C 可 将 方程 (7.8) 中 的 


二 次 型 化 为 好 6 吧 .为 确定 这 一 变换 对 线性 部 分 的 影响 , 我 们 将 旋转 变换 的 方程 
YY 二 四 改写 成 下 二 YCT, 于 是 得 


区 可 = 有 四 辣 | |， = 训 人 + 二 让- + 
了 3 全 了 1 9 ? 1 5 M1 Ya 2 万 Yl 3232) 
由 此 , 线性 部 分 4z1 十 13x2 变 为 

入 {2p 十 各) 十 人 { 一 及 十 288) = — V5 + Gv gs. 
变换 后 的 笛 卡 儿 方 程 为 


6 — v5 +6vViy2 — 3 = 0. 
再 分 别 对 册 与 we 用 配方 法 , 则 上 式 可 改写 为 如 下 形式 : 

(e 一 2 +6 (we 十 $5) = 49. 
这 是 在 yiya 浴 标 标 中 以 点 ( 寺 V5, 一 v5) 为 中 心 的 一 个 椭圆 的 方程 ， 坐 标 轴 网 与 
Ya 人 41 与 usa 所 改定 , 如 图 7.2 所 示 . 


1 1 
入 = 二 了 细 一 了， 加 二 如 十 5VB 


则 椭圆 的 方程 还 可 进一步 简化 . 从 几何 上 说 , 这 相应 于 引入 一 个 新 的 坐标 系 , 它 的 
两 条 坐标 轴 分 别 与 六 和 ys 平行 , 但 取 椭 贺 的 中 心 作 为 华 标 原点 . 将 新 坐标 系 记 作 
和 2 坐标 标 , 则 在 新 坐标 系 中 , 椭圆 的 方程 简化 为 
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妆 二 6 冯 =9 或 生 + 欧 =1 
这 个 稍 圆 及 所 有 三 个 坐标 系 都 在 图 7.2 中 给 出 . D 
玉江 


的 


图 7.2 部 标 轴 的 旋转 与 平移 .在 旋转 变换 了 = 成 口 之 后 再 作 平移 变换 zi = 
太一 VB 知 一 只 十 二 v5 
例 2 2x2 一 4xy 一 六 一 4z 十 10y 一 18 二 0. 将 此 方程 重 写 为 
2 一 4zr1zez 一 2 — 47x1 + 10x2 — 13=0, 
2 
2 


入 = 令 三 = 遍 人 -aa= 训 (1,2), 则 tw 与 wo 是 标准 正 交 特征 向 量 组 ， 


它 的 二 次 型 部 分 是 X 4XT, 此 处 4 = | 2 | 答 阵 4 的 特征 什 为 和 一 3 与 


于 是 C=- 计 | “| 是 一 个 正 交 的 对 角 化 和 阵 ， 由 旋转 变换 的 方程 X = YCT 


1 1 
£1 = n+) za = (nh + 2). 
v5 v5 


从 而 经 变换 后 的 椭圆 方程 变 为 
3 — 23 一 序 [2231 十 ya) 十 二 (一 护 + 2y2) 一 13 = 0， 
经 整理 后 得 
3 一 292 一 鞠 w+ 误 -13=0 


分 别 对 胃 与 ts 配方 , 则 得 方程 
3 (w 一 Ss) 一 2 (% 一 $v5) 一 12, 
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它 代 表 在 yy2 平面 上 以 点 (及 V5, 和 V5) 为 中 心 的 双 曲 线 . 再 作 平 移 变 换 2 = yj 一 
v5, z2 = go 一 和 v5. 则 上 述 方 程 可 进一步 简化 为 

3 好 一 2 如 二 12 或 琶 - 受 -1 
此 双 时 线 的 图 像 抑 图 7.3(a). 特征 向 量 wi 与 ua 决定 了 举 标 加 j 与 yp 的 正 向 . 口 


上 人 


如 
六 


[a) 双 曲 线 3 如 一 3 弹 一 13 fb) 气 物 线 好 十 太一 0 
图 7.3 例 2 与 例 3 中 的 曲线 


例 3 9z2 十 24xy 十 16y? -20z +159 = 0. 将 此 方程 改写 为 
gx? 十 24z12a 十 1673 一 20z1 二 15z2 一 0， 

它 的 二 次 型 部 分 的 矩阵 为 4 = | 16| A 的 特征 值 为 和 = 25, Xz = 0， 令 

Wl 一 去 (3 和 az 二 于 ( 一 4,3), 则 wi 与 uz 组 成 一 个 标准 正 交 特征 向 量 组 ,于 是 


c=! | | 是 一 个 正 交 对 角 化 矩阵 .由 旋转 变换 的 方程 多 = YCT 得 


Z1 一 (3 — 4y2),， za = 了 (dy + 3ga)， 
经 变换 后 的 笛 卡 儿 方 程 为 
2522 — (3 ~ 4y2) 十 (din + 3%2) = 0, 

整理 之 , 得 妃 十 Wa = 0, 这 是 一 条 以 坐标 原点 为 顶点 的 抛物 线 , 其 图 形 见 图 7.3(b}.D 

例 4 (退化 情形 ) ”此 时 仅仅 由 特征 值 还 不 足以 判断 此 笛 卡 儿 方 程 代表 的 是 哪 
一 类 退化 的 二 次 曲线 . 例如 , 下 面 三 个 方程 

2zZ2 十 2802 一 1，T2 十 202 =0，2z2 二 202 =-l, 

它们 有 相同 的 特征 值 , 但 第 一 个 方程 代表 的 是 一 个 非 姐 化 的 椭圆 , 第 二 个 方程 仅 表 
示 一 点 (z,y) 二 (0,0), 第 三 个 方程 表示 的 是 空 集 . 后 面 两 种 情形 可 看 作 椭 圆 的 退化 


和 情形. 

方程 闻 = 0 的 图 像 是 x 轴 , 方程 六 一 1 = 0 表示 一 对 平行 直线 y = 1 与 
y 二 一 1, 它们 可 看 作 掀 物 线 的 退化 情形 ; 方程 x? 一 4y? = 0 代表 两 条 相交 直线 ， 
为 由 三 一 和 二 0 得 x 一 25=0 或 zz 二 2y=0, 这 可 以 看 作 双 曲线 的 退化 情形 . 

然而 , 如 果 箔 卡 儿 方程 az2 十 bry 十 oc 十 虹 十 多 十 了 = 0 代表 的 是 非 返 化 二 这 
曲线 , 则 曲线 的 类 型 (type) 可 以 相当 容易 地 确定 . 二 次 型 azz + 5zy + cg2 的 矩阵 
的 特征 多 项 式 为 

det [os | = A2 {a+ eA+ (ae- i¥) = (XC—A1)}(X — 2). 
从 而 两 个 特征 值 的 飞 积 等 于 常数 项 , 即 
AA2 = sc i 二 3 {dac — 2). 

由 于 二 议 曲 线 的 类 型 是 由 弛 积 A1X2 为 正 、 为 负 或 为 零 所 决定 的 , 因此 当 4ac 一 名 
为 正 , 为 负 或 为 等 时 , 二 次 曲线 分 别 为 糊 贺 , 双 曲 线 或 抛物 线 , 4ac 一 局 叫 作 二 次 型 
az2 十 bay 十 cy? 的 判别 式 (diseriminant), 它 就 是 我 们 在 处 理 定理 2.19 中 的 二 次 曲 
线 时 所 还 到 的 淹 别 式 , 不 过 那里 和 判别 式 相关 的 是 二 次 曲线 的 高 心率, 而 这 里 和 淹 
别 式 相关 的 是 二 次 型 的 矩阵 表示 的 特征 值 的 乘积 . 在 例 1~3 中 , 判别 式 的 值 分 别 是 
34, ~24 和 0. 口 


7.14 习 题 


在 可 题 1~7 中 ，fa) 求 二 六 型 的 对 称 筷 阵 44; (b) 求 及 的 特征 值 ; (cj 求 一 个 标准 正 充 特征 向 量 组 ; 
{qy 求 正 迹 对 角 化 矩阵 已 . 
1，4x? 十 421%2 十 这. 


2, Tl1I2. 
3. Lf + Ze 一 如. 
4 34r2 一 24w1x2 + 41%3. 
辣 ， EA 十 学 1 人 2 TE 十 Tara. 
6，283 二 4z1za + 7 — 
T， Ix? + driT2 + B183 + 40203 + FE3. 
在 习题 8~18 中 , 求 所 给 向 卡 儿 六 程 表示 的 二 次 曲线 并 亚 出 其 草图 . 
8 PC—2ry+2r2—5=0. 
9. y 2 — 2ry Sr =0, 
10. 2 ~— Buy + w2 — 5 = 0. 
11, Sr? — dry+ 2 —6 = 
12. 19%? + dey 十 1692 — 212% + 104y = 356. 
13. 9r? 十 247y + 16y? 一 52z + 1dy = 6. 
14. Sx?2 + ery + By 一 2 一 0. 
15, rr +2ry ry+3=0. 
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16. 222 + dry By? —27—y—4=0. 


18. 也 +y—2x—2=0. 

19， 当 cc 取 慎 么 慎 时 笛 卡 儿 方程 azy 一 45 十 7y 十 c 二 0 的 图 像 是 一 对 直线? 

20. 人 44 与 短 半 辅 为 BB 的 椭圆 所 国 成 的 图 带 的 面积 是 nAB. 设 方程 az2 十 bry 十 oy? 二 1 所 
代表 的 二 次 曲线 是 一 个 撒 圆 , 证 明 由 此 棍 圆 所 图 成 的 区 域 的 面积 是 2%/ v4ac 一 本, 这 个 式 子 给 出 了 
判别 式 4ac 一 如 的 -个 几何 意义 ， 


7.15 “正定 二 次 型 


作为 定理 7.11 的 另外 一 个 应 用 , 我 们 要 建立 二 次 型 的 正定 性 或 负 定性 与 它 的 
特征 值 之 间 的 联系 . 
定理 7.12 设 V 为 任意 实 欧 外 空间 , (Ww1,… un] 为 V 的 一 钥 标 准 正 交 基 , 
六 = (os 让 为 一 个 六 实 对 称 甜 阵 ， 再 令 
W(x) = YY aaiey, 
4=1 了 一 1 
其 中 冯 一 > zati 则 
(a) 对 所 有 Zz 关口 都 有 Q(z) > 0 的 充分 必要 条 件 是 AA 的 所 有 特征 值 都 大 于 
零 ; 
fp) 对 所 有 了 关口 都 有 Q@(z) <0 的 充分 必要 条 性 是 入 的 所 有 特征 值 都 小 于 


注 在 情形 {a) 中 的 二 次 型 叫 正 定 {positive definite) 二 次 型 ; 情形 (b) 中 的 一 次 型 叫 负 定 (negative 
definite) 二 次 型 . 


证 明 对 z= 2 xits 作 行 矩阵 成 = [xz1,… , zn], 由 定理 7.11, 存在 一 个 正 交 
和 矩阵 C 将 二 次 型 0 四 - XAXT 化 为 对 角形 


(I) 三 》， 入 
?一 ] 


此 处 站 = fy,… ,yn] 是 行 矩 阵 立 = 下 OC, An 是 4 的 特征 值 . 由 于 4 是 实 
对 称 矩 阵 , 因而 其 特征 值 都 是 实数 ， 

著 所 有 特征 值 都 是 正 数 , 则 当 王 兰 O 时 , 对 角形 二 次 型 中 的 和 式 也 是 正 数 ., 而 
由 于 了 = 瑟 〇 ,因此 瑟 =YC- 从 而 当 且 仪 当 w 关 OQ 时 有 YY 关口, 于 是 对 所 有 
Zz 关 O 都 有 Q(z) > 0, 即 得 充分 性 . 

反之 , 车 对 所 有 xz 关 O 都 有 @(zx) > 0, 我 们 可 选取 x 使 Y = 大 C 是 第 个 
基 向 量 wx. 对 这 个 x, 对 角形 二 次 型 Q(x) 只 包 会 一 项 , 即 (x) = ,因此 每 个 和 x 
都 大 于 零 , 即 得 必要 性 . 这 就 证 明了 (a). 同 理 可 证 (b). 口 
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*7.16” 由 二 次 型 的 值 求 对 称 变 换 的 特征 值 


现在 我 们 去 掉 空 间 Y 为 有 限 维 的 要 求 , 并 给 出 对 称 变 换 的 特征 值 与 这 个 变换 
的 二 次 型 的 值 之 间 的 联系 . 
设 zz 是 属于 特征 值 和 的 一 个 范 数 为 1 的 特征 向 量 , 则 由 了 (z) = Xz 及 (cm = 
1, 我 们 有 
Q(T) = (TL), E) = (MF, 2) = M(x, 1) = A. {7.9) 


V 中 所 有 满足 (zz) = 1 的 元 束 x 的 集合 叫 作 7 中 的 单位 球面 (unit sphere). 等 
式 (7.9) 证 明了 下 述 定 理 . 
定理 7.13 设 人 :一 ;VW 为 实 欧 氏 空间 了 上 的 一 个 对 称 线性 变换 ， 令 
Q(T) = (Tejz), 车工 有 特征 值 , 则 其 特征 值 必 可 由 @(X) 在 V 的 单位 球面 上 取 
得 . 口 
例 1 令 了 = 了 及 2 取 ( 人 力 为 基 , 并 取 通 常 的 点 积 作 为 内 积 . 设 丁 是 以 A = 


“ 0 | 为 矩阵 的 对 称 线性 变换 . 则 了 的 一 次 型 是 由 
0 8 


2 了 
Q(x) 三 > > jj 二 42 十 Br2 


i=1 j=1l 
给 出 的 对 角形 二 次 型 . 了 的 特征 值 为 1 = 4 和 hs = 8. 易 知 这 两 个 特征 值 分 别 是 
Q@ 在 单位 贺 z1 十 怠 二 1 上 的 最 小 值 与 最 大 值 . 事实 上 , 在 单位 圆 上 , 我 们 有 
Q(z) = Ax? + 22) + 472 = 4 + de3, lx2 1. 

因此 当 zs =0 时 Q(z) 取 最 小 值 4, 当 zs = 十 1 时 , Q(z) 取 最 大 值 8. 

图 7.4 给 出 了 单位 融和 两 个 兢 圆 . 里 面 的 椭圆 的 笠 卡 儿 方 程 为 4x? + 8zx3 = 4， 
它 由 平面 上 所 有 满足 条 件 Q(z) = 4 的 点 x = (x1,zx2) 组 成 . 外 面 的 椭圆 的 向 卡 儿 
方程 为 4z? + 8z2 二 8, 它 由 所 有 满足 条 件 Q(x) = 8 的 点 组 成 , 里 面 椭圆 与 单位 阅 
的 切 点 {1,0) 是 属于 特征 值 A; = 4 的 特征 向 量 , 外 面 椭圆 上 的 点 (0, 士 1) 是 属于 
特征 值 Xe = 8 的 特征 向 量 . 口 

上 面 各 例 说 明了 在 一 般 情形 也 成 立 的 特征 值 的 极 值 性 质 . 在 下 一 节 中 , 我 们 将 
证 明 : 车 最 小 特征 值 与 最 大 特征 值 存在 , 则 它们 必定 是 8 在 单位 球 上 取得 的 最 小 
值 与 最 大 值 . 关于 这 些 极 值 性 质 的 讨论 要 用 到 关于 二 次 型 的 下 述 定理 . 应 该 指出 的 
是 , 这 个 定理 并 不 要 求 空间 了 是 有 限 维 的 . 

定理 7.14 证 卫 :Y 一 ;VWV 为 实 欧 氏 空间 Y 上 的 一 个 对 称 线 性 变换 , 了 的 
二 凑 型 为 @(z) = (人 (zz) 假定 @@ 在 克 上 不 改变 正 抽 号 , 则 当 对 站 中 菜 个 工 有 


四 加 星 号 的 章节 可 以 略 去 不 读 或 以 后 骨 读 , 这 不 影响 连续 性 . 
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Q(z) =0 时 也 有 T(z) = O. 换言之 , 如 果 QQ 不 政变 正 负 号 , 则 只 有 当 属于 全 的 
零 空间 时 才 有 Qtz) = 0. 


属于 为 = 8 的 特征 向 董 
此 椭圆 上 疏 ) 一 8 


六 
属于 入 = 4 的 特征 向 其 
此 椭圆 上 二 可 一 4 


图 7.4 二 维 情形 下 , 了 的 特征 值 与 @ 在 单位 球 上 的 值 之 间 的 几何 关系 


证 明 假设 对 Y 中 某 个 x 有 Q(x) 一 0 令 % 为 了 中 任意 元 素 . 任 选 实数 1 并 
将 Qte+ 雪 ) 看 作 守 的 函数 , 由 工 的 线性 性 、 内 积 的 线性 性 以 及 工 的 对 称 性 , 我 们 
有 


Q(z+ty)= (T(r+ty), +ty) = (T(r) + tT 1 + ty) 
= {T(z), x) + tT(z), DW + iT, 2) + TN, W) 
= Q(x) + TEE), y) FQ) = 0 + 2at + Ht, 
其 中 a = (T(2), 和 ,5 二 Q@(). 如 果 昌 在 V 上 非 负 , 则 得 下 述 不 等 式 : 
2at 二 bt >0， 对 所 有 实数 
我 们 要 证 明 由 此 必 有 a = 小 车 8= 0, 则 除非 a = 09, 否则 上 述 不 等 式 不 可 能 对 所 有 
t+ 都 成 立 . 车 5 > 0, 则 二 次 多 项 式 p(t) 一 2at + 的 图 像 是 一 条 开口 向 上 的 抛物 线 
并 且 与 + 辆 不 可 能 有 多 余 1 个 的 交点 . 由 于 p(0) = 0, 我 们 一 定 有 a = 0, 若 不 然 , 则 
p(t) 将 有 另 一 个 根 上 = -Bb/(2a), 而 这 是 不 可 能 的 . 由 于 aa = 全 (2), 胡 , 从 而 由 a = 
即 得 (T(x)}, Wj = 0 对 所 有 yy 都 成 立 . 特别 地 , 当 yy = T(x} 时 得 {T(x), T(x)) = 0， 
从 而 T(x) = 口 . 
车 @ 在 V 上 是 非 正 的 , 则 对 所 有 t 部 有 p(t) = 2at++ 引 所 0. 对 一 p(t) 作 上 述 
论证 即 可 得 & = 0. 口 


* 了 ,17 对称 线性 变换 的 最 大 值 与 最 小 值 


现在 我 们 来 证 明 二 次 型 在 单位 球面 上 的 极 值 就 是 特征 值 . 

定理 7.15 设 T: 人 WV 一 ;VY 为 实 欧 太空 间 人 上 的 一 个 对 称 线性 变 接 , 其 二 次 
型 为 Q(T) = (T(z), x. 候 定 日 在 单位 球面 上 存在 最 大 值 与 最 小 值 ?, @ 可 能 是 最 

中 车 7 是 无 限 维 室 间 , 则 二 次 型 QQ 未 必 在 单位 球 曾 上 取 最 大 值 与 最 小 值 , 当 全 没有 特征 值 时 这 种 


情形 就 会 发 生 . 洪 Y 是 有 限 维 空间 , @ 总 会 在 单 人 球面 上 的 某 处 取得 最 大 悄 屋 最小 值 ， 这 可 由 关 
于 连续 函数 最 大 值 与 最 小 值 的 一 个 更 一 般 的 定理 的 推论 而 得 . 
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大 情 也 可 能 是 最 小 值 ， 并 且 外 在 满足 (u, tt) 二 1 的 点 以 处 取得 最 值 , 则 以 是 工 的 
一 个 特征 向 量 , 与 它 相 应 的 特征 值 是 日 在 单位 球面 上 的 最 值 Q{). 
证 明 假定 @ 在 点 % 处 取 最 小 值 , 则 


Q(T) > Qu， 对 所 有 满足 条 件 (z,z) 二 1 的 zz. (7.10) 


令 入 = Qu), 车 (x, xz) = 1 则 多 @(w) = Xx; 2) = (Az, 四 因 直 不 等 式 (7.10) 可 以 表 
示 成 
(Te), z) 之 (Xx,z)， 对 所 有 满足 条 件 (x, x)==1 的 x. (7.11) 
我 们 证 明 不 等 式 (7.11 对 V 中 所 有 的 x 都 成 立 . 设 | 划 = oa 则 有 zx = ay, 其 中 
lyll = 1, 因此 得 
(Tz), 2) = (Tlay), eg 一 oh) 用 与 rz) = Way, og) = ey WW 
而 由 (y, 切 = 1 及 不 等 式 (7.11) 我 们 有 (个 (gy), 这 (Xy; 攻 , 将 此 不 等 式 两 边 同 乘 
以 a2 即 可 知 不 等 式 (7.11) 对 x = ay 也 成 立 . 
让 ( 工 (zw), 7) 一 (Xz, 2) = (T(x) 一 Xz, 2), 我 们 可 将 不 等 式 (7.11) 表示 成 以 下 形 
下 {93fz, 7z) 宇 0， 此 处 SS= 人 一 和 {7.121 
当 zx 二 ww 时 不 等 式 (7.10) 中 等 号 成 立 , 于 是 不 等 式 (7.12) 中 等 号 也 成 立 . 由 于 线性 
变换 5 是 对 称 的 , 不 等 式 {7.12) 是 说 由 Qi{z) = (S(2?), z) 给 出 的 二 次 型 91 在 VY 
上 非 负 . 由 于 当 x = 时 我 们 有 Qi(w) = 0, 因此 , 由 定理 7.14 必 有 Slw} = 0, 即 
Tw) = Xu, 因此 是 工 的 一 个 特征 向 量 , 而 和 = Q(w) 是 对 应 于 ww 的 特征 值 . 由 此 
完成 了 当 8 在 处 取得 最 小 值 时 定理 的 证 明 . 
如 果 在 4 处 取景 大 值 , 将 上 述 证 明 中 所 有 的 不 等 式 反 向 , 将 定理 7.14 应 用 二 
非 正二 次 型 @1 即 得 绪论. 口 


*7 了 .18 有限 维 情形 
今 设 dimV =n, 则 了 有 % 个 实 特征 信 , 将 它们 依 递增 顺序 排列 ; 


A ENE Mn. 
由 定理 7.15, 最 小 特征 值 A 是 @ 在 单位 球面 上 的 最 小 值 , 最 大 特征 值 A 是 已 在 
单位 球面 上 的 最 大 值 . 我 们 将 进一步 指出 中 间 的 那些 特征 值 也 是 @ 在 单位 球面 的 
某 些 子 集 上 的 最 大 值 或 最 小 值 . 

设 wi 是 单位 球面 上 的 一 个 特征 向 量 , 使 得 8 在 wi 处 取得 最 小 值 , 则 为 = 
Qu1). 设 入 为 一 个 不 同 于 AL 的 特征 值 ， 则 任 一 属于 入 的 特征 向 量 必 与 | 正 
变 , 我 们 自然 希望 在 由 w; 生成 的 子 空间 5 的 正 交 补 空间 中 去 寻求 这 样 的 一 个 特征 
向 量 . 
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5 的 正 变 补 室 间 5+ 由 Y 中 所 有 与 wi 正 交 的 元 素 组 成 , 特别 地 ,对 特征 值 
和 A 关 和 1, St+ 包含 所 有 属于 的 特征 向 量 . 不 难 验证 dim St =? -1 并 且 人 将 3 
侠 入 S+ 自身 .” 令 9 1 表示 n 一 1 维 子 空间 5+ 中 的 单位 球面 (5。 1 是 Y 中 单 
位 球面 的 一 个 子 集 ). 将 定理 7.15 用 于 子 空间 8+, 我 们 得 Xe = Q@(w2), 其 中 wz 是 
5S。_1 上 使 @ 取得 最 小 值 的 一 点 . 

间 理 , 令 5,_2 为 由 所 有 与 ul 和 ws 莉 正 交 的 元 素 组 成 的 nn 一 2 维 空间 中 的 单 
位 球面 , 则 特征 值 Xs 等 于 @ 在 单位 球面 5;,_2 上 的 极 小 值 . 如 此 继续 下 去 , 可 知 第 
上 个 特征 值 xx 是 昌 在 一 个 n 一 k++1 维 子 空间 的 单位 球面 5,_s4+: 上 的 最 小 值 . 这 
些 最 小 值 中 最 大 的 那 一 个 , 即 和 5, 也 是 8@ 在 各 个 单位 球面 S" -ks+l 上 取得 的 最 大 
值 . 特征 向 量 w,… ,wn 组 成 V 的 一 组 标准 正 交 基 . 


7.19 西 变 换 


现在 我 们 转向 另 一 类 重要 的 线性 变换 “-- 西 变换. 在 有 限 维 的 情形 , 西 变换 由 
本 和 拖 阵 表示 . 在 本 节 中 我 们 并 不 要 求 所 论 及 的 空间 的 维 数 有 限 . 

定义 ” 设 轧 为 欧 兵 空间 ,VW 为 书 的 子 空间 ,外 ; 依 一 ; 劝 为 线性 室 间 . 如 果 有 

{T(z), TN)) = (z, 胡 ， 对 VW 中 所 有 元 素 工 与 y, (7.13) 

则 称 工 为 VW 上 的 西 变换 (unitary transformation). 如 果 巨 是 实 欧 成 空间 , 西 变换 
也 叫 什 正 交 变换 . 

等 式 (7,13) 是 说 工 是 保持 内 积 不 变 的 线性 变换 . 人 们 自然 希望 了 也 保持 正 交 
性 和 向 量 的 范 数 不 变 , 因为 它们 都 是 由 内 积 导 出 的 . 

定理 7.16 设 了 :TV 一 吾 是 T 上 的 一 个 再 变 接 , 则 对 Y 中 所 有 的 工 与 3 
都 有 下 列 结论 . 

(3) 由 (z, 角 三 0 得 (T(z), ZT(y)) =0 ( 荆 怪 持 正 交 性 ). 

tbi | 中 = zl (TT 保持 范 数 不 变 ). 

(©) T(z) 一 工 (加 =z 一 让 {了 保持 距离 不 变 ). 

{d) 工 可逆 并 且 TT-1 是 TI) 上 的 症 变 撞 

证 阴 由 等 式 (7.13) 即 得 (a}， 在 等 式 (7.13) 中 令 y = z 即 得 (b}， 由 于 
T(z) 一 了 fy) = T(z 一 巩 , 因此 由 (bp) 即 得 (c). 

最 后 , 我 们 利用 (b) 证 明 (dj, 由 tb) 可知, 车 T(z) = 0O 则 有 x= 0, 因此 工 可 
道 . 如 果 zeTP 友 gy ET(W), 则 存在 w,v eV 使 得 w= 了 (ww),y = 个 (w), 于 是 我 
们 有 

TTD), TH)) = (0) = TD, TH)) = (1, ), 


加 这 -点 己 在 7.5 节 定 下 7.4 的 证 明 中 给 出 . 
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因此 荆 -: 满足 等 式 (7.13), 从 而 工 - 工 是 TO) 上 的 本 变换. ”9 

关于 酉 变换 的 特征 值 与 特征 向 量 , 我 们 有 下 述 定理 ， 

定理 7.17 设 T: 人 一 驯 为 WV 上 的 一 个 西 变 找 : 

(a) 著 了 有 特征 值 入 则 | 和 | 二 1. 

(b) 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 正 交 . 

{c) 车 7 = 一 dimny = m, 并且 VV 为 复 欧 所 空间 则 奉 在 全 的 nn 小 特征 向 
量 ,Un， 它们 组 成 六 的 一 组 标准 正 交 天, 丁 在 这 钥 基 下 的 答 阵 是 对 角 矩 阵 
太 二 diag( 和 1,'…… ,XAn). 其 中 入 是 对 应 于 特征 向 量 wk 的 特征 值 . 

证 明 为 证 (a), 令 z 为 属于 XX 的 一 个 特征 向量 , 则 zxz 关 O 且 T(x) = Xz. 在 等 
式 (7.13) 中 取 y= x 则 得 

(Xx, Mw) = (x, x) 即 AAfz， 2) = (x, 2). 

由 (zx, z)>0 及 六 = | 和 即 得 | 和 =1. 

为 证 (PD), 令 4 与 分 别 为 属于 不 同 特 征 值 与 的 特征 向 量 , 因此 有 T(z) = 
Az, IT) = xy, 此 处 和 天 此 我 们 用 两 种 方法 计算 内 积 (T(z), T(y))). 由 于 了 是 本 
变换 , 因此 我 们 有 

(T(x), TH)) = (2, W. 
又 因 x 与 y 是 特征 向 量 , 因此 又 有 
(CTE), 的) = Dz, py) = Mr, W). 

从 而 和 (2 态 二 (zx; 用 : 因此 车 汇 关 1 则 省 有 (zx, 力 = 二 0. 而 由 (a) 有 XX=1, 因 
此 车 二 = 1 则 应 有 XX = 3K, 从 而 入 二 五 这 与 入 关 相 蔬 盾 , 因此 生 关 1, 从 而 
{z， y) 二 0. 

最 后 我 们 对 % 作 归 钠 法 来 证 明 (cy, 这 里 所 用 的 方法 和 关于 Herinite 变换 的 相 
应 结果 的 定理 7.4 的 证 法 几乎 完全 一 样 , 唯一 不 同 的 是 关于 了 将 8S+ 映 入 它 自身 
的 证 明 , 此 处 


5L+ 一 fzrzey 且 (zz 说 )=0， 
其 中 4 是 工 的 属于 特征 值 A 的 特征 向 量 . 由 等 式 了 fa = 和 ty AN = | 和 ==1 
得 
ui = MT TY) = AT(). 
任 取 x e $+, 注意 到 
(T(z), 1)} = (Tre), MT = A (TEE), TH)) = Ny, t) = 0. 

因此 若 ze 57 则 T(z) € 5+, 从 而 宁 将 5S. 映 入 St+. 证 明 的 其 余部 分 与 定理 7.4 
的 完全 -- 样 , 这 里 就 不 重复 了 . 

下 面 两 个 定理 刻 划 了 有 限 维 空间 中 西 变 换 的 性 质 , 我 们 这 里 只 给 出 证 明 的 要 
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定理 7.18 设 dimY 一 nm, 令 了 = (ua :tm 为 了 中 取 定 的 一 组 基 , 则 线性 
变换 了 :YY 一 VV 为 西 变 措 的 充分 必要 条 件 是 
(Te Tw2)) = (wi Wy)， 对 所 有 i 与 j. {7.14) 
特别 地 , 著 0 是 标准 正 交 基 , 出 了 为 两 变换 的 充分 必要 条 件 是 了 把 U 映 为 标准 正 
交 基 . 
证 阴 要 点 令 x= 2 iu y= 2 Yi 则 我 们 有 


(x2, 切 = (Da, Dw) = DD ale, 3), 


Cro), TO) = ( DT), PT) ) = 3 (Tu), rt) 
i=1 3=1 4 一 1 j= 二 
比较 (z, 9) 与 (T(z), TI) 即 可 得 结论 . 口 
定理 7.19 设 dimV = mi 夺 (oa ,an) 为 WV 的 一 组 标准 正 交 基 , 令 六 = 
(0ij) 为 线性 变换 了 :7 一 + WV 在 这 上 蛆 基 下 前 算 阵 , 则 了 为 西 变 撞 的 充分 必要 杀人 忻 
十 过 为 西 算 阵 , 即 


A*A=I. (7.15) 
证 明 要 点 ”由 于 (wi, wj) 等 于 单位 第 阵 了 的 i, 站- 元 , 因此 由 等 式 (7.15) 得 
Wi Wj) 一 2 一 2 (7.16) 
又 由 于 4 是 工 在 给 定 基 下 的 矩阵 , 因此 T(w;) = QR UR TU = > 0rjur, 从 
而 得 
(Tw), T(u;)) = (Dome De) 一 yy》 on, {Uk Ur) 
天 二 1 T=1 天 一 1 r=1 
一 aniagy. 
天 一 二 
将 上 式 与 等 式 (7.16) 相 比 较 , 由 定理 7.18 即 可 得 结论 ， 口 


定理 7.20 ”每 一 个 再 给 阵 各 都 具有 下 述 性 质 ， 

fa) 所 为 非 奇 异 人 逢 阵 并 且 4 一 A*. 

fb) AT, 入 与 A* 都 是 酉 大 阵 . 

(0) 息 的 特征 值 都 是 绝对 值 等 于 1 的 复数 ， 

(dj |det 及 | 二 1, 且 当 4 为 实 拭 阵 时 , det 4 = 土 1， 口 
定理 7.20 的 证 明 作 为 习题 留 给 读者 . 


[nn 
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及 上 印 呈 
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7.20 习 题 


. {fa) 设 了 :VW 一 VV 是 由 T(z) = ow 定义 的 变换 , 其 中 = 为 - 药 定 的 纯 量 . 证明; 当 召 充当 |c| = 1 


时 了 为 西 变换 . 
{b】 设 Y 是 一 维 空 间 , 证 明 : 除了 在 fa 中 给 出 的 本 变换 之 外 , Y 上 没有 别 的 机 变换, 特别 地 , 若 VY 
十 实 一 维 空间 , 则 所 有 两 个 正 交 变换 , 即 T(z) = 2 与 T(x) = 一 Xx. 


.证 明基 于 nn xn 实 正 次 第 阵 站 的 下 州 各 命题. 
人 fa) 车 入 是 六 的 实 特征 值 , 则 入 = 或 X= 一 1. 


(b) 车 入 是 矶 的 一 个 复 特征 从, 则 和 的 共 轻 复数 和 也 是 A 的 特征 值 . 换言之 , 4 的 非 实 特征 值 必 
共 簿 成 对 出 现 . 

(c) 若 m 是 奇数 , 出 有 A 至 少 有 一 个 实 特征 值 . 

设 为 n 维 实 敬 氏 空间 , 行列 式 为 1 的 正 交 变换 全 :VV 一 Y 叫 作 一 个 施 转 变换 (rotation). 车 mm 

为 育 数 , 证 明 1 是 了 的 ' “个 特征 值 . 这 一 结果 说 明 奇 数 维 空 间 的 任 一 旋转 变换 都 有 一 根 固定 轴 ，[ 提 

示 : 利用 习题 2 的 结果 .] 


.给 定 一 个 以 一 1 为 重 特征 值 的 实 正 交 给 阵 , 证 明 det 4 一 (一世 


证 明 : 如 果 了 是 一 个 保持 范 数 不 变 (norm-preserving) 的 线性 变换 , 则 了 是 机 变换. 


. 证明: 加 果 全 :VW 一 茎 是 西 变换 浆 是 Hermite 变换 , 则 了 2 = 工 
， 开 定 n 锥 欧 氏 空间 的 两 组 标准 正 灾 基 , 证 明 : 存在 -一 个 百 变 模 T 将 其 中 :一 组 基 映 为 另 一 组 基 . 
、 求 使 下 面 的 扎 阵 为 画 上 矩阵 的 实数 a: 


a Et al2i — 1) 
记 直人 十 区 ad 一 站 |. 
名 一 却 二 Ge(2 一 站 


. 证 明 : 车 4 为 斜 Hermite 上 矩阵, 划一 及 与 了 十 上 岂 午 是 非 奇异 此 阵 并 且 乘积 (I 一 AY(T 十 A! 


是 本 矩阵， 


- 证明; 车 下 为 再 矩阵 且 了 二 及 为 非 奇 异 矩阵 . 则 {了 一 态 }{I 了 十 及}! 是 斜 Hermite 矩阵 . 
. 证 明 , 车 4 为 Hermite 短 阵 , 则 六 一 i 了 为 非 奇 异 诸 阵 且 (4 一 2-14 十 5) 为 酉 绩 阵 . 
. 证明: 算 一 酝 托 阵 都 可 以 用 西岳 阵 对 角 化 . 


一 个 纤 阵 六 若 满 足 条 忻 AA* = 及 * 站 则 称 上 为 正规 短 阵 【normal raatrixy， 试 确定 以 下 各 类 弄 
的 矩阵 中 哪 几 类 是 正规 网 阵 . 
{a) Hermite 年 阵 . fb) 斜 Hermite 矩阵 . {5c) 对 称 短 阵 . 
{9) 侨 对 称 什 降 . (8) 酉 集 隆 . {f) 正 变 矩阵 ， 
证 明 : 阁 凡 为 正规 源 阵 (44 二 44) U 是 西 答 阵 , 则 "AU 是 正规 矩阵 


*7.21 作用 在 函数 空间 上 的 对 称 变换 和 和 斜 对 称 变换 
在 本 章 最 后 , 我 们 给 出 作用 在 实 函数 空间 上 的 几 个 对 称 变换 和 告 对 称 变换 的 例 


子 . 这 些 例子 需要 读者 具有 微 积分 的 知识 . 


我 们 先 来 回忆 7.2 节 中 给 出 的 定义 ; 设 E 为 欧 氏 空间 , V 是 E 的 一 个 子 空间 ， 


车 V 上 的 一 个 线性 变换 了 :VV 一 5 满足 条 件 


(T(z),9) = (z,T())， 对 VY 中 所 有 的 x 与 
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则 称 他 是 一 个 Hermite 变换 . 若 内 积 是 实数 , 则 称 此 Hermite 变换 为 对 称 变换 . 车 
(T(z), 胡 = 一 (xz,T(W))， 对 VV 中 所 有 的 xz 与 y， 
则 称 了 是 了 上 的 一 个 斜 Hermite 变换 . 当 内 积 为 实数 时 , 则 称 此 斜 Hermite 变换 
为 斜 对 称 变换 . 
例 1 《空间 C(a,b) 中 的 对 称 变换 与 斜 对 称 变换 ) 令 C(a,5) 表示 闭 区 间 [oa, 曲 
上 全 体 连 续 实 函数 组 成 的 线性 空间 : 它 的 实 内 积 为 


09= 1/ Fegtodt 
令 了 为 Cla,b) 的 一 个 子 空间 , 车 了 :VC(a,b) 是 一 个 线性 变换 , 则 
(Tl0) = 三 79rgGdt 
这 里 我 们 用 Tott) 表示 Tg)() 在 这 一 情形 下 , 关于 对 称 性 和 斜 对 称 性 的 要 求 变 为 
/ 0 (Tott) - g(t)TFOD)}dt = 0， 车工 对 称 (7.17) 


b 
Greg+egT7GDjd = 0， 若 了 斜 对 称 (7.18) 
例 2 (与 纵 定 函数 的 乖 积 ) 在 例 1 的 空间 Ctfa, 虽 中 , 选取 一 个 固定 的 函数 p 
并 定义 T(]) 为 p 与 了 的 积 , 即 T(f) =pf. 因为 被 积 函 数 为 零 , 所 以 Ca,) 中 所 
有 的 了 与 y 都 满足 方程 {7.17) 因此 , 与 一 个 给 定 函数 的 乘积 是 一 个 对 称 变换 ， 口 
例 3 (微分 变换 ) 在 例 1 的 空间 C(a,5) 中 , 令 下 为 由 所 有 在 开 区 间 (4,5) 上 
有 连续 导数 并 且 满 足 边界 条 件 f(a) 二 f(5) 的 销 数 f 组 成 的 子 空间 . 令 DD: VV 一 
Ctesb) 为 由 D(F) = f 给 出 的 微分 变换 , 不 难 证 明 DD 是 斜 对 称 的 . 在 这 一 情形 下 ， 
公式 (7.18) 中 的 被 积 函数 是 乘积 f9 的 导数 , 因此 积分 等 于 
b 
f G9 Wa = ys 四 -7(oel 
由 于 了 与 9 都 满足 边界 条 件 , 因此 f(g(D) - Fogfo = 0, 从 而 由 边界 条 件 可 知 
DD 是 斜 对 称 变换 . 在 子 空间 V 中 仅 有 的 特征 函数 是 不 为 零 的 常数 函数 , 它们 都 属 
于 特征 值 0. 
例 4 (Sturm-Liouville 变换 ) 这 个 例子 在 线性 二 阶 微分 方程 理论 中 很 重要 . 
我 们 再 次 用 到 例 1 中 的 空间 C(6,b). 令 Y 为 由 在 [a, 中 有 连续 二 阶 导数 并 量 满 
足下 面 两 个 边界 条 件 
p(o)f(a) = 0, p(B) =0, (7.19) 


的 所 有 函数 了 组 成 的 子 空间 , 此 处 p 是 Cla, 中 中 一 个 在 [a, 中 上 具有 连续 导数 的 
男 定 函数 . 信 g 为 Cla,b) 中 男 一 个 固定 函数 并 令 工 ; VV 一 Ca 有 为 由 方程 

T(f) = (pf + qf 
定义 的 变换 , 我 们 称 它 为 Sturm-Liouville 变换 . 为 验证 它 是 对 称 变换 , 注意 到 
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fT(g) — 9T(f) = f- (p09) — 9. pf’). 
将 上 式 代入 公式 (7.17) 并 对 户 f, (pgat 与 产科 pp) 同时 施行 分 部 积分 . 由 
于 了 与 9 满足 边界 条 件 (7.19), 因此 我 们 有 
b b pb b 十 
f tro -g(r H(t))at = jpe ~ | po fot- gor + f po fat=t 
从 而 了 是 了 上 的 对 称 变换 . T 的 特征 函数 是 对 某 个 实数 , 在 [a, 中 上 满足 形 如 
(wf) + of =Af 
的 微分 方程 及 边界 条 件 (7.19) 的 非 零 函 数 了 . 口 
例 5 定理 7.3 告诉 我 们 , 对 称 变换 的 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 量 相互 正 交 . 
本 例 要 将 这 .一 结果 应 用 于 那些 在 区 间 [a,9] 上 满足 形 如 
(pf + gf =AF (7.20) 
的 微分 方程 并 且 还 满足 边界 条 件 p(a) f(a) = p(b)f(5) = 0 的 非 零 函数 f. 所 得 到 的 


结论 是 对 应 于 和 的 两 个 不 隔 值 的 两 个 解 了 和 9 相互 正 灾 . 例如 , 考察 区 间 [0,7] 上 
的 简 谐 振动 的 微分 方程 


f” +k2f =0, 


其 中 必 夭 0. 这 是 微分 方程 (7.20) 取 p = 1,g= 0 及 和 = - 忆 的 情形 , 所 有 的 解 
由 F(t) = el cos kt 十 czsinkt 给 出 . 由 边界 条 件 f(0) = 0 得 ci = 0, 由 另 一 个 边界 
条 件 fm = 0 得 co sin kr = 0， 由 于 对 非 零 解 都 有 cs 关 0, 因此 必 有 sin kx = 0， 
即 有 为 整数 . 挽 言 之, 当 且 仅 当 为 整数 时 存在 满足 边界 条 件 的 非 零 解 , 这 些 解 为 
fF) = sinnt, n= 土 1, 士 2) -+. 由 定理 7.3 给 出 的 正 交 和 性 条 件 即 为 下 述 我 们 库 知 的 
关系 式 : 


亚 
/ sinntsinmtdt = 0D, 
0 


当 m2 与 吧 为 不 同 的 整数 时 上 式 成 立 . 


7.,22 习 题 


本 节 习 是 要 求 读者 具有 凰 积分 知识 
1 倒 CO,1) 为 由 在 [0,1] 上 连续 的 全 体 实 函数 组 成 的 实 线性 空间 ， 并 以 {f.9) = 用 fF(2)g(t)dt 为 内 
积 . 令 六 为 由 CCD,1) 中 所 有 使得 局 f(t)dt = 0 的 函数 了 组 成 的 子 空间 , 并 令 工 :VV 一 C0,1)] 为 
由 了 Fz) = 应 f(t)qt 定义 的 积分 变换 . 证明: 荆 是 射 对 称 变换 . 
， 令 为 由 全 体 实 多 项 式 组 成 的 欧 氏 空间 是 以 (fF,g) = 放风 g(t)qdt 为 内 积 . 确定 在 下 列 各 变换 
TY 一 Y 中, 馈 些 是 对 称 的 , 哪些 是 斜 对 称 的 : 
(a) 工 ffz) = 所 一 z). 
(bj TFs) = fr) fs). 
(cj TH{z) = Flr) + F(z). 


ha 
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(9) THz) = fr) 一 蕊 一 了 ). 
3. 用 内 积 


cn=f “f(bywldat, 


和 变换 
TF) = Ei + af 
分 别 民 震 7.21 节 例 4 中 的 内 积 和 Sturm-Liouville 变换 , 其 中 ww 是 康 [a, 9 中 一 个 固定 的 正 羡 数 . 
证 明 : 此 时 这 个 变换 是 子 空间 Y 于 的 对 称 变换 , 
4 本题 表明 Legendre 名 项 式 { 见 3.14 节 )} 是 Sturm-Liouville 变换 的 特征 函数 ，Legendre 多 项 式 上 


方程 ) 

= 中" 
四 和 
定义 


(8) 验证 { 妇 一世 天国 = 2ntfn lt) 

fb] 对 {a) 中 的 方程 微分 ns 十 1 次 从 而 得 到 
(2 DT tont PD +nt A) =2ntFA"t (8) + antn + 1) 6" 0) 
尾 可 以 利用 飞 积 函数 有 二 了 的 9 的 的 如 阶 导数 hE) 的 Leibniz 公式 : 


am 多 = 和 (70sm 的 


tc) 证 明 tp) 中 的 方程 可 改写 为 如 下 形式 : 

[G2 ~ DPE = nln + DR 
这 表明 户 (#) 是 由 工 { 拉 二 人 六 六 所 给 出 的 区 间 [一 1,1] 上 的 Sturm-Liouville 变换 了 的 特征 两 数 ， 
此 处 ptt) 三 可 一 1 Pnlt) 是 属于 特 特 值 一 mt 十 I 的 特征 函数 . 由 于 p(1) = p( 一 1) = 0, 因此 
本 例 白 动 满足 基于 对 称 性 的 边界 条 件 . 
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8.1 引 言 


线性 代数 最 重要 的 应 用 之 一 就 是 在 微分 方程 研究 中 的 应 用 ， 在 物理 世界 ， 当 
大 们 试图 从 已 知 的 与 变化 率 有 关 的 知识 来 确定 某 些 结论 时 ， 就 很 自然 地 引出 微分 
方程 的 问题 . 例如 , 我 们 可 以 从 质点 运动 的 速度 (位移 的 一 阶 导 数 ) 或 加 速度 (位 移 
的 二 阶 导 数 ) 设法 求 位 称 .， 或 者 , 放射 性 物质 以 已 知 的 速率 裂变 , 我 们 设法 求 在 给 
定时 刻 物 质 的 总 量 . 在 这 一 类 例子 中 , 问题 是 如 何 将 一 个 未 知 函 数 y 的 导数 y' 和 
wy 中 任意 一 个 或 两 个 所 给 出 的 信息 表示 成 一 个 方程 , 我 们 将 这 个 方程 称 作 微分 方 
程 (differential equation), 并 由 此 求 出 未 知 隙 数 y = f(z?). 任意 一 个 满足 此 微分 方程 
的 函数 都 叫 作 一 个 解 (solution} ， 

在 一 个 微分 方程 中 ,未 知 请 数 的 最 高 阶 导数 的 阶 就 叫 作 这 个 微分 方程 的 阶 
(order). 根据 这 个 定义 , y' = y 是 一 阶 微分 方程 , 而 yw 十 16y = 0 则 是 二 阶 微分 
方程 . y = y 的 所 有 人 解 都 可 表示 为 y = cez 的 形式 ,其 中 ec 为 任意 常数 . 十 16y=0 
的 所 有 解 都 可 表示 成 y = cl cos 4z 十 cz sin 4z 的 形式 , 其 中 oj 与 cz 为 任意 常数 . 

微分 方程 的 历 让 始 于 17 世纪 ， 那 时 Newton、Leibnitz 与 Bernoullis 兄弟 和 解 出 
了 从 几何 和 力学 问题 提出 的 一 些 简 单 的 一 阶 和 二 阶 微分 方程 ， 从 这 些 早期 的 发 现 
来 看 , 似乎 从 几何 何 题 和 物理 问题 所 出 的 微分 方程 的 解 都 可 以 用 微 积分 学 中 熟知 的 
初等 函数 来 表示 . 早期 的 许多 工作 的 目标 就 是 精心 设计 一 些 用 初等 方法 解 微 分 方 
程 的 技巧 , 也 就 是 用 微 积分 学 中 熟悉 的 阔 数 经 有 限 次 加 法 、 减 法 、 乘 法 、 除法 、 复 
合 以 及 求 积 等 运算 来 解 微分 方程 的 技巧 . 

在 全 世纪 来 以 前 , 诸如 分 离 变量 法 与 积分 因子 法 等 微分 方程 的 特殊 解法 的 提 
出 多 少 带 有 点 偶然 性 . 到 了 18 世纪 , 人 们 才 有 较为 系统 的 解法 , 这 类 方法 主要 是 由 
Euler、Lagrange 与 Laplace 等 人 提出 的 . 人 们 很 快 就 发 现 , 只 有 很 少数 的 微分 方程 
能 用 初等 方法 求解 . 渐渐 地 , 数学 家 们 开始 意识 到 , 要 想 寻 找 能 解 所 有 微分 方程 的 
方法 是 豪 无 希望 的 . 然而 , 他 们 发 现 , 研究 给 定 的 微分 方程 是 否 有 解 , 并 且 当 它 有 解 
时 如 何 从 这 个 微分 方程 本 身 去 推导 出 解 的 性 质 会 更 有 成 效 . 在 这 样 的 框架 下 , 数学 
家 们 开始 想到 将 微分 方程 看 作 是 给 出 函数 的 新 的 源泉 ， 

经 验证 明 ,除去 少数 几 交 微 分 方程 之 外 ,试图 得 到 关于 微分 方程 解 的 具有 很 大 普 
遍 性 的 结果 是 十 分 困难 的 . 在 大 量 物理 出 题 中 提出 的 所 谓 线性 微分 方程 , 就 是 这 为 数 
很 少 的 几 类 微分 方程 中 的 一 类 . 下 面 几 节 将 概括 给 出 基于 这 类 方程 的 某 些 主要 结果 . 
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8.2 ”关于 一 阶 与 二 阶 线性 微分 方程 的 结果 的 回顾 


有 具有 形式 
多 十 PP(ZJ = Q(z) (8.1) 
的 微分 方程 叫 作 一 阶 线 性 微分 方程 , 其 中 PP 与 8 为 已 知 函数 , y 为 未 知 函数 , 这 是 
能 用 初等 方法 求解 的 少数 几 类 微分 方程 中 的 一 类 ， 下 述 定 理 给 出 了 确定 这 类 微分 
方程 全 部 解 的 一 个 显 式 公式 ， 
定理 8.1 设 忆 与 @ 为 开 区 间 .J 上 的 连续 函数 ， 则 对 .J 中 任意 一 点 ea 及 任 
意 实 数 b 存在 唯一 的 函数 2 = f(x) 满足 微分 方程 [8.1) 和 初始 条 件 fla) 一 5, 并 
且 ffz) 由 下 述 旺 式 公式 给 出 ， 
f(z) = be Aa) 十 o 4 1/ Q {tedtd dé, {8.2) 
其 中 A(zx) = f? P(E) dt. 
证 明 ”在 方程 (8.1) 两 边 同 匀 以 eA( 引 ,由 (zw) = Plz) 可 知 , 方程 (8.1) 的 堪 
边 变 成 Ye4t + yo4ltm4z, 这 是 乘积 ye4te) 的 导数 , 因此 原 方程 可 改写 成 
Be) = Q(z)esl®), 
我 们 把 用 来 将 方程 (8.1) 左边 化 为 某 个 乘积 函数 的 导数 的 因子 e4() 叫 作 积分 因 
子 fintegrating factor). 将 上 面 这 个 方程 在 区 间 [a, x] 上 求 积 , 则 得 
fle)es® ~ Flas®) = f Qe a 


由 于 f(a) = 与 A{a) = 0, 代入 上 面 等 式 即 得 方程 (8.1) 的 解 (8.2). 
形 如 


+P(r)y + Dlr)y = RY) 

的 方程 叫 作 二 阶 线 性 微分 方程 . 若 系数 PP 与 已 以 及 等 式 右边 的 丑 都 在 某 个 开 区 
间 J 上 连续 , 则 由 一 个 存在 性 定理 保证 了 这 个 方程 在 区 间 了 .上 总 有 解 存 在 . 然而 
并 不 存在 类 似 于 公式 {8.2) 那样 用 忆 , 己 和 RR 来 表示 这 些 解 的 一 般 公式 . 这 样 , 即 
使 对 方程 (8.1) 作 这 样 相 当 简 单 的 推广 , 除了 在 某 些 特殊 情形 , 有 关 的 理论 远 非 完 
善 . 不 过 当 系 数 互 与 马 为 常数 并 且 R= 0 时, 则 下 述 定 理 指出 , 此 微分 方程 的 解 
可 以 用 多 项 式 、 指 数 函 数 和 三 角 函 数 显 式 表 示 . 

容易 验证 下 述 定理 中 所 指出 的 函数 都 是 这 个 微分 方程 的 解 , 而 所 有 的 解 都 包含 
在 下 面 给 出 的 公式 (8.4) 之 中 , 这 一 点 则 可 作为 定理 8.5 的 推论 . 

定理 8.2 设 a 与 b 为 给 定 的 实 常数 , 令 4 一 02 一 和 所 , 则 微分 方程 

y+tay +by=0 (8.3) 

在 区 间 {一 00, 十 0c) 上 的 每 一 个 解 都 可 闪 成 如 下 形式 ; 
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y = ee °°/2 [eu (s) + cu (2)], (8.4) 
其 中 总 与 09 为 常数 , 而 函数 ua 与 ua 则 依 4 的 代数 符 导 而 不 同 : 
(a) 若 d= 二 0, 则 ww(2) = 1, afz) = 2. 
(b) 车 也 > 0, 则 ta(z) = ekz， auofz) 二 e7 加 ,此 处 上 尺 = VAd. 
(0) 著 芝 去 0 则 az) = cos kz aaf2) 二 sinz, 此 处 站 二 $v ad. 
我 们 把 d= oa? -起 叫 作 二 次 方程 
- r2 十 or 十 b 一 0 (8.5) 
的 判别 式 (discriminant)， 通 常 将 二 次 方程 (8.5) 叫 作 微分 方程 (8.3) 的 特征 方程 
(characteristic equation), 它 的 根 由 公式 


—a+ vd -a— Vd 
m= 与 72 = 一 和 一 


给 出 . 4 的 代数 符号 决定 了 这 两 个 根 的 本 性 . 车 4 > 0, 则 rm 与 r2 都 是 实数 , 微分 
方程 的 解 (8.4) 由 下 式 给 出 : 


Y= 8 十 Caer 7， 


它 是 两 个 指数 函数 的 线性 组 合 . 若 d < 0, 则 入 与 mm 是 一 对 共 生 复 数 : 
?1 一 一 3a 二 这 ra 一 -一 过 此 处 天 一 Va. 
在 这 一 情形 , 指数 函数 er:z 与 er= 是 由 下 谍 给 出 的 一 对 共 轿 的 复 沙 数 : 


ens = E02/ 2 pikz 一 e 一 cz/2 cos 天 全 十 记 一 az72 sin kx, 


eriz 一 eT/20 iks 一 er/2 Cos kr 一 ie—2%/2 gin kx. 


微分 方程 的 解 (8.4) 是 这 两 个 复 指数 函数 的 实 部 和 虚 部 的 线性 组 合 . 


8.3 习 题 


本 节 习 是 用 来 复习 关于 一 阶 与 一 阶 线 竹 冤 分 方程 的 基本 内 容 . 
一 阶 线 性 微分 方程 问题 
在 习题 1 ~ 3 中 , 利用 定理 8.1 求解 在 各 区 提 J 上 的 初 值 问 题 . 

.y= er T=({-o0,+0), 当 T=0 时 y= 人 0. 

. Ey — 2 = I, T= (0,+o0), 当 z=1 时 y 二 1. 

ytanrt = singg, 一 (一 寺 下 当 节 一 有 时 了 一 2 

基 一 类 细菌 以 与 其 当前 的 总 量 成 正比 的 速度 繁殖 并 且 1 小 时 后 纲 蓝 数 加倍 ， 问 它 在 2 小 时 后 增加 了 

多 少 ? 

5.、 -条 过 原点 的 曲线 的 向 卡 儿 方程 为 y = f(x)， 过 曲线 上 尾音 "一 点 作 两 条 些 标 轴 的 平行 线 , 它们 与 坐标 
回转 成 一 个 长方形， 曲线 将 这 个 长 方形 分 隔 上 成 两 个 区 域 4 与 态 , 其 中 一 个 区 域 的 面积 是 另 ' 个 区 域 耐 
积 的 n 俏 , 求 务 数 了 . 

6.， fa) 设 芭 为 一 阶 微分 方程 WW 十 P(r)y' 十 Qf{z)y = 0 的 个 非 等 解 . 

证 明 : 如 果 用 ww 民 挤 微分 方程 


a 
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y+ Plr)y + {ry = Rr) 
中 的 y, 那么 该 方程 将 变 为 关于 wv' 的 个- 阶 线 性 方程 ， 
{tb) 由 观察 法 求 出 方程 -48 十 x72(y 一 4) 二 0 的 -个 解 , 然后 用 (a) 中 的 方法 求 出 方程 
yy — dy + wey — 4y) = Qce™= /3 
的 一 个 满足 如 下 条 件 的 解 y: 当 工 =D 时 
7. 作 变 量 民 换 w= 二 (yy 十 1)? 可 将 非 急性 微分 方程 
(y+ ly +r =r 


Y= 0, vy = 4. 


转 近 成 一 个 关于 vw 的 一 阶 线性 微分 方程 . 利用 这 一 信息 , 找 出 原 非 线性 微分 方程 的 所 有 解 y = 了 (x)}. 


常 系数 二 阶 线性 微分 方程 
在 习题 8~11 中 , 提出 微分 方程 在 (一 20, +oo) 上 的 所 有 解 : 
8B. vy — dy = 0. 9. y+ dy = 0. 
.2+ By = 人 0. 11. y+ 2 + y= 
【a)】 求 微分 方程 y’ 一 2y' 一 3y = 0 的 满足 初始 条 件 了 10) ==5 和 了 (0) 一 35 的 解 y = fe). 


{b】 求 常数 4, B, 避 , 使 得 梢 娄 yy = 二 4er 十 日 ain zw 十 口 cos 满足 方程 y'' 一 28 一 3y = 2e7 -10ain 


13， 求 常数 天 的 所 有 值 . 司 得 微分 方程 y" 十 ky 二 0 有 一 个 满足 初始 条 和 件 fa10) 二 fi{1) = 0 的 非 平凡 解 
y= 六 人 ). 
14. 设 (a,8] 是 平面 上 给 定 的 -点 , m 是 给 定 的 一 个 实数 , 讶 明 : 微分 方程 yz 十 KR2y = 0 恰 有 唯一 个 图 


像 通过 点 各 ,本 并 且 在 点 {a, 是 处 斜率 为 rn 的 解 . 站 = 0 的 情形 分 开 
， 在 下 列 各 小 题 中 , 求 
(a} 
{b) 
(9) 
(d) 
(e) 


讨论 . 
一 个 二 阶 线性 微分 方程 , 使 得 wa 与 uz 为 它 的 解 . 
U2lT) 一 e ®. 


af 人 ) = Ye2z . 


wl) 一 过， 
Mg) = es， 
WilT) = 67 </? cog, 
afzl = sin(27 + 1), 
YM1(2) 一 
注 coahz 一 寺 (ez 十 e 2), sinhzw 一 去 (es 一 ez). 
一 质点 作 简 谐振 动 , 它 在 
称 和 加 速度 . 

给 定 微分 方程 y 十 了 [zy 十 @te)y 二 0, 其 中 中 与 驴 为 处 处 连续 的 实 函 数 . 


(2 一 Ti2 5in z， 


u2{T) = sin(27 + 2). 


cosh sr, walr)sinh 工 . 


16. 


17. 


始 时 的 位 移 为 1, 速度 为 1, 加 速度 为 一 12, 求 出 质点 在 建 度 为 v8 时 的 位 


间 . 再 设 f 是 在 J 上 的 前 n 阶 导数 疡 产 ，… 
CY(J) 表示 由 所 有 这 样 的 函数 了 组 成 的 子 空间 , 令 记 ,… 


(a】 溯 方 程 有 商 个 解 yj 一 ez 与 yo = ct”, 其 


Ph a 与 5b 为 两 个 不 同 的 家 常数 . 证 明 : 六 与 @ 都 是 党 


数 , 而 且 事 实 上 我 们 有 P(x) = 一 (a 十 间 , Q(z) 
名) 潜 设 方程 有 两 个 解 四 = cn" 和 ya = zer7, 其 4 


= ab. 


P a 为 实 常 数 , 证 明 或 容 定 : 已 与 Q@ 都 是 常数 . 


8.4 ni 阶 线性 微分 方程 


车 采用 算 子 记号 , 则 可 简化 关于 高 阶 线 性 微分 方程 的 讨论 . 令 C(J7) 表示 区 间 
了 上 全 体 实 值 连续 函数 组 合 的 线性 空间 , 此 处 J 可 以 是 有 界 区 间 也 可 以 是 无 界 区 


n 个 函数 , 考虑 由 


世态 一 


FY 十 一 


:fm 都 存在 并 且 连 续 的 函数 ， 令 
,Pn 为 Ct 中 给 定 的 


山 十 ,十 五 ,了 


所 定义 的 算 子 工 : CW 有) 一 CO(J), 有 时 算 子 工 本身 也 表示 为 
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L=D*+PD" iI+...+h,, 
其 中 De 表示 上 阶 微分 算 子 . 采用 算 子 记 号 后 , n 阶 线性 微分 方程 可 表示 为 
: L(y) = (8.6) 
的 形式 , 其 中 吾 是 一 个 给 定 的 定义 在 J 上 的 函数 . CM(7) 中 任 一 在 区 间 了 上 满 
足 方程 (8.6) 的 函数 y 叫 作 这 个 微分 方程 的 一 个 解 . 

不 难 验 证 Ln 二 3p) = 二 L(ya) 以 及 对 任意 常数 c 都 有 Lley) = cL 
因此 工 叫 作 线性 算 子 (inear operator), 这 也 是 微分 方程 L(y) = FR 叫 作 线性 微分 方 
程 的 原因 . 这 里 的 算 子 工 叫 作 n 阶 线性 微分 算 子 . 

对 每 个 线性 微分 方程 L{y) = RR, 将 右边 的 冰 数 R 用 零 代 将 , 则 得 到 如 下 微分 


方程 
Li = 0, 

上 式 叫 作 与 L(y) = 也 相对 应 的 齐 次 微分 方程 . 当 不 恒 和 等于零 时 , 方程 L(y) = 及 
叫 作 非 齐 次 微分 方程 . 于 是 , 如 果 我 们 能 解 对 应 的 齐 次 微分 方程 , 则 我 们 总 能 解 这 
个 非 齐 次 微分 方程 . 因此 我 们 先 处 理 齐 次 的 情形 ， 

齐 次 线性 微分 方程 的 解 集 是 算 子 工 的 零 空间 N(L), 它 也 电 作 这 个 方程 的 解 空 
间 {solution space). 解 空间 是 Co (7) 的 子 空间 . 尽管 CO 是 无 限 维 的 , 但 是 解 
室 闻 N(L) 总 是 有 限 维 的 , 事实 上 , 它 的 维 数 就 等 于 算 子 工 的 阶 n, 这 一 结果 是 下 
述 存 在 唯一 性 定理 的 一 个 推论 . 


8.5 ”存在 唯一 性 定理 


定理 8.3 (nm 阶 线性 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 )〗 设 已,… ,为 开 区 间 

了 上 的 部 个 连续 函数 , 令 工 为 下 述 线 性 微分 算 子 : 
L=D*+ PRD-1l+..:+P,. 
车 zo EJ 并 和 且 jo,Ki kn_1 为 th 个 给 定 的 实数 , 则 存在 唯一 的 一 个 函数 3 = 
f(z); 它 在 J 上 满足 弄 次 机 分 方程 Lyi 一 0 并 且 也 满足 初始 条件 
Txzo} = Ko, jz0 一 和 (zzo) = hn. 口 

注 有 na 中 由 {jffzoy Po Fontzoy 给 出 的 向 量 训 作 在 zo 处 的 初 值 向 是 (initial-value 
vector)， 定 更 8.3 是 说 , 如 果 我 们 选择 J 中 一- 点 zo 和 Br 中 一 个 向 重 , 则 齐 次 方程 L(y) 二 0 在 J 上 存 
在 唯一 的 一 个 解 y = ftx), 它 以 这 个 向 县 作为 在 xo 点 的 初 值 向 量 . 特别 地 , 上 以 有 零 解 才 会 以 零 向 量 作 为 在 
性 总 点 的 初 信 向 量 . 当 % 二 2 时 , 则 恰 有 唯一 的 一 个 解 , 它 在 给 定 的 一 点 zo 村 取 痊 定 的 位 ftzo】 和 给 定 的 
导数 值 (xo). 例如 , 若 了 {t) 家 示 作 简 谐 振动 的 质点 在 时 刻 上 时 的 位 曾 , 则 了 (tf) 由 它 在 to 时 的 初始 位 置 
和 和 初始 速度 完全 决定 ， 

上 述 存 在 唯一 性 定理 将 作为 第 10 章 中 关于 微分 方程 组 的 更 一 般 的 存在 唯一 性 
定 通 的 一 个 推论 而 得 , 9.9 节 中 将 给 出 关于 常 系数 方程 情形 的 一 个 证 明 . 
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8.6 ” 齐 次 线性 微分 方程 解 空间 的 维 数 


定理 8.4 ( 锥 数 定理 )〗 设 工 :Co 站 -一 CfJ) 是 由 
五 一 Dr 十 疡 Pr 十 十 已 (8.7)} 

给 出 的 一 个 阶 线 性 微分 其 子 , 则 方程 L(y) = 0 的 解 空间 的 维 数 为 n. 

证 明 为 说 明 线 性 代数 中 的 有 关 定 理 是 如 何 起 作用 的 , 我 们 从 存在 唯一 性 定理 
来 证 明 维 数 定 理 . 

令 RK" 表示 由 实 n 序 组 构成 的 线性 空间 , 设 了 为 将 解 空间 N(L) 中 的 各 个 函 
数 了 映 为 了 在 zo 点 的 初 值 向 量 的 线性 变换 , 即 

T(f) = (f(z0), flo), es fon (zo0)), 

此 处 zo 是 J 中 取 定 的 一 点 ， 由 唯一 性 定理 知 , 由 T(f) = 可 得 f = 0. 因此 , 由 
定理 4.10 可 知 荆 症 N(L) 上 是 一 一 的 , 从 而 了- 也 是 从 民 "* 到 N(L) 上 的 一 一 瑞 
射 . 因此 由 定理 4.11 即 得 dim N (LL) = dimR" = n. 口 

一 旦 知道 了 解 空间 的 维 数 是 n, 就 可 取 任 意 ” 个 线性 无 闫 的 解 作 为 一 组 基 , 从 
而 作为 锥 数 定理 的 一 个 推论 , 我 们 有 下 述 定理 . 

定理 8.5 设 上 :COV(J) 一 > C[ 站 为 一 个 nn 阶 线 性 微分 算 子 , 若 1 ;air 
为 齐 次 线性 微分 方程 L(y) = 二 0 在 了 上 的 nn 个 线性 无 美的 解 , 则 J 上 任意 一 小 解 
2 三 ffz) 都 可 以 表示 成 如 下 形式 : 


fr) = Yepun le), (8.8) 
站 一 1 


其 中 c1,… ,cn 为 常数 . 品 
注 ”出 于 微分 方程 Lty) = 0 的 所 有 解 都 包含 在 公式 【8.8) 中 , 因而 此 公式 右边 对 于 任意 常数 cu， … ， 
er 的 线性 组 舍 叫 作 微 分 方程 的 通 解 (general solution). 


维 数 定 理 告诉 我 们 , ” 阶 齐 次 线性 微分 方程 的 解 空间 总 存在 由 n 个 解 组 成 的 
一 组 基 , 但 它 并 没有 告诉 我 们 如 何 确定 这 组 基 . 事实 上 , 至 令 并 未 找到 对 每 一 个 线 
性 方程 都 能 确定 其 解 空间 的 一 组 基 的 简单 方法 . 不 过 , 对 某 些 特殊 类 型 的 微分 方程 
己 经 有 一 - 些 特殊 方法 . 常 系数 微分 方程 就 是 这 样 的 一 类 方程 , 对 这 类 微分 方程 , 确 
定 其 解 空间 的 一 组 基 的 问题 化 为 求 一 个 n 次 多 项 式 的 根 的 问题 . 


8.7 ” 常 系数 线性 算 子 的 代数 


形 知 A=a0D" +oD™T 1 十 十 an_iD 十 an (8.9) 
的 线性 算 子 吕 作 常 系 数 微 分 算 子 或 常 系数 算 子 (constant-coefficient operator), 其 中 
D 为 求 导 算 子 , a0, 61,… ,en 为 实 常 数 . 当 oo 关 0 时 , 称 算 子 4 的 阶 为 n. 算 子 4 
可 作用 于 在 某 个 区 间 内 各 阶 导 数 yy”,… ,yn 都 存在 的 任意 函数 yy, 其 结果 是 由 
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A = aoy™ 十 aa 有 十 十 an_l 久 十 ang 

给 出 的 一 个 函数 4g)- 

在 本 节 中 , 我 们 将 限于 讨论 在 (-ec,+co) 上 任意 阶 导数 都 存在 的 函数 , 所 有 
这 样 的 函数 的 集合 记 作 Cee, 称 为 无 限 次 可 微 函 数 类 ， 若 ye CY， 则 显然 也 有 
A{y) E CO™. 

关于 线性 变换 的 通常 的 代数 运算 (加 法 、 一 量 滋 法 以 及 关于 变换 的 复合 的 乘 
法 ) 同样 适用 于 常 系数 算 子 , 两 个 (不 一 定 同 阶 的 ) 常 系数 算 子 4 与 B 的 和 还 是 一 
个 常 系数 算 子 , 同样 , 纯 量 积 A4 也 是 常 系数 算 子 , 因此 , 全 体 常 系数 算 子 的 集合 组 
成 一 个 线性 空间 . 4 与 B 的 积 (复合 ) 也 仍 是 一 个 常 系数 算 子 , 因此 常 系数 算 子 的 
和 各, 积 与 纯 量 积 满足 为 所 有 线性 变换 所 满足 的 通常 的 交换 律 、 结合 律 和 分 配 律 . 而 
且 由 于 对 所 有 正 整 数 > 与 s 都 有 DrDs = D*D", 因此 任意 两 个 常 系 数 算 子 都 本 交 
换 ; AB = BA4. 

对 于 由 等 式 (8.9) 所 给 出 的 常 系数 算 子 4. 我 们 令 系 数 与 4 相同 的 一 个 多 项 式 
Pa 与 它 相 对 应 , 叫 作 A 的 相伴 多 项 式 {associated polynomial), 即 

Pafr) = Co? + Orr 1 十 十 an 十 an， 

反 过 来 , 给 定 一 个 实 系 数 多 项 式 P, 存在 一 个 与 已 具有 相同 系数 的 算 子 4 与 之 对 
应 . 下 面 定理 指出 , 算 子 与 多 项 式 之 间 的 这 个 相伴 关系 是 一 个 一 一 对 应 关系 , 而 且 
它 把 算 子 的 和 、 积 与 纯 量 积 对 应 到 这 些 算 子 的 相伴 多 项 式 的 和 、 积 与 纯 量 积 . 

定理 8.6 设 4 与 已 表示 两 个 分 别 以 Pa 与 PB 为 相伴 多 项 起 的 常 系数 算 耶 ， 
再 令 和 为 任意 实数 , 则 我 们 有 下 列 结 论 - 

[a] 六 = 吾 , 当 且 仅 当 Pa 一 Pg. 

fb) Pa+B = Pa + PB. 

(c) Pap 二 Pa Pp{ 多 项 式 Pa 与 Pa 的 积 ). 

(qd Ba = APa 

证 了 明 ” 先 考虑 (a), 设 Pa = Pa, 由 于 Pa 与 Pp 有 相同 的 次 数 和 相同 的 系数 ， 
因此 算 子 4 与 8 有 相同 的 阶 和 相同 的 系数 , 即 4 = B. 

下 面 证 明 由 4 = B 可 得 Pa = Ps. 等 式 4= 吕 表示 4 = B(W) 对 C™ 中 
的 所 有 yg 者 成立. 取 y = e”*, 其 中 7 为 常数 , 则 得 yt 中 = rerr 对 所 有 > 0 都 成 
立 , 因此 


A = Patrje™* 及 B(W) = Pelr)e™. 
将 它们 代入 等 式 A(y) 一 B(y) 并 消去 非 零 因 子 er? 即 得 Patr) = Pstr). 由 于 r 是 
任意 实数 , 因此 必 有 Pa = Ps. 由 此 即 得 (a). 
由 相伴 多 项 式 的 定义 立即 得 到 (b), (ec) 与 (dd). D 
由 定理 8.6 可 知 , 关于 多 项 式 Pa 与 Pa 的 与 和 、 积 以 及 纯 量 积 相关 的 每 一 个 
代数 关系 对 算 子 4 与 B 同样 成 立 , 特别 地, 如 果 和 相伴 多 项 式 Pa 可 分 解 成 两 个 或 
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更 多 个 多 项 式 的 积 , 那么 每 个 因 式 必 是 某 个 常 系数 算 子 的 相伴 多 项 式 , 因 丈 , 由 定 
理 8.6, 算 子 4 也 有 一 个 相应 的 分 解 . 例如 , 车 Patr) = PstrjPe(r), 则 4 = .5C. 
车 Pa(r) 可 分 解 成 个 线性 因 式 的 蒋 积 , 设 为 
Pa{r) = ao(r — ri)tr — re) (ro rn) (8.10) 
则 4 有 相应 的 因 式 分 解 形式 : 
A=aoD -ry)D 一 rp(D 一 ro) 
代数 基本 定理 告诉 我 们 , 每 一 个 次 数 n 之 1 的 多项式 Pa(r) 都 有 一 个 形 如 
{8.10) 的 分 解 式 , 其 中 ri1,… ,rn 为 它 的 根 , 每 一 个 根 在 这 里 出 现 的 次 数 等 于 它 的 
重 数 (2 重 根 出 现 2 次 , 3 重 根 出 现 3 次 ,等 等 )、 这 些 根 可 能 是 实数 也 可 能 是 复 
数 . 由 于 Patr) 的 系数 都 是 实数 , 因此 它 的 复 根 必 以 共 罗 复 数 的 形式 成 对 出 现 : a 圭 
iB8,8 关 0. 与 每 对 共 斩 复 根 相 对 应 的 两 个 线性 因 式 相 溢 给 出 一 个 实 系数 二 次 因 式 
到 一 2or 十 吧 十 及, 于 是 , 每 一 个 多 项 式 Pafr) 都 可 分 解 成 实 系 数 的 线性 因 式 与 二 
次 因 式 的 乘积 . 由 此 也 给 出 了 将 算 子 4 分 解 成 实数 系数 的 一 阶 与 二 阶 常 系数 算 子 
乘积 的 相应 分 解 式 . 
例 1 设 4= 及 -5D+6, 相伴 多 项 式 Palr) 有 分 解 式 吧 -5r+6 = (7 一 2){r 一 3)， 
因此 算 子 4 有 分 解 式 
D2 —5D+6= (D- 2D — 3). 口 
例 2 设 4=Di-2Ds+2D2-2D+1l, 相伴 多 项 式 Pafr) 有 分 解 式 
r4 一 275 十 2r2 一 27 十 1 一 (rr 一 中 人 一 1fr2 十 1)， 
因此 4 有 分 解 式 A4= (D 一 1)(D -1(D?+1). 口 


8.8 ”由 算 子 的 因 式 分 解 求 常 系数 线性 微分 方程 解 的 一 组 基 


下 述 定 理 指 出 如 何 通过 常 系数 算 子 的 因 式 分 解 来 求解 常 系数 线性 微分 方程 . 
定理 8.7 证 工 为 常 系数 算 子 , 二 可 分 解 成 如 下 带 系数 算 于 的 和 : 
= Alds..-A,, 
则 线性 微分 方程 L(y) = 0 的 解 空间 包含 了 各 个 微分 方程 4i( 们 = 的 解 空间 , 即 
N(AY) CN(D), 1=1,2,...,k (8,11) 

证 明 若 在 最 后 一 个 因子 A 的 等 室 间 中 , 则 4;(w) = 0O, 因此 上 的 零 空间 
包含 了 最 后 一 个 因子 4x 的 零 空间 . 由 于 常 系数 算 子 是 可 交换 的 , 因此 我 们 可 以 这 
样 安 排 , 使 得 每 一 个 因子 都 可 以 作为 最 后 一 个 因子 . 由 此 即 得 关系 式 (8.11). 

若 fw] = 口 , 则 称 算 子 工 将 ww 零 化 (annihilate), 定理 8.7 告诉 我 们 , 如 果 工 的 
一 个 因子 4; 将 4 零 化 , 则 工 也 将 % 零 化 . 

下 列 例 子 指出 如 何 利 用 定理 8.7 解 常 系数 齐 次 微分 方程 . 选择 这 些 例 子 是 用 来 
说明 油分 方程 的 解 依赖 于 相伴 多 项 式 根 的 性 质 的 特征 . 
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情形 1. 不 向 实 根 的 情形 
例 1 求 微分 方程 


的 解 的 一 组 基 ， 

解 ” 这 个 方程 具有 L(y) = 0 的 形式 , 其 中 

. L=D 7D+6=(D- DD- HD+ 
{DD 一 1) 的 零 空 间 包 含 解 wi {x) = e*, (D -2) 的 零 空间 包含 解 vafz) = ezz, (D+3) 
的 零 空间 包含 和解 vafz) = e 2. 在 3.7 节 例 7 中 我 们 已 证 明 ww,ws 与 wa 这 3 个 指 
数 函 数 是 线性 无 关 的 . 3 阶 方程 的 任意 3 个 线性 无 鞠 的 解 组 成 解 空间 的 一 组 基 , 因 
此 方程 (8.12) 的 通 解 由 

Y= 018 + caB2 + cge™ 3 


给 出 . 口 
例 1 的 解法 可 用 来 证 明 下 述 定理 , 这 个 定理 告诉 我 们 , 对 于 任意 一 个 能 分 解 成 
不 同 线性 因 式 乘 积 的 常 系数 算 子 , 如 何 找 出 解 空间 的 一 组 基 . 
定理 8.8 说 工 为 一 个 常 系数 算 子 ， 它 的 相伴 多 项 式 Pr(r) 有 nn 个 不 周 的 实 
枢 T1,72,… ,rn, 则 本 分 方程 上 (yj) 二 0 在 区 间 { 一 co, 十 oo) 上 的 通 解 由 nn 小 指数 函 
数 的 线性 组 会 给 出 : 


(D? ~7D+Oy=0 (8.12) 


y= Ycker™. {8.13) 
证 明 ”我们 有 如 下 因 式 分 解 。 

L= 0D 7):…(D 一 ro) 
由 于 (D x) 的 零 空间 包含 指数 函数 ui (x) = ersz 因此 上 的 零 空间 包含 了 下 列 多 
个 指数 函数 ， 


Uz) 一 en] em (8.14) 
在 3.7 节 例 ?7 中 我 们 已 证 明 这 些 函 数 是 线性 无 关 的 , 因此 它们 组 成 微分 方程 L(y) = 
0 的 解 空 间 的 一 组 基 , 于 是 通 解 由 这 些 函 数 的 线性 组 合 (8.13) 给 出 ， 口 


情形 2. 都 是 实 根 , 但 有 重 根 

如 果 所 有 的 根 都 是 实数 但 有 重 根 , 则 (8.14) 中 的 函数 不 是 线 性 无 关 的 , 因此 它 
们 不 组 成 解 空 间 的 一 组 基 . 如 果 某 个 根 r 出现 m 次 , 则 (D 一 7?)* 是 工 的 一 个 因 式 . 
下 面 的 定理 告诉 我 们 如 何 从 这 个 因 式 的 零 空间 中 求 得 m 个 线性 无 关 的 解 . 

定理 8.9 ”im 沾 画 数 

Wi) = es, wat) 一 ze, ap] = wler? 

线性 无 其 并 且 痢 被 算 子 {DD 一 r)”" 零 化 . . 

证 明 这些 函数 的 线性 无 关 性 由 包 项 式 1,7zx, xz2,.… ,zx™m-1 的 线性 无 关 性 导出 . 
为 证 明 ty,…. ,wm 被 上 一 了) 零 化 , 我 们 对 m 作 归 纳 法 . 

车 m= 1, 则 仅 有 ua(z) = erz 一 个 隔 数 , 它 当然 被 (D 一 ") 零 化 . 假设 定理 对 
m 一 1 成 立 , 即 阔 数 1,… ,um_1 都 被 DD 一 +)"m-! 零 化 , 由 于 
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Dr = D-DD- rn, 
因此 , 函数 ww ,… ,wm_1 也 都 被 人 TD - mm 零 化 . 为 完成 定理 的 证 明 , 我 们 必须 证 明 
人 D -mm” 也 将 wm 零 化 . 考察 
Dr"um 一人 D 一 站 mm 人 TD 一 站 (ZITerz)， 
我 们 有 
[了 一 rjfzm lers) 二 Tom 一 lerz) ~ rrm-lers 
一 人 一 1)r™" es. rm lrer? ~ rom -ler 
=(m— lr" 22ers = (m— 1)um_1(r). 
将 (D 一 +)"™-1 作用 于 上 式 两 端 , 由 于 人 D 一 7)™1! 将 wm li 等 化 , 因此 右 端 化 为 0， 
从 而 全 -mmamn = 0, 由 wm 被 (D 一 7)” 零 化 , 即 得 定理 . 口 
例 2 求 微分 方程 L(y) = 0 的 通 解 , 此 处 
L=D:-D?—8D+12. 
和 解 ” 算 子 L 有 因 式 分 解 
L= (DD —22(D+3). 


由 定理 8.9, 函数 

ad 人 = er, val) 一 xe” 
都 在 (D 一 2)? 的 零 空间 内 . 函数 ws(z) = e-3Y 在 (D+3) 的 零 空间 内 . 由 于 wi, wo, us 
线性 无 关 ( 见 8.9 节 习 题 17), 因此 他 们 组 成 工 的 替 空 间 的 一 组 基 , 于 是 微分 方程 的 
通 解 为 


Y= Ce 十 eae2z + cae™ 37, 


定理 8.9 告诉 我 们 , 当 一 个 ” 阶 常 系数 线性 微分 方程 的 相伴 多 项 式 的 根 全 是 
实数 但 有 重 根 时 如 何 找 出 这 个 方程 的 解 空 间 的 一 组 基 . 如 果 不 同 的 根 为 1,……. ,rk， 
它们 的 重 数 分 别 为 mm ,ma 则 在 解 空间 的 一 组 要 中 与 根 7 相对 应 的 m 个 函 
数 为 


2apfz) = ZI lerzz， 此 处 9 一 1 2 ,mp. 
当 p 取 遍 1,2,… ,8 时 , 我 们 共 得 到 my 十 -… 十 mx 个 函数 . 在 8.9 节 习 题 17 中 ， 
我 们 还 简 栈 地 证 明了 所 有 这 些 函 数 是 线性 无 关 的 . 由 于 mi 十 … 十 ms 二 nt( 即 微分 
方程 的 阶 ), 因此 n 个 函数 ws 组 成 此 微分 方程 解 空间 的 一 组 基 . 

例 3 解 微分 方程 (DS + 2D5 -2D3 一 D2?)y 一 0. 

解 ” 我 们 有 Ds + 2D5 -2D3 -D2 = D2(D -TD +1a3， 解 空间 的 基 中 与 
六 式 D? 相对 应 的 函数 为 Wi(z) = 1 与 uafz) = zx, 与 因 式 (D - 1 相对 应 的 耳 数 
为 wa 人 z) = er; 与 因 式 (D + 1)3 相对 应 的 函数 为 wa(z) 一 6 ?ustz) 二 xe * 及 
welz) 二 T2867 41 ,Ue 这 56 个 函数 线性 无 关 , 因此 方程 的 通 解 为 

Y=el+cari cser 十 (ea + crt ceri)e™”. 


情形 3， 有 复数 根 
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如 用 到 复 指数 函数 , 则 无 需 区 分 算 子 工 的 相伴 多 项 式 的 根 为 实数 还 是 复数 .如 
果 只 需求 实 值 的 解 , 那么 我 们 将 工 分 解 成 实 系数 的 一 次 与 二 次 因 式 . 任意 一 对 共 斩 
复 根 a 十 i8 对 应 于 一 个 二 次 因 式 
D2a0D+a + (8.15) 
这 个 二 阶 算 子 的 零 空间 包含 两 个 线性 无 关 的 蜀 数 wlz) = er”cosBz 与 w(x) = 
er7 sin 8x. 如 果 共 诺 复 根 a 土 18 的 重 数 为 m, 则 此 二 次 因 式 的 圭 次 为 m, 算 子 
(D? — 2aD + oo + 
的 零 空间 包含 如 下 2m 个 线性 无 关 的 函数 : 
Welt) = 29 1enz cos Br, 他) = 9 1ecz ein fr, gq=1,2,... ,mm. 
这 可 通过 对 m 作 归 纳 法 得 到 证 明 , 下 面 的 一 个 例子 说 明了 某 些 可 能 的 情形 , 
例 4 一 9 十 13y ==0, 相伴 多 项 式 7 一 47? 十 137 的 根 为 0,2 土 3i, 通 解 为 
y= ce(cs cosdr+ casindr). 口 
例 5 入 一 2 外 一 中 =0, 相伴 多 项 式 为 
r3 一 272 十 4 一 中 一 他 一 轨 ( 人 2 十 4 
它 的 根 是 2, 士 导 , 因此 微分 方程 的 通 解 为 
4 = C1€27 十 co cos28 + 03 sin 2x. 口 
例 6 yy 一 gy 十 34y" 一 66y" 十 65y' 一 25y 二 小 相伴 多 项 式 可 分 解 成 
人 一 1jfr2 ~ dr + 5)2, 
它 的 根 为 1, 2 圭 i, 2 土 i. 因此 微分 方程 的 通 解 是 


y= cer + er{(c2 + car) cosz+t (ca + csr) sinz}. 口 


8.9 习 题 


在 习题 1 ~ 12 中 , 求 各 微分 方程 的 通 解 . 


1 ~ By 30 = 0. 2 y=. 
3. y+ dy + dy = 0. 4 By 3y y= 0. 
5. yD 十 40 + Gy + dy + y= 0. 6. 3 — 16y = 人 0. 
7. yD + 16y = 0. 8. yy —y=0. 
9. vay By By +dy=0 10. yd +2y" ty=0. 
11. yt6) + dyt4) + dy = 0. 12. WO + By + 16y" = 0. 
13， 设 m 为 正常 数 , 求 微分 方程 


dd _ ma 十 may - 了 33 一 
的 满足 条 件 AD) = 产 (0 = 0, 了 "(0) = 1 的 特 解 y = 天 2 
14， 姐 某 个 常 系数 线性 微分 方程 的 相 伴 包 项 式 为 f(r), 若 fr) 的 所 有 根 都 是 负 实 将 , 证 明 : 微分 方程 的 每 
-个 解 当 2 一 十 oo 部 趋 于 0. 若 相 翌 多 项 式 的 所 有 根 都 是 非 正 实数 ， 则 对 方程 在 区 间 (0, +oc) 上 的 
所 有 解 的 性 状 你 能 得 出 什么 结论 ? 


243 第 8 章 在 线性 微分 方程 中 的 应 用 


15. 在 下 列 各 小 题 中 , 求 出 给 定 函 数 所 满足 的 -个 常 系数 线性 籁 分 方程 . 


{a) u(r} = eT, at) = e—?, Mats) = er, 好 df 二) = 27. 

人 fb) afz) = e227, Walz) 一 re—2™, mafz)y = zze 一 2 . 

fc) tf) = 1, WWa [他 ) = 了 人 3 [2 一 6， id) = we， 

td}) 全 可] 一 1, ua{x) = eT, Walr) = wez . 

{e} w(x) = 22, 4&3[2 = eT, us(X) = Les. 

他) wz) =e 2 cog, us{s) =e sndr, waftr) =e -27, df 一 we 27. 
{g} To) = cosh w, Walr) = Sinh z， ualz) = Tcoshe, walr) = sinh. 


th) wi(z} = cosh zsing, wa{r} = sinhzcoss, af] 一 了 工 . 
16， 设 71,… :rn 为 nn 个 不 同 实数 , Q1,… ,外 = 为 n 个 非 零 多 项 式 , 证 明 : n 个 函数 
Wm) = 1(R)e rT, nlm} = nT)e™T 
证 表 要 点 ”对 nn 作 归 纳 法 ， 当 nn = 1 与 nn 二 2 时 容易 验证 结论 . 假定 当 nn = p 时 结论 成 立 , 全 
Cl ;Gp+1 为 名 十 1 个 纯 量 , 司 得 


p+1 . 
> ck 全 ar)Jerkr = D. 
k=1 
将 -上 式 两 过 同 乘 以 e-"z+1* 之 后 再 求 导 ,然后 利用 归纳 傻 设 证 明 所 有 的 系数 cg 都 等 于 零 ， 另 一 个 证 
明 可 以 像 3.7 节 例 7 那样 由 一 十 co 的 数 景 级 给 出 ， 
17， 设 mtrma， IRE 为 上 个 正 整 数 , rirz ,rp 为 虑 个 不 同 的 实数 , 再 驴 ? = fml 十 … :十 ?pn 对 
每 一 对 满足 条 件 1 所 六 所 大 1 志 g9 所 wrip 的 整数 p,g, 今 


aq 和) 一 ma lerp®. 


例如 , 当 p 二 1 时 , 相应 的 函数 为 
LE) = els, walz) = ze, Milfz) = m1 Lom, 


证 明 : 这 样 定义 的 n 个 函数 weipfz) 线性 无 关 . [提示 : 利用 习题 16.] 


8.10 “ 齐 次 方程 与 非 齐 次 方程 之 间 的 关系 


我 们 回 到 系数 不 一 定 为 常数 的 一 般 ” 阶 线性 微分 方程 上 来 . 下 述 定 理 刻 划 了 
齐 次 方程 L(y) = 0 的 解 与 非 齐 次 方程 L(y) = R(z) 的 解 之 间 的 关系 . 

定理 8.10 设 工 ; CM(J) 一 + C(J) 为 一 个 nn 阶 线 性 微分 算 子 . 设 说 ,ti 
为 齐 次 方程 L(V) = 0 的 n 个 线性 无 关 的 解 , 再 设 妇 为 非 齐 次 方程 L(y) 二 中 的 一 
个 特 解 , 此 处 RE CO 则 非 齐 次 方程 = f(x) 的 每 一 个 解 都 可 表 成 


F(z) = he) + Dd, cpukfz] (8.16) 
点 一 1 


的 形式 , 其 中 cca,-…，cn 为 常数 . 

< 证明 设 了 为 L(y) = 的 任意 一 个 解 . 由 线性 性 得 工 (ff 一 y) = L(F}-Lln) = 
民 一 屁 =0. 因此 7 一 是 齐 次 方程 L(y) = 0 的 解 空间 中 的 一 个 函数 , 从 而 了 一 
是 妇 ，…… ,un 的 一 个 线性 组 合 , 即 得 等 式 (8.16). 口 
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由 于 Lly) = RR 的 所 有 解 都 可 从 (8.16) 中 找到 , 因此 等 式 (8.16) 右边 的 和 式 
(对 于 任意 常数 ci,…… ,cn) 叫 作 非 齐 次 方程 L(y) = 五 的 通 解 , 定理 8.10 告诉 我 们 ， 


非 齐 次 方程 的 通 解 可 以 由 它 的 一 个 特 解 y, 加 上 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 得 到 . 

注 ”定理 8.10 有 一 个 简单 的 几何 类 比 , 它 可 以 玫 助 我 们 理解 定 更 的 意义 , 为 确定 一 个 平面 上 的 所 有 
点 , 我 们 只 需 找 由 此 平面 上 的 一 个 特定 的 点 , 然后 将 过 原点 是 与 原平 面 平 行 的 平面 上 的 点 与 这 个 点 相 加 即 可 
为 找到 L( 胃 = RR 的 全 部 解 , 我 们 先 找 出 它 的 一 个 特 解 , 然后 将 它 与 齐 次 方程 L(y) = 0 的 所 有 解 相 加 即 可 . 
非 齐 次 方程 的 解 的 集合 相当 于 过 - -特定 点 的 平面 . 对 应 齐 次 方程 的 解 空间 类 似 于 过 原点 的 -个 平行 平面 


在 实际 应 用 定理 8.10 时 , 我 们 必须 解 两 个 问题 : (1) 求 出 齐 次 方程 L(y) = 0 的 
通 解 ; (2} 求 出 非 齐 次 方程 L(y) = EB 的 一 个 特 解 . 下 一 节 将 证 明 , 只 要 我 们 能 解 问 
题 (1), 就 也 能 解 问题 (2). 


8.11 ” 求 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 。 参数 变易 法 


现在 我 们 转 到 寻求 非 齐 次 方程 L(y) = RR 的 一 个 特 解 思 的 问题 . 我 们 将 详细 介 
绍 一 个 叫 作 参数 变易 法 (variation of parameters) 的 十 分 有 力 的 方法 , 这 个 方法 告诉 
我 们 在 知道 齐 次 方程 L(y) = 有 的 ”个 线性 无 关 的 特 解 w，… ,wa 时 如 何 确定 ji. 


这 个 方法 给 出 了 形 如 
YL 一 21WU1 二 nn 【8.17) 


的 一 个 特 解 , 其 中 名,… ,vw 为 于 个 函数 , 它们 可 以 从 … ,wn 和 方程 L(y) 一 五 
右边 的 函数 EE 求 出 . 用 这 个 方法 将 得 到 导数 让 ,所 满足 的 个 线性 代数 方 
程 所 组 成 的 方程 组 . 由 于 这 个 线性 方程 组 和 的 系数 矩阵 为 非 奇 异 和 矩阵 , 因此 它 总 是 有 
解 的 . 再 将 这 些 导数 积分 就 得 到 所 求 的 函数 v1,.… ,加 ,参数 变易 法 最 早 被 Johann 
Bernoulli 用 来 解 一 阶 线性 微分 方程 , 后 来 Lagrange 于 1774 年 用 这 个 方法 解 二 阶 
线性 微分 方程 . 

对 于 zn 阶 的 情形 , 若 采 用 向 量 和 甜 阵 记 号 , 则 可 使 表述 得 以 简化 ，{8.17) 的 右 
边 可 写成 内 积 的 形式 ;: 


1 = (v4) {8.18) 
此 处 5 与 & 分别 是 由 
v= Wn) 与 下 = 人 
给 出 的 n 维 向 量 函 数 . 
将 一 个 向 量 值 函 数 的 各 个 分 量 求 导 后 组 成 的 向 量 叫 作 它 的 导数 ， 例 如 ，?” = 
(有 


关于 实 值 函数 的 和 的 导数 及 纯 量 倍 的 导数 的 熟知 法 则 对 向 量 值 庙 数 的 和 与 纯 
量 倍 也 同样 适用 . 乘法 法 由 对 内 积 也 适用 , 即 (w,w)' 等 于 两 个 内 积 的 和 : (wv, wx} = 
{©, WT (vt). 

在 参数 变易 法 中 , 我 们 要 选取 v 使 得 当 Lo = 口 时 , 等 式 (8.18) 中 的 内 积 
机 = 他, 满足 非 齐 次 方程 L(y) = 六, 此 处 L(w) 是 以 Eu ,上 (un) 为 分 量 的 
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向 量 , 我 们 从 计算 y 的 一 阶 导 数 开 始 , 由 乘法 法 则 得 
= 0) 十 (人 (8.19) 
总 共有 n 个 待定 函数 v1,.… ,wm, 因此 我 们 可 对 这 些 函 数据 出 n 个 条 件 . 如 果 要 求 
等 式 (8.19) 右边 第 二 项 为 零 , 则 关于 yi 的 公式 可 简化 为 
一 foa)， 者 (= 站 
将 上 式 两 边 微分 , 得 
= (v, 0") 十 (人 让 
如 果 我 们 能 选取 w 使 得 人 0) = 0, 则 关于 六 i ; 的 公式 也 可 简化 为 如 下 形式 ， 
二 (9,4)， 若 (ww') 二 0. 
继续 这 一 步 又 . 直到 胡 的 n 一 1 阶 导数 , 我 们 得 
yu) {v nD) = 0. 
到 目前 为 目 ， 我 们 只 给 由 了 关于 um 的 nn 一 1 个 条 件 , 再 求 一 次 导数 , 由 葬 法 法 则 得 
yi™ = (vu + (at 一 全) 
这 一 次 我 们 提出 的 条 件 是 (vw', at 0) = R(xz), 于 是 上 式 变 为 
Wi = (0, 0) + Re) 车 (vw, wn-D) = Rr). 
现在 假定 加 到 w 上 的 个 条 件 都 满足 , 设 工 = D? + P(z)D"-!l+..-+ P(x)， 
将 工作 用 于 y 上 , 则 得 
Ln) = + Pn) V+ + Ps)y 
= _{ VD) 十 RD] + P(r)(v, w+. + Pr)(w, ue) 
= (vw, LU) + RZ) = (v,0} + R(T) = Rr). 
因此 L(tn) = Rw). 于 是 yn 是 非 齐 次 方程 的 一 个 解 、 

如 果 关 于 vv 的 nn 个 条 件 都 能 满足 , 则 上 述 方法 有 效 . 这 些 条 件 是 (vw, wt = 
对 二 0,1,… ,一 2 都 成 立 以 及 (wm 了 0D) 二 R{z). 我 们 可 将 这 n 个 条 件 用 单独 
一 个 矩阵 方程 表示 ; 0 

W(r)v (rz) = R(X) 0 ) {8.20) 
1 
此 处 v'{z) 可 看 作 一 个 ns x 1 列 矩 阵 , WW 是 以 2 及 其 各 阶 导数 的 分 量 作为 行 向 量 
的 nxn 此 阵 : 


1 U2 本 Uys 


us ub 1 ,. 一人 
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为 纪念 数学 家 J.M. H, Wronski(1778 一 1853), 上 述 盾 阵 叫 作 及 1,-… ,wn 的 Wronski 
矩阵 . 
在 下 一 节 中 我 们 将 证 明 , 在 &1,… ,wn 线性 无 其 的 情形 , 其 Wronski 矩阵 是 非 

奇异 矩阵 . 因此 , 在 等 式 (8.20) 两 边 同 乘 以 WW (xz) 的 逆 垂 阵 , 得 

0 

v(x) 一 再 (zz 一 。 . 

1 
在 所 考察 的 区 间 7 内 选择 点 e 与 点 x 并 将 上 述 向 量 方程 在 从 c 到 x 的 区 间 上 ( 依 
分 量 逐 个 ) 积分 , 则 得 

0 


oo) -oO=f RW ， dt = z(2), 


s(n) = f ROW | 亿 


1 
于 是 wfz) = vw(e) + zf(z), 关于 特 解 的 表示 式 态 = (wv) 变 为 
1 = (9) 一 (et 人 十 二 = (0, v0)) + (2). 
上 式 右边 第 一 项 (u,vw(0)) 是 而 ,… ,un 的 一 个 线性 组 合 , 因此 它 是 齐 次 方程 的 解 . 
于 是 我 们 可 以 售 去 这 一 项 而 用 第 二 项 (au, z) 作为 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 , 换言之 ， 
L(y) = RLz) 的 一 个 特 解 可 以 由 内 积 


0 
Cizo=| uo), { ROWO | et 
1 
给 出 , 我 们 将 上 述 讨论 总 结 成 下 述 定理 
定理 8.11 念 20 ,tn 为 区 间 J 上 nn 阶 齐 次 线性 微分 方程 Ly) 一 0 的 nn 
个 线性 无 关 的 特 解 , 则 非 齐 次 方程 L(y) 二 = BR 的 一 个 特 解 态 由 公式 
¥1 二 Ul 二 nn 
输出， 此 处 切 ,… ,Vi 是 由 
0 


= ROW 。 dt (8.21) 
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答 出 的 nt x1 列 延 阵 的 各 个 分 量 . 在 上 述 表 示 式 中 ,WW 是 4 和:…- 


矩阵 , c 为 J 中 性 意 一 点 ， 


例 1 求 微分 方程 2 
Y= ] +e” 


在 区 间 (一 00, +ee) 上 的 通 解 . 


,Un 的 Wronski 
口 


解 ” 齐 次 方程 (D? -1)y = 0 有 两 个 线性 无 关 的 解 wj (x) = ea 与 wz(x) = e-*, 


ul 与 ua 的 Wronski 矩阵 为 _ 加 
raw-| “| 
其 行列 式 等 于 -2. 因此 W(x) 非 奇异 且 其 邀 为 


于 是 


因此 我 们 有 


ee 一 

0 et Tre 
ROwe | | = -3 |= | 1 
Te 
将 上 式 右边 向 量 的 各 分 量 从 0 到 = 积分 得 


z 


TT et 1 TP et ad 
= -= dt 一 -1+- 二 |] 二 
vt) 人 1+et / (。 + 


一 一 ez 一 外 十 inf 十 es 十 1 一 In2， 


T —et 
wo)=/ Ti = -Intl 二 er) 二 In2. 


由 于 关于 w(x) 与 vz(z) 的 上 述 琢 示 式 中 的 常数 项 只 与 齐 次 方程 的 解 有 关 , 因此 可 


以 会 去 , 于 是 我 们 得 到 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 


二 WH 二 Vous 一 一 1 一 Ye 十 (fen 一 es)lntl 十 ez). 


从 而 非 齐 次 方程 的 通 解 为 
六 二 信和 十 Cie” 十 cae 


8.12 齐 次 线性 微分 方程 n 个 线性 无 关 解 的 


Wronski 矩阵 的 非 奇 异性 


在 本 节 中 , 我 们 要 证 明 n 阶 齐 次 方程 L(y) = 0 的 n 个 线性 无 关 解 41,… ,um 
的 Wronski 矩阵 W 是 非 奇 异 的 . 为 此 我 们 将 证 明 它 的 行列 式 是 一 个 指数 函数 ， 因 
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而 在 所 论 及 的 区 闻 J 了 上 其 值 不 可 能 为 零 , 由 此 即 得 此 Wronski 矩阵 非 奇异 . 
对 任意 ze 荆 令 w(xz) = detW(z), 假定 1,… ,un 所 满足 的 微分 方程 为 下 述 
形式 : 


4 人 十 有 (za 十 十 Pr 一 {8.22) 
则 我 们 有 下 述 结论 ， 
定理 8.12 ” Wronski 行列 式 utz) 在 了 上 满足 下 述 一 阶 机 分 方程 : 
w+ Rt{rw = 0, (8B.23) 


从 而 当 cE J 时, 我 们 有 
wr) = wle)} exp (-/ p(t) di (Abel 公式 ). (8.24) 


而 且 对 所 有 了 中 的 点 x 都 有 wlzx) 冯 0. 

证 明 令 世 为 行 向 量 = ful ,un}， 由 于 忆 的 各 个 分 量 都 满足 微分 方程 
(8.22), 所 以 也 满 是 方程 (8.22). Wronski 矩阵 W 的 各 行 是 向 量 ,4 ,Wt 1)， 
因此 其 行列 式 w 可 表 成 

w = det W = det(w, ty, ,2), why). 
中 的 导数 是 将 W 最 后 一 行 求 导 所 得 矩阵 的 行列 式 ( 兄 5.22 节 习 题 7), 即 

名 = det{w, wy WD, a ). 

将 w 中 最 后 一 行 收 以 瑟 (z), 我 们 得 

Ptr)w = det{w, ae) 
将 上 述 两 式 相 加 得 

w+ R(x = dot ty WD, + Rr). 

由 于 4 满足 微分 方程 (8.22), 因此 上 式 中 的 行列 式 的 行 向 量 组 线性 相关 ， 因此 行列 
式 等 于 零 , 这 意味 着 w 满足 方程 (8.23). 求解 一 阶 微分 方程 (8.23) 即 得 Abel 公式 
(8.24). 

为 证 明 wlzx) 在 J 上 不 为 零 , 只 需 证 明 对 了 中 某 点 e 有 wwfe 关 0 即 可 . 我 们 用 
反 证 法 证 明 这 一 结论 . 假定 对 了 中 所 有 的 寺 都 有 22 的 =0, 在 了 中 选 定 一 点 +t, 设 
上 一 加, 考 忠 齐 次 线性 方程 组 


全 (下 一 间 ， 
此 处 入 是 一 个 列 向 量 , 由 于 wt{i0) = det W(to) = 0, 因此 W(to) 为 奇异 和 阵 , 从 而 
上 述 齐 次 线性 方程 组 有 一 个 非 零 解 向 量 , 设 四 六 = fc ,en) 关 (0,… ,0)， 以 此 
向 量 的 分 量 为 系数 作 线 性 组 合 
fF) = emilt) + TT cnint(t). 
如 此 定义 的 函数 f 在 7 上 满足 齐 次 方程 L(7) = 0, 这 是 因为 了 是 如 ,un 的 线 
性 组 合 . 由 拖 阵 方程 W(to) 卫 = 口 得 
flto} = Fto) = = fo V(to) = 0. 
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因此 了 在 1=to 处 的 初 值 向 基 为 零 向 量 口 , 由 唯一 性 定理 , f 为 零 解 , 即 (el ,en) = 
(0,.… ,0), 与 假设 (c1,… ,cn) 为 非 零 向 量 矛 盾 . 因此 对 .了 中 某 个 上 有 他 的 关 0. 在 
Apel 公式 中 取 ce 为 这 个 志 则 可 见 wlx) 在 J 上 不 可 能 为 零 . 由 此 好 得 定理 8.12. 口 


8.13 ” 求 非 齐 次 方程 特 解 的 特殊 方法 * 化 为 
一 阶 线性 微分 方程 


由 于 参数 变易 法 是 求 非 齐 次 方程 特 解 的 一 个 普遍 适用 的 方法 , 因此 在 某 些 特殊 
情形 下 它 不 一 定 是 最 简便 的 方法 . 当 方程 具有 某 种 特殊 形式 时 , 常常 会 有 其 些 较 为 
便捷 的 特殊 解法 . 例如 当 方 程 的 系数 为 常数 时 , 我 们 可 以 把 问题 化 为 一 系列 一 阶 线 
性 微分 方程 的 问题 , 这 个 方法 最 适宜 于 用 一 个 简单 例子 说 明 . 

例 ” 求 二 阶 微分 方程 


(D-Day= rert™ (8.25) 
的 一 个 特 解 . 
解 ” 令 = (D 一 2)y, 则 原 方程 化 为 
(D — 1)u = per+t?, 


这 是 一 个 关于 * 的 一 阶 线性 微分 方程 , 它 可 以 用 定理 8.1 求解 , 它 的 一 个 特 解 为 


将 此 特 解 代入 方程 ww = (D 一 2)w 得 
Do- 
这 是 关于 y 的 一 阶 线性 微分 方程 ， 由 定理 8.1, 我 们 可 得 到 此 方程 的 一 个 (满足 
加 (0) = 0) 特 解 yt{z): 
(lt) = Fe 3 fe -dt 
尽管 上 述 积 分 无 法 用 初等 函数 表示 ， 我 们 伪 然 认为 这 个 微分 方程 已 经 解 由 ， 这 是 因 
为 它 的 解 已 被 表示 为 常用 函数 的 积分 . 方程 (8.25) 的 通 解 为 


1 。 
Y= C1e7 十 coe2e 十 3 of et 一 dt. 口 
0 


8.14 ” 求 非 齐 次 微分 方程 特 解 的 零 化 子 方法 


本 节 介 绍 当 微 分 方程 L(y) = RB 的 系数 为 常数 且 函 数 R(x) 也 是 某 个 常 系数 齐 
次 微分 方程 A(R) = 0 的 解 时 的 一 个 求解 方法 . 这 个 方法 的 原理 非常 简单 ， 我们 将 
算 子 4 作用 在 微分 方程 L(y) = R 的 两 边 , 由 此 得 到 一 个 新 方程 AL(y) = 0, 它 必 
定 被 原来 方程 的 所 有 解 所 满足 . 由 于 4L 是 另 一 个 常 系数 算 子 , 因此 我 们 可 以 通过 
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求 4 的 相伴 多 项 式 的 根来 求 出 AL 的 零 空间 . 然后 问题 变 成 从 这 个 零 空 间 中 选 
取 满 是 L(yi) = RE 的 一 个 特 解 妨 . 我 们 用 下 面 两 个 例子 来 说 明 解 王 过 程 
例 1 求 4 阶 微分 方程 


(D1 — 16)y= z++Zz+1 

的 一 个 特 解 . 

解 ”因为 方程 右边 是 一 个 4 次 多 项 式 , 所 以 D5(x4 十 x 十 1) = 0. 因此 , 原 微 分 
方程 的 任意 一 个 解 都 是 9 阶 方程 

D5(D* - 16)7 =0 (8.26) 
的 解 . 由 于 相伴 多 项 式 的 根 为 0,0,0,0,0, 土 2, 土 2;, 因此 方程 (8.26) 的 所 有 解 都 可 从 
线性 组 合 
Y= eat car i ear? csrt + Coes” + ere 2 + ce cos 2% 十 cgsirn2d 
中 找到 . 我 们 要 求 出 ci 使 L(y) = oz+1L 此 处 三 = D4- 16. 由 于 最 后 4 项 被 
` 工 所 零 化 , 因此 可 取 c6 = er = cg = c9 = 0, 然后 求 c1,.… ,es 使 
L(t caz 十 Ga22 十 car3 十 c534)] 一 24 十 和 十 |， 
换言之 , 我 们 要 找 这 样 一 个 特 解 gn, 它 是 一 个 4 次 和 多项式 , 并 且 满 足 条 件 L(y1) = 
ZA 十 十 1, 为 避免 引用 下 标 以 及 使 运算 及 表达 式 简洁 , 我 们 令 
1637 一 az4 十 bra 十 ez2 十 dz 二 e. 

将 上 式 求 导 4 次 得 16g 人 多 = 24a, 因此 地 = 3a72, 代入 微分 方程 Llyn) = 4 十 十 十， 
我 们 得 


Fo or br er dr-e=r+rtl. 


比较 上 式 两 边 = 同 次 睁 的 系数 , 我 们 得 a = -1,5=c==0,4d= 一 1,e = 一 因此 特 
解 加 由 下 式 给 出 : 


1 1 5 
-6 ”6*- 统 : 
直接 代入 微分 方程 可 验证 yi 确实 是 一 个 解 . 口 
例 2 解 微 分 方程 y' - 5y' 十 6 = yes 
解 ” 微 分 方程 具有 
L(y) = (8.27) 


的 形式 , 其 中 R(x) = ze*, 工 = D2 -5D + 6. 相应 的 齐 次 方程 为 
‘D — 2)(D — 3)y = 0, 
它 有 两 个 线性 无 关 的 特 解 wj (x) = ezz, w2(z) = ese. 下 面 求 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 
人 入. 我 们 把 R(x) = ze? 看 作 齐 次 方程 
(D—1)y=0 
的 - -个 解 . 于 是 将 算 子 (D - 1)? 作用 于 方程 {8.27} 的 黄 边 , 我 们 发 现 , 满足 方程 
{8.27) 的 任意 函数 也 满足 方程 
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(D-1PD-2D- y=0. 
上 述 微 分 方程 的 相伴 多 项 式 的 根 为 1, 1, 2, 3, 因此 , 这 个 微分 方程 的 所 有 解 都 可 从 
线性 组 合 

y= ae2 + bre + ce22 + de? 
中 寻找 ,其 中 a,5,c,a 为 常数 .我们 希望 选取 的 a,b,c,d 使 所 得 到 的 解 yj 满足 
Ln) = zez. 对 任意 c 与 由 都 有 FEfce2a + desz) = 0, 因此 我 们 可 邻 ==d = 0 而 选 
择 a 与 5 使 Llaer + pzrer) 一 zer. 车 令 

人 = ae* + bzre”®, 

则 有 


D(an) = (0 4+ Per + brer, D2(m) = (a + 2b)e® 十 ze， 
因此 方程 (D? 一 5D 十 人 tn = zer 变 成 
{20 — 0)e” 十 2pmper = per,- 
从 上 式 两 边 消去 es 再 比较 > 的 同 次 短 的 系数 , 我 们 得 a 3, 5 ==, 干 是 得 


一 + 1 wer 
及 一 可 e - 


因此 方程 L(y) = RR 的 通 解 由 下 面 的 公式 给 出 : 
1 


3 
Y= cle2z 十 caesz 十 4 ez 十 3 er 口 


上 述 两 个 例子 中 所 用 的 方法 叫 零 化 子 fannihilator) 方法 ,只 训 我 们 找到 一 个 能 
将 中 零 化 的 常 系数 算 子 4, 就 能 使 用 这 个 方法 .不 过 就 我 们 所 掌握 的 关于 常 系数 
齐 次 线性 微分 方程 的 知识 而 言 , 已 经 知道 能 被 常 系数 算 子 零 化 的 实 值 函数 仅仅 只 有 
那些 形 如 

ZL1ecz ， wmlereos dr, DZmTiecxr Sin 间 r 
的 函数 的 线性 组 合 的 函数 其 中 m 是 正 整 数 , a 和 8 是 实 常数 , 函数 y = xm-1le** 是 
一 个 相伴 多 项 式 以 a 为 m 重 根 的 微分 方程 的 一 个 解 , 因此 这 个 函数 被 算 子 (Da 
零 化 . 函数 y = zm lesreospz 与 = 2 lea2sinpz 都 是 相伴 多 项 式 以 复数 a 土 i8 
为 一 对 m 重 共 生 复 根 的 微分 方程 的 解 , 因此 它们 都 被 算 子 D? -- 2aD + (a2 + 2) 
的 m 次 容 所 零 化 . 为 便于 读者 参考 , 我 们 将 这 些 零 化 子 连 同 它们 的 荣 些 特殊 情形 
在 表 8.1 中 列 出 . 


表 8.1 

阔 数 零 化 于 
y = TD 
Y= ee Dm 
y= Tm— le (D -a}™ 
4 一 cospBr 或 y=sinfr D2?+ 82 
一 om LIcoapm 或 y=w"™ lsindr (D? + 2)™ 
?一 szcospBr 或 y= er sin fr D2 — 2aD + (m2 + /2) 


4 一 wm lerscos fr 或 y= rm ler sin fr [D? 一 2aD + (a2 + B22) 
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尽管 零 化 子 方法 在 能 够 应 用 的 时 候 非 常 有 效 , 但 它 仅 限于 当 方 程 右边 的 函数 R 


有 一 个 常 系数 零 化 子 的 情形 才能 使 用 .如果 R(x) 取 ew , 或 Inz, 或 tanz 等 形式 ， 
则 此 方法 不 再 有 用 ， 比 时 我 们 必须 使 用 参数 变易 法 或 某 些 别 的 方法 求 方程 的 一 个 
特 解 . 


让 


13. 


14. 


15. 


16. 


8.15 习 题 


在 习题 1~10 中 , 求 狗 分 方程 在 区 间 (一 o0, 十 co) 上 的 通 解 . 


yr 全 二 TD2, 2, 3 dy 一 已 32 
十 2 一 30ez， 4. y+ dy = sin 了. 
, 2 十 ea2z . 6. 3 一 扩 = 7. 
YY =er+e ?. 8B. y+ 38 十 38 +y = Te 
y+ y= ve ain 227. 10. yd — y= ze 一， 


. 车 了 被 一 个 常 系 圣 算 子 A 零 化 , 又 者 常 系数 算 子 日 零 化 9, 证 明 : 弱 积 4B 零 化 十 g. 
. 设 4 为 -个 常 系 数 算 子 , 其 相伴 多 项 式 为 Pa. 


(a】 用 等 化 子 方法 证 明 : 如 果 a 不 是 多 项 式 Pa 的 零点 , 则 微分 方程 A{y) = ea 有 个 形 如 


oT 


Yl 一 


Palm) 
的 特 解 . 
th】 车 是 Ps 的 单位 重 ) 零点 , 证 明 :; 方 穆 AtyY = sz 有 特 解 
人 
2 Pte) 


(c) 将 (a) 与 旧 ) 的 缚 果 推 1“ 独 a 是 Pa 的 m 重 零 点 的 情形 . 

给 定 两 个 常 系数 算 子 4 与 吾 , 它们 的 相伴 多 项 式 没有 公共 零点 , 令 C= AB. 

(a】 证 明 : 被 分 方程 Cn) = 0 的 每 一 个 解 都 可 琢 成 y = 十 Ya 的 形式 , 其 中 Aly1) = 0, B{y2) = 0. 

fb) 证 明 : fa 中 的 应 数 yj 与 yz 是 唯一 确定 的 ， 即 者 给 定 区 使 Cfy) = 0, 则 存在 唯一 的 一 对 函数 
3 与 2 具有 (a) 中 的 性 质 . 

设 L(y) = 十 ay 十 by, 其 中 司 与 4 为 常数 .再 设 了 是 方程 L(y) = 0 的 满足 条 件 ff0) = 0 与 

六 (0) = 1 的 特 解 . 证 明 : 对 性 选 的 c, 公式 


uo} = Fle -OR at 


部 给 出 方程 Ly) = 站 的 一 个 特 解 . 特别 地 , 当 相 伞 多 项 式 的 两 个 根 相等 时 , 说 ri = ra = mm, 证明: 上 
述 公式 变化 成 


yi) = em fe — te TER At. 


令 号 表示 算 子 “与 x 相 彝 ", 即 对 Ce 中 每 一 个 y 及 每 个 实数 z+, 都 有 Qiy) tr) = wylz). 再 令 【 表 
了 东 这 样 定义 的 恒 等 算 子 : 对 如 ee 中 每 一 个 y, 都 有 Ty) = y. 

la】 证 明 : DQ -- QD=I. 

fb) 证明: D2Q@ 一 QD? 是 一 阶 常 系数 算 子 , 给 出 将 此 算 子 表示 为 D 的 线性 多 项 式 的 显 式 表示 . 

(c) 证 明 : D3@ -QD3 是 一 个 二 阶 常 系数 算 子 , 给 出 将 此 算 子 表示 为 DD 的 二 次 多 项 式 的 显 式 表示 . 
(dj 猜测 关于 DG@ -- QD"* 的 一 个 推广 , 并 用 归纳 法 证 明之 . 

微分 方程 y' 一 3y/ 一 dy = 0 的 一 个 解 y 二 wlzw] 的 图 檬 与 微分 方程 yw! 十 dy 一 5 = 的 一 个 解 
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18. 


19. 


20. 


21. 


22. 
323. 


24. 


25. 


26. 


27, 


28. 


二 2(z) 的 图 像 交 于 原点 ,如果 这 两 条 曲线 在 原点 处 有 相同 的 斜率 并 且 


试 求 出 函数 4 与 v. 


， 福 分 方程 六 一 各 十 29y 二 0 的 一 个 解 y = wz) 的 图 像 与 微分 方程 y' 十 dy' 十 13y = 0 的 一 个 解 


2 二 vw(T) 的 图 像 交 于 原点 并 且 这 两 条 曲线 在 原点 处 斜率 相同 . 车 witw/2) == 1, 试 确定 4 与 让 

设 微分 方程 WwW 十 45y 十 名 {Ty = 日 育 两 个 如 下 形式 的 解 : jy 一 wtw), yz 二 zu(z), 此 处 wt0) = 1. 
试用 = 给 出 ufz) 与 外 [zz) 的 显 式 表示 . 

设 Lf = 十 Piy 十 oy, 为 用 参数 变易 法 解 非 齐 次 方程 L(y) = 忆 , 我 们 第 要 知道 对 应 齐 次 方程 的 
两 个 线性 无 关 的 解 ， 本题 指出 , 如 果 L(y) = 0 的 一 个 解 ua 已 知 , 并 用 wi 在 一 个 区 间 J 不 为 零 , 则 齐 
次 方程 的 第 一 个 解 us 由 公式 


Q(t) 

[ai OD 

给 出 , 此 处 Q(z) 二 e449), 其 中 A(z) = /7 五 a dt, & 与 e 为 了 中 任意 两 点 . 这 两 个 解 在 J 上 线 
性 无 关 . 

fa) 证 明 : 函数 ua 确实 满足 L(y) = 0， 

(tb】 对 商 wa jl 求 导 以 证 明 wt 与 ua 在 了 上 线性 无 关 . 

习题 19 可 用 来 帮助 解 习 题 20~23. 

车 与 非 齐 次 微分 方程 zg 一 22 十 1)y 十 (这 十 2)y 二 23e25 对 应 的 齐 坎 方程 有 一 个 形 如 y = ex 的 
解 , 试 对 x > 0 求 此 非 齐 次 方程 的 通 解 . 

训 果 忌 知 当 w > 0 时 微分 方程 4x2y 十 47 一 二 0 有 一 个 形 加 yy == zm 的 特 解 , 求 这 个 微分 方程 
的 通 解 . 

已 知 微 分 方程 {2x 一 3x27y" 十 4y' 十 6xy = 0 有 个 解 是 x 的 多 项 式 , 求 这 个 方程 的 通 解 . 

车 非 齐 次 微分 方程 z2f1 一 zy 十 27[2 一 十 2(1 十 zy 二 x? 对 应 揭 齐 次 方程 有 一 个 形 如 yy = ze 
的 解 , 求 这 个 非 齐 次 微分 方程 的 通 解 . 

设 二 阶 微分 方程 g + Bfz) 十 全 fzi = 0 在 正 z 办 上 有 解 wz = x3, 两 个 线性 无 关 解 的 Wronski 
行列 式 形 如 mwfz) = cr5, 此 处 e 为 某 个 非 零 常数 . 

fa) 给 由 Ptz) 与 Qlw) 的 显 式 表示 . 

tb】 求 非 齐 次 方程 好 十 Plz)y 十 名人 (rr 让 一 2 在 正 x 轴 上 的 通 解 . 

与 线性 微分 方程 相关 的 特征 值 问题 

设 在 {一 oe, 十 oo) 上 连续 并 丹 当 二 一 一 2 时 了 一 + 0 以 及 积分 [5 站 与 /tdt 对 
所 有 实数 x 都 存在 的 所 有 函数 f(z) 所 组 成 的 线性 空间 为 VY, 对 ff EV, 由 glw) = x 了 ,了 tdi 
/dt 定 疼 g 二 了 TT(f). 求 出 了 的 全 体 实 特 征 值 并 且 对 每 一 个 特征 值 A, 阔 相 应 的 特 入 消 数 . 

令 全 体 在 区 间 [0, |] 上 连续 的 实 函 数组 成 的 线性 空间 为 VV, 令 在 [0, fl .FF 有 连续 的 一 阶 导 数 并 且 满 足 
边界 条 件 了 (0) = ffm) = 0 的 爹 体 函 数 所 组 成 的 子 空间 为 5. 令 工 : 5 一 了 为 将 各 个 了 映 为 其 
二 阶 导 数 的 上 线性 变 摸 , 即 (了 ) = 了 *. 证 明 : 工 的 特征 值 是 形 如 一 n? 的 实数 , 共 中 n= 二 1,2,.…., 它们 
对 应 的 特征 函数 是 f(t) = cn sin nt, cn 区 0. 

设 所 有 在 实 轴 上 有 任意 阶 导数 的 所 有 实 函 数 f 所 组 成 的 线性 空间 为 了 , 再 令 所 有 满足 这 界 条 件 f{0) = 
ft2x) 及 了 (0) = F'(2m) 二 0 的 全 体 f 组 成 的 于 空间 为 5， 令 丁 :5 一 V 为 一 阶 微分 算 子 , 邮 
T[ 峰 ==. 求 出 全 的 全 部 {无限 名 个 } 特征 值 ， 并 且 对 每 个 特征 值 和 求 出 所 有 属于 % 的 特征 消 数 . 
令 全 体 处 处 都 有 尾 意 阶 导数 并 且 满 足 条 人 忻 Ff(0) = "(0) 的 实 活 数 了 组 成 的 线性 空间 为 Y. 令 工 ; 
VY 一 2 为 二 阶 微分 算 子 , 开门 = 天. 求 工 的 全 体 特 征 值 ， 并 且 对 每 个 特征 值 %, 求 出 所 有 属于 > 
的 特征 函数 . 


Walz) = 中 1 6 人 


8.15 昼 题 ”2859 


29， 令 全 全 处 处 者 有 任意 阶 导 数 的 实 函 数组 成 的 线性 空间 为 Y. 令 5 为 由 YY 中 所 有 使 得 (0) = 27'(0] 
的 了 组 成 的 子 空间 ， 再 令 T( 门 = 477. 求 了 的 全 体 特征 俏 , 并 且 对 每 个 特征 值 A, 求 中 所 有 属于 
入 的 特征 菌 数 ， 

30.， 仿 习题 29 中 的 线性 空间 为 VW, 令 5 为 由 YW 中 满足 条 件 7f0) = FL) 的 机 数 了 所 组 成 的 子 空间 .再 
邻 [有 科 三 了. 求 工 的 全 体 特 钙 值 , 并 且 对 均一 个 特征 值 和 ,求人 S 中 履 于 和 的 全 体 特 征 棚 数 . 


第 9 章 在 微分 方程 组 理论 中 的 应 用 
9.1 3 引 言 


尽管 早 在 17 岂 纪 就 开始 了 对 微分 方程 的 研究 , 然而 直到 19 世纪 , 数学 家 们 才 
意识 到 , 相对 来 说 只 有 为 数 不 多 的 微分 方程 才能 用 初等 方法 求解 . Cauchy、 Liouville 
及 其 他 一 些 数 学 家 的 工作 , 表明 了 对 某 些 特殊 类 型 的 微分 方程 建立 保证 其 解 存在 的 
一 般 性 定理 的 重要 性 . 第 8 章 介绍 了 一 个 存在 唯一 性 定理 在 线性 微分 方程 研究 中 
的 应 用 ， 本 章 将 进一步 发 展 指数 和 矩阵 等 线性 代数 中 的 理论 并 将 它们 用 于 线性 微分 
方程 组 的 研究 . 

关于 高 阶 微分 方程 的 解 的 存在 性 理论 可 以 化 为 -~ 阶 微分 方程 组 来 进行 研究 . 例 
如 , 对 二 阶 方程 

多 二 24 — Y= et, {9.1) 


可 以 通过 引入 两 个 未 知 痛 数 太 与 yo 将 它 化 成 由 两 个 一 阶 微分 方程 组 成 的 方程 组 ， 
此 处 


i=Y, = 
于 是 就 有 名 = yr? = 入, 因此 方程 (9.1) 可 以 写成 如 下 的 一 阶 微分 方程 组 : 
| A= Ya, (9.2) 
鸣 一 太一 2t0a 十 好 
， 由 于 这 里 的 每 一 个 方程 都 包含 了 两 个 未 知 函 数 ， 因 此 无 法 用 第 8 章 中 的 方法 来 
求解 . 
在 本 章 中 我 们 考虑 由 ”个 牵涉 mm 个 未 知 函 数 矶 …… ,yn 的 线性 微分 方程 组 成 
的 方程 组 . 这 些 方程 组 有 如 下 形式 : 
| = Pt)n + Poalt)yz t+ Pn(t)yn + lt), 


: (9.3) 
= Pal 十 有 Pa 人 ga + i Pan (ds + (dD). 

在 方程 组 (9.3) 中 出 现 的 函数 Pk 与 4 是 定义 在 给 定 区 间 J 上 的 已 知 函 数 , 函数 
加 ;"… ,ym 是 有 待 确定 的 未 知 函 数 . 这 类 方程 组 叫做 一 阶 线 性 微分 方程 组 . 由 于 这 
个 方程 组 中 的 各 个 方程 一 般 来 说 都 包含 了 多 于 1 个 的 未 知 函 数 , 因此 不 可 能 将 它 
们 分 开 来 求解 . 

所 以 要 考虑 微分 方程 组 的 理由 之 一 是 每 个 mn 阶 线性 微分 方程 都 可 以 化 为 一 阶 
线性 微分 方程 组 . 例如 , 我 们 考察 n 阶 线性 微分 方程 


yD 二 aa 十 二 an (9.4) 
其 中 系数 u 都 是 给 定 的 函数 .为 将 此 方程 化 为 一 阶 线 性 微分 方程 组 , 我 们 将 y 写 
成 姻 , 然后 顺 次 对 y 的 各 阶 导 数 引 入 一 个 新 未 知 函 数 , 即 我 们 令 
旭 二 外 三 鳃 ;于 二 外 
再 将 方程 组 (9.4) 写成 由 ” 个 方程 组 成 的 方程 组 : 
久 二 8 
跤 三 馈 
(9.5) 
Yn1 = Yn 
Y= nh an dy Co yn +t RE). 
采用 向 基 与 矩阵 记号 可 以 明显 地 简化 关于 线性 微分 方程 组 的 讨论 . 对 一 般 的 
方程 组 {9.3), 我 们 引入 加 下 定义 的 商量 值 函 数 YY = (gy yn) 9 = (gq1,…… ,9n)， 
n xn 矩阵 值 函数 忆 = [py]; 对 任意 te J, 令 
YO = nt) OU = (a qn) PO) = [piy OD). 
我 们 将 向 量 与 @ 当 作 nn x 1 列 失 阵 并 把 方程 组 (9.3) 琢 成 如 下 简洁 的 形式 ， 
Y'= POY +Q0). (9.6) 
例如 , 对 方程 组 (9.2), 我 们 有 


于 To 1 To 
r= | | Pe=| oo=| | 


对 方程 组 {9.5), 我 们 有 


0 1 0 0 0 
网 0 a 1 .. 0 0 
Y2 . . . . . 
Y= ， ， Pt) = : : : : : ;= 
: 0 0 0 .… 1 0 
加 on on -ay -mn Rt) 


对 a & 了 和 给 定 的 一 个 n 维 常数 向 量 B, 寻求 满足 方程 组 {9.6) 与 形 如 了 fo = 
吾 的 初始 条 件 的 向 量 值 函数 Y 的 问题 叫 作 方 程 组 (9.6) 的 初 值 问题 finitialj-value 
problem). 无 需 多 花 任 何 力气 , 就 可 将 此 问题 推广 到 Q(t), B 和 Y(t) 都 是 nxm 算 
阵 的 情形 ， 

在 纯 量 (fm =n = 1) 情形 , 我 们 从 定理 8.1 知道 , 如 果 PP 与 8 在 7 上 连续 , 则 
方程 (9.6) 的 全 部 解 都 有 下 述 显 式 表 示 


Yl(r) = edeYfey 十 ed 人 za) / eA Q(t)dt (9.7) 
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给 出 , 其 中 A(z) = 让 P(t)qdt, a 为 了 中 任意 一 点 . 我 们 将 证 明 , 这 个 公式 能 人 台 适 地 
推广 到 方程 组 的 情形 , 即 当 P(t) 为 xm 矩阵 函数 而 三 的 与 Q(#) 为 mx 矩阵 
函数 的 情形 . 不 过 在 此 之 前 , 必须 定义 矩阵 的 积分 和 指数 矩阵 , 因此 我 们 简要 地 讨 
论 算 阵 函 数 的 微 积分 . 


9.2 ”和 矩阵 函数 的 微 积 分 


积分 与 微分 的 概念 可 以 直接 推广 到 矩阵 函数 的 情形 , 若 P(t) = [ps 人 芍 ] 为 以 函 
数 为 元 素 的 任意 n x m 矩阵 , 我 们 由 


/ “Prodt = / pad 


定义 积分 pp P(t#ydt, 即 矩 隆 PI 的 积分 等 于 以 P(t) 的 各 元 素 的 积分 为 元 素 所 组 
成 的 矩阵 ， 当 然 我 们 假定 各 元 素 在 [a, 相 上 都 可 积 . 读者 可 以 验证 关于 积分 的 线性 
性 可 以 推广 到 和 抢 阵 函数 的 情形 . 
矩阵 函数 的 连续 性 与 可 微 性 等 概念 也 可 通过 元 素来 定义 , 如 果 每 个 元 素 pi; 都 
在 上 点 连续 , 则 称 和 矩阵 落 数 忆 = [piy] 在 t 点 连续 . 当 所 有 导数 pi;(t) 都 存在 时 , 可 
以 通过 各 元 素 的 导数 来 定义 矩阵 函数 的 导数 P' 如 下 : 
P'(t) = [pi (DT. 
容易 验证 关于 函数 和 与 积 的 基本 微分 法 则 对 乱 阵 函 数 也 成 立 . 例如 , 车 尸 与 都 
是 可 微 拭 阵 函 数 , 则 当 PP 与 @ 为 行 数 与 列 数 相 辣 的 矩阵 时 , 我 们 有 
‘(P+Q)=P+Q, 
而 且 当 乘积 P@ 有 意义 时 , 我 们 也 有 
(PQY = PA’ + P'Q. 
关于 复合 函数 的 求 导 法 则 了 世 成 立 . 即 若 F(t) = 已 gt 的 ], 则 当 P 是 可 微 矩 阵 孙 数 瑟 
9 为 可 微 纯 量 明 数 时 , 我 们 有 到 (tf) = ?的 PP [9 的 ]. 微 积分 第 一 基本 定理 与 第 二 基 
本 定理 以 及 敬 导 数 定理 对 和 失 阵 函数 同样 成 立 . 这 些 性 质 的 证 明 作为 9.4 节 中 的 一 组 
习题 留 给 读者 , 
然而 指数 矩阵 的 定义 并 不 如 此 简单 , 需要 作 进 一 步 的 准备 , 这 将 在 下 面 几 节 中 
讨论 . 


9.3 ”和 矩阵 朝 级 数 ， 矩阵 的 范 数 


设 4 = [oij] 为 nxn 实 和 矩阵 或 复 算 降 , 我 们 希望 以 这 样 一 种 方式 来 定义 指数 
es4, 使 得 它 具 有 关于 通常 实 指数 或 复 值 指数 的 某 些 基本 性 质 . 特别 地 , 我 们 希望 这 
样 的 定义 保持 如 下 形式 的 指数 律 : 


9.3 天 阵 堆 级 数 : 延 阵 的 范 数 ”263 


et4es4 一 elsefn4， 对 所 有 实数 s 与 二 都 成 立 ， (9.8) 
以 及 关系 式 oo = (9.9) 


其 中 OO 与 工分 别 为 只 xma 零 矩 阵 与 单位 矩阵 ， 似乎 我 们 可 以 很 自然 地 将 e4 定义 
为 以 各 个 元 素 ai 作 指 数 所 得 到 的 矩阵 fen" ], 但 这 在 实际 上 是 不 能 接受 的 , 因为 这 
样 的 定义 既 不 满足 性 质 (9.8) 也 不 满足 性 质 (9.9). 因而 我 们 不 采用 这 个 定义 , 而 是 
用 笑 级 数 展开 式 i 
e4 = > 全 
k=0 


来 定义 e4. 我 们 知道 , 上 述 公式 当 4 为 实数 时 成 立 ( 当 4 为 复数 时 也 成 立 ), 我 们 
将 证 明 当 4 为 矩阵 时 , 由 上 式 可 推出 性 质 (9.8) 与 (9.9). 在 此 之 前 , 我 们 还 需 说 明 
收 敏 征 阵 级 数 是 什么 意思 . 

定义 9.1 ( 收 敛 矩阵 级 数 ) 给 定 实 或 复 m x n 短 阵 的 无 穷 序 列 {Ck}, 令 oA9 
表示 Ok 的 (名 站 - 元 . 车 全 部 mn 个 级 数 


oo 


De, G=b ,mi =) (9.10) 
上 二 1 
都 收 北 ， 则 称 短 阵 级 教 YC 收 铸 ,并 且 定 义 它 的 和 是 以 级 数 (9.10) 作为 ( 纪 让 -元 
的 mx 妃 矩 阵 ， 和 
关于 抢 阵 级 数 收 化 性 的 一 个 简单 而 且 很 有 用 的 判别 法 可 以 用 和 拖 阵 的 范 数 来 给 
出 . 矩阵 的 范 数 可 以 看 作 是 数 的 绝对 值 的 一 个 推广 . 
定义 9.2( 矩 阵 的 范 数 ) 设 委 = [aij] 为 一 个 mxn 实 抵 阵 或 复 拭 阵 ,， 念 外 和 | 
表示 A 的 所 有 元 素 的 绝对 值 之 和 ;， 即 


14L= 》 3 lal (9.11) 


t=1 j=1 
则 称 ‖ 角 41 为 矩阵 4 的 范 数 (norm). 

有 时 也 用 别 的 方式 定义 范 数 , 我 们 采用 上 述 定 义 是 因为 由 此 可 以 很 容易 导出 下 
列 性 质 . 

定理 8.1{ 范 数 的 基本 性 质 ) 设 轧 与 B 为 矩阵 , c 为 任意 实数 或 复数 , 则 我 
们 有 

生生 十 如 | 所 上 有 十 咱 B|， AB 起 几 BI， eA 二 il， 

证 明 ”我 们 只 给 出 4B1 乞 14 川 召 | 的 证 明 , 另外 两 个 性 质 的 证 明 更 为 简单 ， 
我 们 将 它们 作为 习题 留 给 读者 . 

设 和 4 为 mx 只 第 阵 , 吾 为 于 xp 征 阵 ,车 4:= [law],B = [bal; 则 4B = 


a onbis|， 因此 由 等 式 (9.11) 得 
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14Bl = 信人 aikbkz| < 人 lain| > [Bas| 
t=1 j=1 Ik=1 2=1 R=1 
& YY ainlliB) = | 4 川 如 | 口 


i=1 E=1 
注意 到 在 B = A 的 特殊 情形 (此 时 两 者 都 是 n x n 矩阵), 关于 ||4B| 的 不 等 
式 变 成 | 43 引 所有 4|?. 由 对 习 的 归纳 法 又 得 , 对 任意 nxn 和 矩阵 4 都 有 
AKI| & | A EE = 2,3,.... 
这 些 不 等 式 将 用 于 关于 指数 矩阵 的 讨论 . 
下 述 定理 给 出 关于 和 抢 阵 级 数 收 化 性 的 一 个 充分 条 件 ， 
定理 9,2( 矩 阵 级 数 收敛 性 的 判别 法 ) 证 {Cs} 是 一 个 nxn 天 阵 的 序 到 合 得 


范 数 级 数 二 lcCsll 收 笋 ， 则 短 阵 级 数 Ch 也 收 敏 

证 明 令 c9 表示 Cx 的 (i, 办 -元 , 由 于 |c9| < Cl 因此 由 二 1ecsl 的 收 
化 性 即 得 各 级 数 二 cl) 的 绝对 收 伍 性 , 从 而 各 个 级 数 二 cf 都 收 笋 ， 即 短 阵 级 激 
二 Cx 收 敦 . 口 


9.4 习 题 


1， 证明; 积分 的 线性 性 对 矩阵 函数 的 积分 也 成 立 ， . 

2. 设 尸 与 @ 痢 可 微 , 验证 关于 怎 阵 丽 数 的 下 列 徽 分 法 则 . 在 (a) 中 , 五 与 Q@ 必须 行 数 相 同 且 列 数 也 相 
同 才能 司 只 十 有 意义 , 在 fb) 与 (d) 中 , PP 的 列 数 必须 和 @ 的 行 数 相 同 才能 使 它们 的 蔷 积 有 意义 . 
在 [c) 与 (d) 中 假定 @ 是 可 逆 和 矩阵 . 
(a} (PHO'=P+Q'. (bp) (PO) = PY + PSG. 
(cj (Q-1Y = -0Q-1090-. (qd) {POY = -PQ OQ +PQ!. 

3. {a】 设 号 为 可 微 秆 阵 函 数 , 证 明 : P? 与 P3 的 导数 由 下 列 公 式 给 出 

(PY'= PP'+PP, (PY = PP'+PPP+P'P?. 

(b) 猜测 出 关于 P* 的 导数 的 一 般 公式 , 然后 对 尺 作 归 钠 法 来 证 明 这 个 公式 . 

4. 设 已 为 可 微 矩 阵 函 数 ,5 为 可 微 纯 量 隔 数 ,9g 的 值 域 是 己 的 定义 域 的 一 个 子 集 . 令 下 为 由 F(t 一 
下 四 的 ] 所 定义 的 复合 函数 , 证 明 复 合 两 数 求 导 的 链 式 法 则 : F(t) = 六 (二 王 ' If] 

5. 证 明 关于 炬 阵 范 数 的 霍 导数 定理 : 车 对 某 个 开 区 间 {a,5) 内 的 所 有 t 都 有 _P'(t} = OO, 出 托 媳 函数 
也 忆 ) 在 (a 如 上 是 … 个 常数 和 矩阵. 

6， 将 微 积分 第 一 基本 定理 和 第 二 基本 定理 推广 到 矩阵 郴 数 并 给 出 证 明 ， 

?7 损 述 并 证 明 以 矩阵 函数 作为 被 积 函 数 的 一 个 分 部 积分 公式 . 

8. 证 明 答 阵 范 数 的 卞 列 性 质 ; 


14+ BI <|AI+IBI leAl = ellAl. 
9、 设 从 阵 函 数 忆 在 区 间 [@, 问 上 可 积 , 证 明 : 
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b 由 
上 ea s 三 Penae 
10. 设 号 为 一 个 wx aa 对 角 短 阵 , 万 二 diag (XA1,.… ,An), 还 明 : 矩阵 级 数 器 部 * 收 敏 并 且 也 是 一 个 
k=O 
对 角 知 隆 : _ 
> 二 - 一 diag {e ,en) _ 


11. 设 号 为 一 个 nxn 单位 短 阵 , 五 = diag (X41,:-. ,和 An). 阁 窍 阵 级 数 过 ckDa 收 和 伍 , 证 明 : 


人 [re [a 
Vo Dt = ding b> oh co 
=D 上 二 0 K=0 . 


12， 疫 所 降级 数 主 CO 收 敏 , 其 中 各 Cu 为 nxn 短 阵 . 证 明 ; 著 各 与 日 为 使 乘积 ACu 五 有 意义 的 
. =1 
第 阵 , 则 矩阵 级 数 六 {AC BB) 也 收 唐 并 且 其 和 为 算 阵 及 (¥ cx) B. 
一 工 一 1 


9.5 指数 和 矩 阵 
利用 定理 9.2 的 判别 法 容易 证 明和 矩阵 级 数 
oo Rk 
后 (9.12) 


对 任意 实 和 矩阵 或 复 年 阵 都 收敛 (对 应 于 = 0 的 项 为 单位 矩阵 也 . 各 项 的 范 数 满足 
不 等 式 


sR 
此 处 e = |Al. 由 于 级 数 学 区 对 任意 实数 a 都 收 笋 , 因此 由 定理 9.2 即 得 皂 阵 级 
数 (9.12) 对 任意 方 阵 4 都 收敛. 


定义 9.3 (指数 和 矩阵) ”对 任意 nxn 实 拭 隆 或 复 扼 阵 及 , 由 收 训 级 数 [9.12) 所 
绍 出 指 nxn 超 阵 
ce A 
2 
k=0 


叫 作 指数 矩阵 (exponential matrix) 并 记 作 4. 口 
由 上 述 定 义 有 e? = 工 此 处 口 为 霍 矩 阵 . 关于 指数 矩阵 的 进一步 性 质 将 借助 
于 微分 方程 展开 讨论 . 


9.6 ”e” 所 满足 的 微分 方程 
设 上 为 实数 , 4 为 nxn 和 矩阵, 令 瑟 (由 为 由 
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E(t) = et4 
所 给 屿 的 n xm 矩阵 . 我 们 将 4 固定 而 把 E(t) 看 作 的 函数 . 我 们 先 给 出 五 所 
满足 的 一 个 微分 方程 . 
定理 9.3 ”对 任意 实数 t, 由 E(t) = et4 定义 的 类 阵 溃 数 召 都 满足 迭 阵 微分 
方程 
E(t = E(tA= AE(). 
证 明 ”由 指数 第 阵 的 定义 有 


k=0 契 二 人 0 
令 < 六 表示 A* 的 亿 放 元, 则 2 的 所 让 - 元 是 区 所 因此 由 短 阵 级 数 的 定义 
得 0 jh AF i 加 z 
大 一 昌 =0 


等 式 (9.13) 右边 的 各 元 素 都 是 t 的 窜 级 数 , 它们 对 所 有 上 都 收 敏 , 因此 对 所 有 其 
导数 都 存在 并 且 由 求 导 后 的 级 数 
区 (RH 


给 出 . 由 此 证 明了 导数 到 (6 的 存在 性 并 且 由 矩阵 级 数 
De jk 天 十 1 B 
F(t) = ! 人 = ¥ 车 A= EA 
天 = 天 一 个 


给 出 . 在 上 面 最 后 一 式 中 我 们 用 到 了 性 质 At+l = A*A. 由 于 4 与 At 交换 , 因此 
也 有 A*1+1 一 AA*, 由 此 得 E'(t) = AE(t), 即 得 定理 . 
注 ”上 上 述 证 明 也 指出 了 et 与 由 可 交换 . 


9.7 ”和 矩阵 微分 方程 F’(t) 二 A4F(t) 的 解 的 唯一 性 定理 


在 本 节 中 , 我 们 要 证 明 一 个 肇 划 托 阵 微分 方程 本 的 = AF(t) 的 所 有 解 的 特征 
的 唯 -- 性 定理 . 这 个 定理 的 证 明 几 到 下 述 定 理 . 
定理 9.4(e:4 的 非 表 异性 ) 对 任意 xm 元 阵 A 和 任意 纯 量 我 们 都 有 
etace 坦 一 了 {9,14) 
因此 ct 是 非 奇 异 和 矩阵 而 且 它 的 道 矩 阵 是 e 专 ， 
证 明 令 下 为 由 


F(t) 一 Cet 
所 定义 的 矩阵 函数 , 其 中 + 为 性 意 实数 . 我 们 通过 证 明 导 数 F'{+) 为 零 智 阵 来 证 曲 
F(t) 是 单位 矩阵 . 对 下 求 导 , 由 于 4 与 st4 可 交换 , 因此 由 乘积 的 求 导 法 则 及 定 
理 9.3 我 们 得 
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F(t) 一 4t4 (eta)r 十 {eA)e-ia 
一 eti4{ 一 4e- 志 ) 十 detde 一 t 
一 AetAe-t4 十 AetAo-itA 
=0. 
于 是 由 零 导 数 定理 得 FF 是 一 个 常数 征 阵 . 又 由 于 三 (0) = ece 2 = 了 因此 对 所 有 
t 都 有 后 (#) = 了, 即 得 等 式 (9.14). 
定理 9.5 (唯一 性 定理 ) 设 有 妇 为 给 定 的 nxn 常数 短 阵 , 妃 为 给 定 鸭 Xn 
常数 痊 阵 , 则 微分 方程 


F(t) = AF 
的 对 所 有 实数 上 都 满足 初始 条 侍 
Fi0)=B 


的 解 为 nx rm 矩阵 函数 百 : 
F(t) 一 et 五. {9.15) 


证 明 首先 我 们 易 知 ct4B 是 一 个 解 . 现在 设 三 为 任意 一 个 解 , 考虑 第 阵 函 数 
G(t) = ett FE). 
两 边 求 导数 得 
C(t =e AF — Ae tAF(t) =e AF -eAFt)= 0. 
从 而 G(#) 是 一 个 常数 矩阵 ,因此 
GH = G0) = FID) = B, 
即 e- 埠 FP) 一 BB, 两 边 同 必 以 et4, 由 恒等式 (9.14) 即 得 


F(t) = eB. - 
因此 解 唯一 , 即 得 定理 . 口 
注 同 理 可 证 本 (区 = Be*4 是 初 值 问题 
Ft) = F(A, F(0)=B 


的 唯 . - 解 , 此 处 下 [由 与 如 为 rn xn 和 矩阵 而 及 为 n xn 第 阵 . 


9.8 “关于 指数 矩阵 的 指数 律 


指数 律 c4eB 一 c4+B 并 不 是 对 所 有 和 矩阵 指数 都 成 立 的 , 9.11 节 习 题 13 给 而 了 
这 样 的 一 个 反例 . 然而 不 难 证 明 , 当 和 矩 阵 4 与 B 可 交换 时 指数 律 一 定 成 立 . 
定理 9.6 设 人 4 与 召 是 两 个 可 交换 的 如 xa 矩 阵 : 在 日 = 瑟 有 4, 则 
eteB 一 eAtiB. (9.18} 
证 明 由 AB=BA 得 
AB= A(BA) = (AB)A = (BAIA- BA?, 
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因此 B 与 42 可 交换 . 由 归纳 法 可 得 B 与 4 的 任意 正 整数 紧 都 可 交换 . 通过 将 
et4 表示 成 窜 级 数 形式 可 以 看 出 , 对 任意 实数 £, BB 与 et4 也 可 交换 ， 
现在 设 已 为 由 


FP{t) 一 姑且 十 召 ) — etApiB 
所 定义 的 矩阵 函数 , 我 们 要 证 明 , 对 所 有 i; F(t) 都 等 于 O. 对 F(t) 求 导 并 利用 百 
与 es4 可 变换 这 一 性 质 , 我 们 有 
F(t) 二 (4 十 BJ)e:(4+B) otetB _, et4 FeiB 
= (A+ Be s+B) (A+ BesetB 
= (A+ BF). 
从 而 由 唯一 性 定理 得 


F(t) = ot(4+B}F (0). 
而 由 于 FF(0) = O, 因此 对 所 有 t 部 有 F(t) = O, 于 是 得 
ot{ATHB) 一 otAptB 
当 t==1 时 即 得 等 式 (9.16). 口 
例 矩阵 s4 与 +4 对 所 有 纯 量 s 与 t 都 可 交换 , 因此 我 们 有 


es 六 et 有 一 elat+0 有 有 


9.9 ”党 系数 齐 次 线性 微分 方程 组 的 存在 唯一 性 定理 


设 4 为 兄 x9 常数 矩阵 , 站 为 xm 矩阵 函数 , 则 和 矩阵 微分 方程 "(t= AY (+) 
叫 散 常 系数 线性 【微分 ) 方程 组 . 我 们 将 利用 指数 矩阵 给 出 这 类 微分 方程 组 的 解 的 

定理 9.7 诅 巡 为 给 定 的 见 X7 常数 矩阵 ; 电 为 给 定 的 nx wm 常数 拭 阵 ,， 划 
初 值 问题 


Y= AY(H), (0) 一 吾 (9,17) 
在 区 闻 一 00 < 过 十 ce 内 有 唯一 的 nn x m 奔 阵 解 且 其 解 由 公式 
Y(t) = eB (9.18) 


给 出 . 更 一 般 地 , 初 值 问题 
Y(t) = AY(), Ylo)=B 


为 
的 角 Y(t) = et-0AB. 


证 明 对 式 (9.18} 两 边 求 导 得 Y(t) = Ae:4B = AY(j， 由 于 YY(0) = 有 B， 
因此 这 是 初 值 问题 (9.17) 的 一 个 解 , 为 证 明 这 是 唯一 解 , 我 们 采用 定理 9.5 的 证 法 . 
设 2 人 为 另 一 满足 歹 的 = 42(t) 且 Z(0) = 吾 的 矩阵 函数 , 令 G(t) = ee 夫 2 人 0 有， 
则 容易 验证 G 人 的 = O, 因此 Gt) = G0} = 2(0) = B, 即 e- 以 2 的 一 五 , 于 是 
Z(H) = e4 呈 = 工人 和. 对 Y(a) = B 的 较 一 般 情形 可 以 用 完全 相同 的 方法 处 理 .， 口 
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9.10 ”在 特殊 情形 下 e* 的 计算 


虽然 定理 9.7 给 出 了 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 组 解 的 显 式 表示 , 但 是 还 存在 实 
际 计算 指数 矩阵 et4a 的 问题 . 如 果 想 从 级 数 定义 出 发 计算 e4, 则 我 们 就 得 计算 所 
有 的 竹 4*, k = 0,1,2,.…. 然后 还 要 计算 各 个 级 数 学 2 的 和 , 此 处 c 介 是 A* 
的 人 力 - 元 , 一 般 来 说 ， 这 是 一 个 没有 希 望 完成 的 任务 除非 矩阵 4 的 各 次 寡 能 很 
容易 地 求 出 . 例如 , 若 4 是 对 角 矩 阵 , 不 妨 设 
A= diag (AT An 

则 4 的 任意 次 早 也 是 对 角 和 矩阵 , 事实 上 , 4F = diag (和 站,… ,小 )， 因 而 在 这 一 情形 
eti4 是 由 

Se 二 

一 diag (> 页 对 ， i 5 — diag (ei,-... ,on) 

K=O 二 Q 
确定 的 对 角 拖 阵 . 田 一 种 简单 迟 形 是 A 为 一 个 可 以 对 角 化 的 矩阵 . 例如 , 车 存在 非 
育 异 矩阵 C 使 得 C71AC 是 对 角 拖 阵 , 设 C 14C = DD, 则 4 = CDC-L 由 此 
可 得 

= (CDCTTICDC = CD2C 一 1， 
以 及 对 任意 正 整 数 , 都 有 

Ar = CDtOT, 
从 而 在 这 种 情形 下 有 
A Keyl wD*\ tDem-1 
-和 了 -Dhcn C -c(S | jc = Ce DO. 
0 


对 角 和 矩阵 万 与 有 A 和 有 相同 的 全 设 为 和 1,… ,Xx, 则 


= diag (0!,.-. ,en), 


因此 Cet:POT! 是 形 如 
et 了 1 (A) 十 et Lo( A) 十 …… 赴 0 
的 一 个 线性 组 合 , 其 中 各 乘 子 (multiplier] 工 (4 上 2( AA),: 4) 都 是 依赖 于 心 
从 而 也 依赖 于 4 的 nn xn 和 矩阵 ， 换 这 之 ， 筑 们 包 缀 什 明 了 还 定理 中 的 展开 
(9.19). 
定理 9.8 车 nxn 大 阵 可 对 角 化 , 并 且 及 的 特征 值 汶 和 1,-… ,和 则 


Tl 


eA 一 》 emLe(d), {9.19) 
k=1 


此 处 各 来 子 Zk( 4) 都 是 仅 依赖 于 自 的 nxn 给 阵 . 由 此 又 有 
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A' = 二》 La(A)， 对 每 一 个 整 教 " > 0， {9.20) 
并 一 二 
p(4) 二》 POW)LE( 有 A)， 对 任意 多 项 式 DA (9.21) 
大 一 1 
证 明 ”在 展开 式 (9.19) 中 取 t= 人 0 得 
I= LtA). 
KE=1 


对 展开 式 (9.19) 两 边 求 导 得 


et 和 = > XAKetsk 了 kf)， 
k=1 


再 令 t= 0, 则 得 


A=D Mle(A). 
大 一 1 
继续 这 一 程序 , 对 展开 式 (9.19) 无 边 每 求 导 一 次 都 将 使 左边 新 增加 一 个 因子 4, 同 
时 使 右边 和 式 中 的 第 项 增加 一 个 新 因子 必 . 经 过 > 次 求 导 然 后 取 t= 0, 就 得 到 
展开 式 (9.201. 


现在 令 p(X) = crX" 为 入 的 任意 多 项 式 , 对 7 = 0,1,.… ,rm 将 展开 式 (9.20) 


两 边 各 项 乘 以 cj, 然后 相 加 即 得 展开 式 (9.21). 
如 下 述 定理 所 示 , 适当 选择 多 项 式 p(%), 我 们 可 得 到 展开 式 (9.19) 中 扎 阵 乘 子 
kf4y 的 显 式 表 示 . 
定理 9.9 车 nnxn 厦 阵 4 有 个 不 同 的 特征 值 和 1,-… ,An, 则 


et4 = De L(A), (9.22) 
=1 
此 处 上 i( 甩 ) 是 由 公式 
一 AI 
Lp{ A) = 1， 9.23 
kt) lI XDA nn (9.23) 
3 


给 出 的 A 的 nn 一 1 次 多 项 式 ， 
证 明 由 于 4 有 ?个 不 同 的 特征 值 , 因此 4 可 以 对 角 化 . 于 是 由 定理 9.8, 对 
任意 多 项 式 p(), 等 式 (9.19) 与 等 式 (9.21) 都 成 立 . 如 果 取 p(A) 为 4 的 特征 多 项 


PO = (Fo— AANA — M2) (A Co Mn), (9.24) 
则 对 每 个 都 有 pO) = 0, 于 是 由 等 式 (9.21) 得 
p(A}= 0O. (9.25) 


这 当然 就 是 在 6.13 节 中 讨论 的 Cayley-Hamilton 定理 . 上 面 的 论述 给 出 了 当 和 矩阵 
的 特征 值 互 不 相同 时 Cayley-Hamilton 定理 的 久 一 个 证 明 . 


9.10 在 特殊 情形 下 et4 的 计算 271 


在 展开 式 (9.21) 中 , 选择 一 个 与 上 面 稍 有 不 同 的 多 项 式 , 我 们 可 以 用 它 给 出 
LnlA) 的 显 式 表 示 . 我 们 不 用 特征 多 项 式 (9.24), 而 是 选择 从 特征 多 项 式 中 去 掉 一 
个 因子 而 得 到 的 n 一 1 次 多 项 式 来 代替 . 例如 , 令 mi 为 从 特征 多 项 式 (9.24) 中 
会 去 第 一 个 因子 (X 一 X 所 得 到 的 多 项 式 , 即 

Pp1(A) = (A — Xa) (No Mn). 
于 是 当 交 2 时 都 有 pylA4) = 0, 而 
Pi = (M1 — Ma) CO — Mn). 
注意 到 由 于 各 Xj 互 不 相同 , 因 丝 pi( 和 1) 关 0. 在 展开 式 (9.21) 中 使 用 这 个 多 项 式 ， 
我 们 得 


pi) = ypiOn)Fa(4) 一 PICA1)Z1(A)， 


不 =] 
由 于 pO) 关 0, 因此 可 以 从 上 式 求解 L(A 得 
pitA) 太一 AT 
二 pa) 了 A1 一 Aj . 
类 似 地 , 如 果 令 pz( 和 A) 表示 从 特征 多 项 式 (9.24) 中 会 去 第 二 个 因子 (和 一 和 2) 而 得 到 
的 多 项 式 , 即 若 


Li(A) 


m2 = I-—»), 


我 们 看 到 当 关 2 时 都 有 pzlAx) = 0, 而 
PalX2) = Tes — Aj) 0. 


1¥2 


将 多 项 式 p(X) 用 于 展开 式 (9.21), 我 们 得 
pa(A) = 》 pa(Akj2h(4) = pa(N2)L2(A). 


KK=1 
从 上 式 求 2( 有 A) 得 
zaf4) 二 总 一 AjI 
L(A4) = pa(Xa) | II A CA 
同 理 可 得 , 对 性 意 , 我 们 都 有 关于 L(A4) 的 一 般 公 式 (9.23}. 口 


例 1 若 4 为 3x3 和 皂 阵 ,4 有 3 个 不 同 的 特征 值 和 ,yx,vw, 则 由 定理 9.9 得 
ta A ADAT DD lA MD(ATvD (一 人 下 (是 一 中 


? TREE 
例 2 对 2x2 知 阵 A= | ， Ee 


解 ”矩阵 A 有 两 个 不 向 的 特征 值 Xi = 6,X2 = 1, 因此 由 定理 9.9 得 
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et4 一 Qt LL (A) 十 人 ta (4)， 


其 中 
六 一 A2T 1 1|14 4 
忒 ) 一 一 -=-(4 一 了 一 一 ， 
1(4) A1 一 Xa 6. ) 引 : | 
A-hT _ 1 1 1-1 4 
也 az) 一 = 一 (4-6 门 = -一 
(4) A 二 (4 一 6 二 | 1 | 
而 得 
a 4 4 ee 一 | 4 _1 Aest + er 4e6t — det 
5 1 1 一 5 1 -4| 5| et_e: et der 


例 3 求 线性 齐 次 微分 方程 组 
| 殉 三 5 十 和 2 
队 = 及 十 292 
满足 初始 条 件 y1(0) = 2 与 yz{0} = 3 的 解 . 
解法 1 原 方程 组 可 表示 成 如 下 算 阵 形式 : 


Y(t) = AY(S), Y(0) 一 | | 二 4 | 5 ‘| 


由 定理 9.7 可 得 其 解 为 Y(t) = etaY(O). 利用 例 2 中 求 出 的 矩阵 et4, 我 们 得 
|_1l dett -et Aest— Aet 2 
yo 5| otf_ eo et + det 3 | 
= de 2e, vz = ed: 2er, (9.26) 


解法 2 ” 述 有 一 种 不 需求 出 eta 的 显 式 表 示 的 解法 . 由 于 A 可 对 角 化 , 所 以 
et = CetDO 1!1, 此 处 
at 0 
etD = 


于 是 无 需 实际 计算 et4, 就 可 以 断定 它 的 各 个 元 素 都 是 ett 与 et 的 常 系数 线性 组 
合 . 又 由 于 六 (从 = et4y (0 所 以 解 向 量 Y(t) 的 各 个 元 素 也 都 是 et 与 et 的 常 系 
数 线 性 组 合 , 因此 这 些 解 本 身 必 可 表 为 如 下 形式 : 
= Qe bet, yo = cest + det, 

其 中 oa ez 为 待定 的 常数 系数 . 我 们 可 以 利用 例题 中 给 出 的 两 个 微分 方程 及 两 个 
初始 条 件 来 确定 这 4 个 待定 常数 . 事实 上 , 由 初始 条 忻 可 得 a +8=2,c+d=3, 而 
由 微分 方程 可 得 a = 4c,58= ~d. 于 是 得 & 一 4,5 一 一 2,c 一 1,d 一 2. 和 前 面 得 到 的 
解 (9.26) 相同 . 口 

注 ” 例 3 的 解法 2 表明 , 当 短 阵 A 可 以 对 角 化 时 , 我 们 可 以 采用 另 -- 种 解法 来 求解 齐 次 线性 微分 方 
程 组 . 


由 上 式 即 得 
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. Yt) = Ayt), yD0) = B. 

如 果 站 的 特征 值 为 和 i, -. , Xn， 则 指数 矩阵 et4 的 各 个 元 素 都 是 eiX1，... ,etxn 的 常 系数 线性 组 合 ， 从 
而 解 矩 阵 Y 人 的 各 元 素 也 都 是 这 样 的 线性 组 合 , 因此 我 们 可 以 将 作为 解 芋 伯 的 各 元 素 的 函数 yi;(t) 表示 
为 er*1，.，. ,et*n 的 待定 常数 系 灼 的 线性 组 侣 ,然后 利用 微分 方程 Y(t) = 及 Yt) 及 初始 条 件 YI0) = 号 
来 确定 这 些 待定 系 煞 . 

当 和 不 能 对 和 化 时 ， 已 经 有 多 种 方法 可 以 用 来 计算 et 们 ,大 争 数 方 法 楼 求 作 预 备 变换 ， 其 本 质 决 定 十 
六 的 特征 值 的 重 数 .在 9.12 节 中 , 我 们 介绍 计算 et4 的 :一 种 实用 的 直接 方法 , 不 论 及 是 否 林 对 和 角 化 , 这 
种 六 法 对 任何 方 阵 及 都 能 适用 ,， 它 不 需要 作 任 何 种 类 的 预备 变换 . 这 个 方法 出 EE. J. Putzet 在 《美国 数学 
月 刊 》, Wol.73{1966), 99 2-7 中 提出 . 这 个 方法 的 基础 是 Cayley-Hamilton 定理 . 


9.11 习 题 


在 习题 1 ~ 4 中 ， [a) 将 4 -1 4: 及 所 有 全 的 更 商 次 每 表示 成 了 与 及 的 线性 组 合 【 可 以 庶 用 
Caylay-Hamilten 定理 ); fb) 求 出 时 4. 


1 4-| i | 2 4-| 1 :| aa-| ,| 4. 有 | 1 
1 1 1 2 1 0 | 0 
在 习题 5~7 了 中 , (a) 计算 4", 将 A3 表示 成 J, 有 A& 与 A 的 线性 组 合 ; {b) 求 出 ef4. 
0 1 1 0 1 1 2 0 0o|] 
5. A=|0 0 11. 6. 4 一 0 1 1|. 7. 站 二 |0 1 0|. 
0 0 0 0 0 0 0 1 11 
本 QQ 1 ， A cogt sint 
3 他 #4 | ,|- Emo -| 3: | 
1 
{by} 4-| 2 。 | 旦 “与 5 为 实 才 时 对 et4 给 出 相应 的 表达 式 . 
9. 设 下 (和 一 1 机 | 证 明 :， eFtt) 二 EF{let™1Yy. 


10. 设 4 的 是 t 的 纯 且 机 数 , e456 的 导数 是 e201E). 计算 当 A(#) = | 1 1 | 时 ea 的 的 导数 并 
证 明 它 既 不 等 于 乘积 e4 的 由 全 也 不 等 于 乘积 A'(fye* 0). 


0 -1 0 
11. 设 4=|1 0 11, 将 ea 表示 成 工具 442 的 线性 组 合 . 
0 1 8 
0 1 0 工人 Ty wy? 
12. 设 4=| 2 0 1 1: 证明 :ea 一 | 2xy zz2 十 y2 2zy |, 此 处 = cosh1,y 二 sinh1. 其 中 
0 1 0 v2 IY 2 


cosht = (et 二 et) 与 sinht= (et 一 e +) 为 双 曲 滑 数 . 
13、 举 例 指 出 等 式 e4+5 = eA4eS 并 不 是 对 任意 矩阵 指数 都 成 立 的 ， 设 4 二 | 


| ; . | 计算 并 阵 eaeB ,esea,ea+a, 验证 这 3 个 结果 各 不 相同 . 
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14， 给 定 nx nn 常数 拭 阵 及 与 B. 

la) 省 etAetB 一 etBetA 对 所 有 实数 + 都 成 江 , 证 明 ; AB = 日 A.{ 建 议 : 求 导 } 

(bj 令 设 对 所 有 实数 + 都 有 ett#*+S) = etAet5 证 明 ， 4 吾 = 日 A&, 或 举 出 反例 说 明 该 等 式 不 成 立 . 
15， 雏 定 n xn 生 降 (asf 其 中 当 二 j= 二 Rn 十 1 时 aijy 一 mm 而 在 其 他 情形 都 有 majy = 0. 

(a) 证明: 对 每 -个 下 次 1 都 有 42* = nm 册 导 册 2F1 一 mn2F A 

fb) 用 m,4 与 工 形 示 et 有 #, 当 n= 二 时 应 有 


etA = (cosh 2£}I + (sinh 21) A. 
16， 给 定 n x n 姬 阵 丰 使 对 某 些 选 定 的 印 量 na 与 有 42 一 asT 二 54. 则 站 的 高 于 2 次 的 窒 也 是 了 与 

如 的 线性 组 侣 ， 从 而 指数 矩阵 et* 也 可 简化 为 形式 

att = FOI + g(aA, 
此 处 六 对 与 9 的 都 是 t 的 纯 量 晴 数 . 
(a) 设 了 与 A 线性 无 大, 证明: f(#) 与 9 全 都 满足 二 阶 微分 方程 

Y= ay+by. 
(b】 在 4? = 47 十 34 的 特殊 情形 , 给 出 了 的 与 g(t) 的 显 式 表示 , 使 得 
et = f(T + gt}A. 


9.12 ”计算 e* 的 Putzer 方法 


Cayley-Hamilton 定理 表明 , 任 一 nn x n 窍 阵 4 的 n 次 宕 都 可 以 表示 成 I, 4， 
42 ,41 的 线性 组 合 . 因此 任 一 更 高 次 宕 A4711,， A"™12,，.…. 也 都 可 以 表示 为 I 
4, A?，-…，, A"! 的 线性 组 合 . 从 而 在 定义 et4 的 无 闪 级 数 中 , 当 kk > n 时, 各 项 
些 鲜 ”也 都 是 太志 让 4 让 42 , 丰 4n 1 的 线性 组 合 . 由 此 可 知 et4 可 以 表示 成 4 
的 形 如 


et4 = 3 加 的 4 (9.27) 
下 二 
的 多 项 式 , 其 中 纯 量 系数 g(t) 依赖 于 1. E. J. Putzer 给 出 了 将 e+4 表示 为 4 的 多 
项 式 的 两 个 有 用 的 方法 , 下 述 定理 给 出 其 中 较为 简单 的 那个 方法 . 
定理 9.10 设 入 ,… ,Xn 为 nxn 姓 阵 丰 的 特征 值 , 定义 及 的 多 项 式 序列 
如 下 : 


KE 


PolA}= I, P(A)= [[ (4 -MD, 对 k=1,2,...,n. (9.28) 
人 一 二 
则 我 们 有 于 一 1 
et 一 > Tkt1(t) Pet A), {9.29) 
天 一 中 


此 处 纯 量 系数 让 {让 ,…… ,rn(t) 由 下 述 三 角形 一 阶 线性 投 分 方程 组 递归 地 给 出 : 
于 {i = AIT1 (t), Tl (0) = 1, 


(9.30) 
TH = ARTITETICE) 十 和 (的 rpri(0) =0, (k=1,2,.. ,no 1). 
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注 ”上 展开 式 (9.29) 并 激 有 和 像 展 并 式 (9.27) 中 那样 直 嫌 将 et4 技 4 的 军 展 半 , 而 是 将 et4 表示 成 
多 项 式 而 (4 忆 (4 ,… BA4) 的 一 个 线性 组 合 . 从 要 知道 4 的 特征 值 , 这 些 多 项 式 就 容易 求 得 . 由 
于 微分 方程 组 19.30) 是 三 角形 的 , 因此 (9.29) 中 的 乘 子 rm 四 . :rnt 也 很 容易 确定 ， 当 这 些 解 逐个 确 
定 后 , 色 个 微分 方程 只 包 售 “个 未 知 函 数 . 

证 明 吝 记 的 ,-… :mm 区 是 由 方程 组 (9.30) 确定 的 纯 量 函数 , 再 由 


nl 
F(t) = raprilt P(A) (9,31) 


不 二 人 
定义 一 个 矩阵 函数 五 我们 将 证 明 所 和 et4 满足 同一 个 微分 方程 , 即 F'(t) = 
站 FE) 以 及 在 上 = 0 处 的 同一 个 初始 条 件 , 由 此 即 可 得 F(t) = e*4， 
首先 , 我 们 指出 F(0) = ni(0)(4) = 工 其 次 , 对 等 式 (9,31) 两 边 微 分 并 利用 
方程 组 (9.30) 中 的 递 推 公式 得 


nl 下 一 工 


F(t) = Drin(t)Pe( A) 一 人 frk 介 十 HIRHIDP5 UL， 


皮 一 站 k=0 
此 处 ro 各 定义 为 0. 将 上 式 重 写 为 
TL 一 2 n—1l1 
F'(t} = > TET1{ Prep1( 疫 ) 十 》、 METITETICEI PE LA), 
R=0 k=0 


然后 减 去 和 FF() = 守 ynretl 的 有 (4) 即 得 如 下 关系 式 ， 


nn 一 2 
PO MF = renen(A) + Orr — Mm) P(A)}. (9.32) 
开 一 站 


然后 由 {9.28) 得 Peri1(4) = (4 一 XinP(A4), 因此 
Pret1lA) 二 (ART 一 An 一 (A AcriD P(A) + (Mri — Mn) D(A) 
= (A— PAY. 
于 是 等 式 (9.32} 变 成 
FO AaFO)= (A MD DD rari(d P(A) 
二 D 
=(A4— MD — rn(t) Pn 1(4)} 
={A— MTF — rt) P(A). 
用 Cayley-Hamilton 定理 得 P(A4) = O, 因而 上 式 变 成 
FI) — MF = (A MDFH = AFU) -MFON, 
外 此 即 可 得 FF = AF(). 由 于 F(0) = 了, 因此 由 唯一 性 定理 即 得 F(t) = et*. 口 
例 1 设 4 为 2x2 上 矩阵 , 它 的 两 个 根 都 等 于 % 将 ci4 表示 成 工 与 4 的 线 
性 组 合 . 
解 ” 令 为 = Xz =, 考虑-- 阶 微分 方程 组 
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| 2m ma(0) = 1， 
Bt) = Aro(t) + ri(t), raf0) = 0. 
顺 次 解 上 面 这 两 个 微分 方程 , 我 们 得 
和 人) = e*t, ra(t) = te™t, 
由 于 (2&8) = 了 工 及 万 (4) = 4 一 XT, 因此 要 求 的 关于 et 的 公式 是 
et44 一 eMIrte*t(A— AT) 一 es(1— MT+te*: A. 口 (9.33) 
例 2 在 例 1 中 设 4 的 特征 信 为 和 与 同和 天 六 将 eta 表示 成 I 与 4 的 线 
性 组 合 . 
解 ”在 这 一 情形 , 微分 方程 组 为 
| ri (6) = Mr lt), ri(0) =1, 
的 = pr2() + ra(0) = 


它 的 解 由 
er 
n= = 
给 出 . 由 于 蕊 (4) = 工 及 RA) 二 及 一 XI 因此 et4 的 公式 为 
Nir ,eer Mert — pe eo— ent 
一 一 一 I . ， 
T+ (A AT) ~ + A A (9.34) 


读者 可 自行 验证 这 个 解 与 定理 9.9 中 当 % = 2 时 给 出 的 结果 是 一 致 的 , 口 
应 当 指 出 , 关于 et4 的 公式 (9.33) 可 以 看 作 公式 (9.34) 中 令 上 一 的 极限 情 
形 ( 见 9.14 节 中 的 习题 8)， 
若 特 征 值 与 上 为 共 锯 复数 , 则 ext 与 ext 也 是 复数 , 但 当 A 与 4 为 共 辆 复 
数 时 , 在 公式 (9.34) 中 了 工 与 4 的 纯 量 倍 将 全 是 实 的 . 例如 , 假定 
A=a+iB 4=a- 认 此 处 8 关 0, 
则 一 点 = 2i8, 因此 由 公式 (9.34) 得 
Oo)t _ elo—iBy 
218 
gis eit — -ift 
一 ec { 了 十 一 一 
= et {eo Bt tisin BT + CO— 
由 于 其 中 含有 i 的 两 项 正好 抵消 , 因此 得 
et4 一 {0 cos Pt ~ asin Bt)T + sin BtA. (9.35) 


例 3 设 4 为 4x4 上 矩阵 , 4 的 特征 值 为 和 一 Ao 一 0. As 一 A4 一 工 . 将 et4 表 
示 成 工 4,42 与 43 的 线性 组 合 . 


et4& 一 eta+igit 了 十 


{ 和 一 他 十 衣 ) 了 
(4-afT- sD} 


re (A—-arl— Dn} . 
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解 ” 解 三 角形 微分 方程 组 (9.30) 得 
nt = 1, ra{t) = #, ralt} = ot—t—1, ra(t) = (t— 2}e!+t+2. 
由 定理 9.10 则 得 
et4 一 了 上 二 十 (人 一 一 142 十 { 人 一 2 时 二 在 对 42(4 一 站 


=T+tA+1{3 -tle — 2 34 +{(t— 2)et +tt2}A. 品 


9.13 ”在 特殊 情形 下 计算 e* 的 方法 


将 et4 表示 为 4 的 多 项 式 的 Putzer 方法 是 完全 一 般 的 方法 , 因为 它 对 所 有 的 
方 阵 4 都 适用 . 例如 定理 9.9 提供 了 当 4 的 所 有 特征 值 都 不 相同 时 计算 et4 的 一 
个 直接 方法 . 这 一 节 将 给 出 在 两 种 特殊 情形 下 计算 et4 的 比较 简便 的 方法 : {a 4 
的 所 有 特征 值 都 相等 , (b)4 有 两 个 不 同 的 特征 值 , 而 且 其 中 一 个 的 重 数 是 1. 

定理 9.11 设 太 为 nxn 给 阵 , 4 的 特征 值 都 等 于 六 则 我 们 有 

et4 一 ee》 (A — ATY*. (9.36) 


k=0 


证 明 ”由 于 和 抑 阵 XtI 与 t(4 一 AIT) 可 交换 ， 因此 


td 一 exXtTot[4 一 AT]) 一 一 (ex 站 部 (4 一 入 了 下. 


由 Cayley-Hamilton 定理 得 , 对 性 音义 之 都 有 (A AD = 品 , 因此 上 和 式 右 边 的 
级 数 到 下 = nn 一 1 时 终止 , 即 得 结论 . 口 

定理 9.12 设 n 宛 3, 丰 为 xn 厦 阵 , 及 有 两 个 不 同 的 特征 值 入 与 1, 其 中 
入 前 重 数 为 4 一 1, 4 的 重 数 为 1, 则 我 们 有 

上 eat m2 pk 

oo- + {a= -An (一 An 页 页 色 一 ya- MD™ ， 

证 明 如 同 定理 9.11 的 证 明 一 祥 , 我 们 先 把 et 改写 成 如 下 形式 ， 

oe 入 一 北 De 
tA = RD A Me 》， (4 AD) 


站 一 站 下 一 下 一 1 


= 而 (和 4 一 AT)* + et > 4 AT)™ +t, 
Kk 二 


然后 应 用 Coyley Hamilton 定理 来 精确 信 计 上 述 级 数 中 实际 出 现 的 项 数 由 于 
AA—iT = AA- (rn—AT, 
因此 有 
(A -ADri4 TD = C4 AD AA -AD 
由 Cayley-Hamiiton 定理 , 上 式 左 边 等 于 如, 因此 


278 第 9 章 在 微分 方程 组 理论 中 的 应 用 


(4 -AD (AAADn-L 
重复 利用 这 个 关系 ” 次 可 得 
(CAAT tr oA AD, 
于 是 得 级 数 


co 


DD 
一 了 
nol1+r) 


1 2 、 所 kh nl 
-mt ne AA 一 和 


m1 


1 tle — 去 臣 nO—1 
-Se 六 -A . 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 定理 9.12 也 可 用 Putzer 方法 得 到 , 不 过 推导 过 程 要 复杂 
得 多 . 

3 阶 矩 阵 ”定理 9.11、 定理 9.12 与 定理 9.9 中 的 显 式 公式 畦 盖 了 阶 数 n < 3 
的 所 有 和 矩阵. 由 于 3 x 3 矩阵 在 实际 中 常常 出 现 , 因此 为 方便 参阅 , 我 们 把 n= 3 时 
的 公式 罗列 如 下 . 
情形 1 A 为 3x3 和 矩阵 , A 的 3 个 根 为 ,A,X, 则 由 定理 9.11 有 

eh = {T+iA- AD + 5A -AD’}. 

情形 2 4 为 3x3 和 矩阵 ,4 的 特征 值 为 和 ,X, ,此 处 入 对, 则 由 定理 9.12 得 

A Er et _ 2 fest _ 2 

et 二 eé {I+uh “D+ rt AT) zx AAT) 上 
情形 3 4 为 3x3 乞 阵 ,4 有 3 个 不 同 的 特征 值 ,xx,v, 则 由 定理 9.9 得 
sa ntuDA DD td- MD(A-vD lt- D(A AD 
(XC— A(XA—n) Cp — A) CO— rt) 他 一 入 名 一周 


所 


0 10 
例 设 4=10 9011, 求 e:4. 
2 -5 4 
解 4 的 特征 值 为 1,1,2, 因此 由 情形 2 的 公式 得 
eA et{I+ittA -DD}+ (es — eldA— I — te(A— I?. (9.37) 


将 4 的 同 次 占 整 理 在 一 起 , 得 
eA = (—2te: + ot) T+ {t+2)e: 2e} A {t+1l)e -er} A (9.38) 


现在 , 我 们 计算 (4 -也 ?或 47. 然后 利用 等 式 (9.37) 或 (9.38) 即 可 将 et4 表 
示 为 如 下 3x 3 矩阵 


[ 


11. 


13. 


15. 


et4 二 


9.15 党 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 组 


—2tet + et (3t+2)et— 2e%t —(t+1)et et 
—2(t + 1)e:+2e (3t+5)et— de (t+2)et + 202 
—2(t + 2)e: + de (3t+ 8)e:— Be2: —(t+ 人 4)et + de2t 

9.14 习 题 


对 习题 1 ~ 6 中 的 矩阵 , 将 et4 表示 为 难 的 多 项 式 . 


2. 


[ 
4-| : "|. 


心 总 区 怠 


，[a) 己 知 3 x 3 短 阵 A4 的 所 有 特征 值 都 等 于 X 证 明 ， 


EtA 一 了 ex 人 2 经 一 2 十 人 了 十 [一 2 二 26 后 十 在 4 ， 
{b) 车 及 为 所 有 特征 值 都 等 于 和 的 4 x 4 矩阵 , 给 出 相应 的 et4 的 公式 . 


应 用 L'Haspital 法 则 .] 


入 C1 
“or 


一 


0 


-1 


[ee 


1 
| ve-| 


0 
1 
—6 


心 已 所 总 


| :Y{0) = 


,YO) = 


1 
—1 
2 


在 习题 9 ~ 16 中 , 求 微分 方程 组 Y' = AY 对 给 定 初始 条 件 的 解 


一 5 3 1 
10. 4=| 总 ;| ro-| | 


2 0 0 cl 
12. A=|0 1 0 | 人 一 | er 
0 1 1 £3 


16. 站 = ,Y{0) 


ha 避 已 二 
上 和 一 


9.15 “ 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 组 


下 面 我 们 考虑 在 区 间 7 .上 的 非 齐 次 初 值 问 题 : 
YH = AY(t) + QU, Yla)=B 
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:证 明基 于 ef4 的 公式 (9.33) 可 以 看 作 从 公式 (9.34) 取 py 一 入 时 的 极限 情形 . [提示 : 对 070 不 定型 


-2 2 -3 8 
| “| 1 | rol 
一 1 一 2 0 


(9.39) 


280 第 9 章 在 微分 方程 组 理论 中 的 应 用 


此 处 A 是 nxn 常数 短 阵 , Qti) 是 一 个 在 J 上 连续 的 nx m 箱 阵 函数 ,a 是 了 中 
给 定 的 一 点 , BB 是 nx m 初 值 矩阵 . 采用 和 纯 量 情形 相同 的 程序 , 可 以 得 到 这 个 问 
题 的 nx m 矩阵 解 的 显 式 表 示 . 

首先 , 在 方程 (9.39) 两 边 问 乘 以 指数 矩阵 e-:4 并 将 微分 方程 改写 成 如 下 形式 


etA{Y (Ht) — AY(t)} = eA0Q(). (9.40) 
上 式 左边 是 乘积 e-!4Y(t#) 的 导数 . 于 是 若 将 等 式 (9.40) 两 边 从 a 到 x 积分 , 其 中 
x 七 J, 则 得 


oe-sAY (x) _ eo4Y(g) 一 / "etAQ(t)at. 
再 乘 以 es4 则 得 到 下 述 定 理 中 的 显 式 公式 (9.41). 
定理 9.13 设 有 为 nnXn 常数 矩阵 , @ 为 在 区 间 J 上 连续 前 郊 x 人 im 让 阵 肖 
数 , 则 初 值 问题 
YD = AY(D + QD, Ylo) = B, 
在 J 上 有 唯一 解 , 并 且 这 个 解 由 下 述 公 式 给 出 : 
了 (zz) = et"HAB+ er / eA0Q()dt. 口 {9.41} 


与 齐 次 情形 相同 , 应 用 这 个 公式 的 困难 在 于 这 个 指数 矩阵 的 计算 . 
注意 上 式 右 边 第 一 项 etx- 中 4B 是 齐 次 问题 Y(t = AY(j 且 Yl(a)=B 的 
解 , 第 二 项 是 非 齐 次 问题 
Y= AY(D + OD, Ya)=0 


的 解 . 
我 们 用 便 子 来 说 明定 理 9.13， 
例 “在 区 间 {-oo,+oo) 上 解 初 值 问题 
Y(t) = AY()} + QD, Y(0) = B, 


此 处 
2 -1 1 es 0 
4=-|0 3 -1|, 90=| 0 |， B=|0|. 
2 1 3 te 0 
解 根据 定理 9.13, 解 由 下 式 给 出 : 
Y (2) = 0"4 / eiAQ()dt = f ee-94Q(Ddt (9.42) 
o 


有 4 的 特征 值 是 2, 2 与 4. 为 计算 e*4, 我 们 用 9.12 节 情 形 2 的 公式 得 


erA er{I+2(A 21 jo” e275)(A — 21)2 — zez(A -27)? 


一 e2s {1 -TA 27) 1 (ez 2z — 1)(A 27D7). 
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在 上 式 中 用 x 一 t 代替 x 可 得 ee -04, 于 是 积分 (9.42) 中 的 被 积 函 数 为 
et AQ 人 


二 8217 { + (zt)(A— 27)1] ze -2 D(A-27)} 9 


1 rT—t ) ete 2 22 tl1 
= 一 ea |0| + (A — 21)e2r 0 + 2A -27 0 
t t{x —t) e27te 2 — 2t(r —t)—t 
于 是 得 其 积分 为 
下 
Yr) = / et 4 人 的 dt 
0 
TT 277 
=ew| 0 + (A 2T)e2 0 
1 2 
一 到 x 
Fo 一 一 2 一 
1 
十 二 (各 一 2 门 2e2< 0 
4 1 1 1 
i 
由 于 我 们 有 
-1 1 2 0 2 
A-27=|0 1 -1|, (4-27D2=| -2 0 -2 
2 1 1 2 0 2 
因此 得 
1 3 3 3 1 
二 中 各 二 pa 二 一 3 二 -3 
[ £ 6 Fy R a a 江 
Yr) =o 0 十 e2s _ 工 es 十 昌 23 3 2 + 3 | 3 j 322 = 
人 6 8 
二 好 1 3 ， 3 3 3 1 
L -2 二 eT 一 二 一 二 -二 2 m3 
下 十 癌 Be 8 了 了 67 
「 3 2z + 1 » 3 2 
8 Etar a” 
3 3 3 3 
二 e275 a2 二 二 m2 
e ttartar 
3 3 3 3 ， 
| 8 8 4714° 


Y{z) 的 各 个 分 量 即 为 所 求 的 函数 y, yo, 4 口 
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9.16 “ 习 题 


1. 令 了 为 非 齐 次 方程 组 
Zt) = AQ + Qt) 
在 区 间 了 上 以 名 ta) 为 初始 值 的 解 . 证 明 : 非 章 次 方程 组 
YD = AY + Q(t) 
三 区 间 了 .上 只 有 一 个 以 fa) 为 初 婚 值 的 解 , 并 且 这 个 解 由 下 标 公 式 给 出 : 
YH) = ZBI 4 ett- AY — Za)}. 


常常 吉 以 用 -- 些 特殊 的 方法 来 确定 方程 的 与 给 定 淫 数 Q(t) 相 类 似 的 特 解 2()， 习题 2 ~ 3, 习题 5 
和 习题 7 对 {= GG Q(t) = ee? (= 六 以 及 本 站 = [cos at) 十 (sin at}DD 的 情形 给 出 了 
这 样 的 方法 , 此 处 CC 与 如 是 常数 加 是 .如果 这 样 得 到 的 特 解 多 (好 不 具有 所 要 求 的 初始 值 , 我 们 可 以 如 
习题 1 所 指出 的 那样 对 芯 [t) 必修 正 以 得 到 另 -个 解 世人 而 这 个 解 具有 所 要 求 的 初始 什 . 
2. {8)】 令 及 为 一 个 nx nn 常数 所 阵 , 号 与 局 为 Rm 中 的 常数 向 基 . 证 明 微 分 方程 组 
Yu = AY(H+O, Ya)=B 
在 (一 ceo, 十 ee) 中 的 解 由 下 式 痊 出 : 


YI{z) 一 eltz-o] 有 五 十 (/ sedu] 他 
0 
{b) 车 和 态 为 非 奇 异体 阵 , 证 明 (a) 中 的 积分 具有 信 {e332 -- 了} 有 4-1. 


[ce) 设 
4=| 2 ;| -|3| =-| | “= 
一 2 3 2 [9 


求 YY(x) 的 显 式 表示 . 
3， 给 定 nxn 常数 拭 阵 由 了 中 常数 问 量 号 与 中 以 及 纯 量 a. 
(a) 证 明 非 齐 次 微分 方程 组 Z(t) 一 及 ZE) 十 ex! 存在 形 如 Z(t) = .eotB 的 解 的 充 要 条 件 是 
(ar AIB=C. 
(b】 车 a 不 是 A& 的 特征 值 . 证 明 总 可 以 选取 向 量 吾 使 得 (a] 中 方程 组 有 形 如 名 (t) = ee 号 的 解 . 
{c) 若 a 不 是 全 的 特征 值 , 证明 方 程 组 Y= 二 AY(t) 二 ectC 的 所 有 解 都 具有 形式 YY 全 一 
AY(0) — 和 B+ eat 百 , 其 中 B= (oz - -1C 
有 习题 3 中 给 出 的 方法 求 非 齐 次 方程 梨 "二 AY (8) 二 etC 的 -组 解 , 其 中 


4=| 3 ;| c-| -1 |， ro=| ?| 
2 2 一 工 1 
5. 纵 定 n x n 常数 第 阵 有 4, Rn” 中 常数 向 量 五 和 己 以 及 正 整 数 rn 
{a】 证明 非 齐 次 方程 组 "(f= AY (十 #7 必 , (0 = B 有 一 组 形 如 
YH) = Bot+tBi+i B+ + tHm, 
的 特 解 的 充 竖 条 忻 为 口 = 一 弛 Fr A&™+1B, 其 中 Bo, BB1,.…，, Bm 为 常数 向 量 , 并 计算 此 时 系数 
Bo, Bi, | Br 的 慎 . 
{b) 车 人 4 非 背 异 , 证 明 总 可 以 找到 初始 向 量 五 使 得 (a) 中 方程 组 宥 一 组 具有 给 定形 式 的 解 . 
6， 考 虚 非 齐 次 方程 组 


be 
nm 


殉 一 391 十 号 十 妈 
和 匆 一 291 十 2y2 十 弛 ， 
(a) 求 一 组 具有 形式 Y(t) = Bo t+B1 十 妈 召 3 十 妇 瑟 s 的 特 解 . 
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tb】 求 方程 组 的 一 组 解 使 得 (0) = 2 人 0 二 1. 
. 销 定 nn x rn 常数 矩阵 站, 区 ? 中 的 常数 向 量 至 , 口 , 万 以 及 非 零 实数 ox, 证 明 非 章 次 方程 组 
YH = AY + {cos a + (sinat) D, YI(0)= 8B, 
有 - -组 形 如 六 (的 = (coa Qt 如 十 {sin at}j 情 的 特 解 的 充 要 条 件 是 (42 车 o2 了 B= 一 {ACD), 其 
中 至 和 五 为 常数 向 量 . 用 及, BB, 避 表示 该 解 中 的 再 和 五 .注意 到 : 若 A2 二 a2 了 非 奇 异 , 旭 总 可 
以 选择 初始 向 量 召 使 得 方程 组 有 一 组 具有 给 定形 式 的 解 . 
，{a) 求 下 述 非 齐 次 万 程 组 的 一 组 特 解 , 
| 二 十 3y2 十 45in 2 
捉 三 妇 一 殷 . 
fb) 求 上 述 方程 组 的 一 组 解 , 使 得 (10) = yz (0) = 1. 
在 河 冲 9 和 习题 10 中 , 分 别 求 非 齐 次 方程 组 8) 一 3 的 十 安 伯 在 给 定 初始 条 件 下 的 解 . 


0 
“| 3, =| oo- = | ro-| | 
9.17 “一般 线性 微分 方程 组 区 (区 = P(t)Y (t) + Q(#) 


定理 9.13 给 出 了 线性 方程 组 
YH = AY() + QH, Y(o)=B, 
解 的 显 式 表示 , 其 中 A 是 nxn 常数 第 阵 而 Q(t) 和 Y(t) 是 nx rm 矩阵 消 数 . 现 
在 我 们 来 研究 更 一 般 的 情形 
了 的 = PEOY(H)+ QW, Y(0)=8B, (9.43) 
其 中 nxn 算 阵 P(t) 不 限定 是 常数 矩阵 . 

如 果 王 和 如 在 开 区 疗 J 上 连续 , 我 们 将 在 第 10 章 中 证 明 的 一 个 一 般 的 存在 
唯一 性 定理 告诉 我 们 , 对 J 了 中 任意 oa 和 任意 初始 矩阵 B, 初 值 问题 (9.43) 都 恰 有 
唯一 的 一 个 解 . 在 本 节 中 我 们 将 利用 这 个 结果 获得 一 般 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 显 式 
表示 , 从 而 推广 了 定理 9.13 的 结论 . 

在 绕 量 情形 (m = n = 1) 下 , 可 按 下 述 方法 求解 微分 方程 (9.43)， 引 入 函数 
有 (zr) = 广 P(t)qt, 再 用 e-409 乘 公式 (9. 人 49) 两 边 从 而 将 微分 方程 化 为 如 下 形式 : 

e AW{Y'(t) — POY()} =e 2080) (9.44) 
公式 (9.44) 的 左边 是 函数 乘积 e-4(9Y(#) 的 导数 . 因此 我 们 可 对 公式 (9.44) 的 两 
边 从 a 到 z 积分 , 其 中 a 各 为 了 中 的 点 , 此 时 我 们 得 到 
ed (zy 一 er4talzfa)l = AW Qt 
用 eA{z) 滋 上 式 两 边 , 我 们 可 得 解 的 显 式 表示 


| 


ee 


这 


10. 


已 


234 第 9 章 在 微分 方程 组 理论 中 的 应 用 


Y (x) = eAlr)e-Alo) yy (a) 二 ea) / co-40Qdnat， (9.45) 


上 述 论 证 中 唯一 无 法 直接 应 用 到 惩 阵 函 数 的 一 点 是 (9.44) 的 左边 是 函数 积 
e400Y(t) 的 导数 这 一 结论 , 在 这 里 我 们 用 到 了 e 4 的 导数 等 于 一 P(t)e-4 介 
这 一 事实 . 在 纯 量 情形 下 , 由 指数 函数 的 微分 性 质 

车 Ey =es0 则 再 的 一 仙人 的 4 人 
易 得 该 结论 . 不 幸 的 是 当 4 是 矩阵 函数 时 这 个 微分 公式 并 不 总 是 成 立 . 例如 , 该 公 
式 对 % x 2 矩阵 函数 A(t) = | 1 1 | { 见 9.11 节 习 题 10). 因此 我 们 必须 对 
公式 (9.45) 在 纯 量 情形 下 的 证 明 加 以 修改 , 才能 将 公式 {9.45) 推广 到 矩阵 的 情形 . 
假定 我 们 用 待定 n x % 矩阵 F(t) 滋 公 式 (9.43) 两 边 , 那么 我 们 得 到 下 述 关系 
式 : 


FY 站 = F(OPAYY() + FOOQE). 

接 下 来 我 们 用 F(t)Y() 加 到 上 式 两 边 , 从 而 使 等 式 左 边 变 为 函数 积 F(t)Y(t} 的 
导数 , 这 样 我 们 得 到 

{FY = {Pt + POPOYY OH + F(RQE. 
如 果 我 们 能 选取 矩阵 (使 得 上 式 右 边 中 的 和 式 {中 十 (P(t)} 为 零 矩 阵 , 那 
么 上 式 可 简化 为 

{FY HEY = FQW). 
河上 式 两 边 从 a 到 x 积分 可 得 
F(x)Y (rz) — Fla)Y (a) = / 五 (站 名 人 dt 

进一步 , 如 果 答 阵 所 (x) 非 奇 异 , 那么 我 们 得 到 显 式 表示 

YI(7) = F(x) :F(a}Y (0) + F(z) 1 三 五 人 全 全 df- (9.46) 


这 是 纯 量 公式 (9.45) 的 一 个 推广 , 着 我 们 能 找到 满足 逢 阵 微 分 方程 
下 从 = -FP 

的 一 个 n x nn 非 奇 异 和 矩阵 困 数 五 划 ， 那么 上 述 推导 过 程 成 立 . 

注意 当 Q(#) = OO 时 , 上面 的 微分 方程 与 原来 的 微分 方程 (9.43) 类 似 , 它们 的 区 
别 在 于 这 里 未 知 函 数 F(t) 是 一 个 方 阵 而 不 是 一 个 nx mm 矩阵 , 以 及 我 们 用 一 已 全 
右 恬 未 知 函 数 户 (t) 而 不 是 用 P(t) 左 乘 它 . 

接 下 来 我 们 将 证 明 上 述 关 于 五 的 微分 方程 总 有 一 个 非 奇 异 解 , 该 证 明 需 要 用 
到 下 述 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 存在 性 定理 ; 

定理 9.14 设 4 人 划 是 在 开 区 间 J 上 和 连续 的 nxn 送 阵 函数 , 如 果 口 E J 且 
日 是 nxm 常数 延 阵 , 那么 齐 次 线性 方程 组 

Y= ANYH, Yl)=B 
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在 了 上 有 一 个 nx m 疮 阵 解 YY. 口 
定理 9.14 的 证 明 将 在 第 10 章 中 给 出 (定理 10.3). 借 勤 这 个 结果 , 我 们 可 以 证 
明 下 述 定 理 . 
定理 9.15 给 定 在 开 区 间 J 上 连续 的 nxn 存 阵 函 数 卫 和 J 中 任意 点 a, 则 
存在 一 个 在 了 上 满足 纸 阵 微分 方程 
Fz) = —F(z)P() (9.47) 
的 nxn 抵 阵 函数 百 且 它 的 初始 慎 {a) = 了. 更 进一步 , 对 J 中 任意 zx, F(x) 都 
是 非 奇异 的 . 
证 明令 了 (x) 为 微分 方程 
Yh(z) = P(r) Yk(z) 
在 了 上 的 一 个 mx1 殉 矩阵 解 且 它 的 初始 同 量 为 Ykfel = 五, 其 中 为 nxn 单 
位 矩阵 工 的 第 到 列 , 已 fz)7 为 已 (z) 的 转 置 . 再 令 G(z) 为 第 上 列 等 于 Ykp{zx) 的 
mx 史上 拭 阵 , 则 G 在 J 上 满足 第 阵 微分 方程 
C(x) = —P(r) G(x) {9.48) 
且 它 的 初始 值 G(a) = 了 .再 对 等 式 (9.48) 两 边 的 矩阵 取 转 置 , 由 于 两 个 第 隆之 积 
的 转 置 等 于 这 两 个 矩阵 的 转 置 的 逆序 积 , 所 以 
{G2)}T = -Go P(z). 
又 因为 G 的 导数 G' 的 转 置 等 于 G 的 转 置 GT 的 导数 , 所 以 矩阵 Flix) = G(x)T 
在 J 了 上 满足 微分 方程 (9.47) 且 它 的 初始 值 Fla) = 工 
接 下 来 我 们 通过 求 出 F(z) 的 道 来 证 明 F(x) 非 奇异 , 令 互 为 一 个 半 x7 矩 阵 
函数 , 它 的 第 有 列 为 微分 方程 
H’'(x) = P(r}H{zx), 五 (fa 一 于 
在 了 子 的 解 . 那么 对 于 本 中 任意 x, 洋 积 涵 数 也 fo 五 (z) 的 导数 为 
FIrH'(z) 十 百人 (2 再 {z) = F(r P(r)H(z) ~ F(r) P(X) 五 (z) = OO. 
因此 函数 F(x}H{z) 为 常数 , 所 以 F(xjH(z) = F(a}jH{o) = 了, 由 此 可 得 了 {x} 是 
上 (z) 的 逆 . 定理 得 证 . 口 
我 们 可 将 本 节 的 结果 总 结 为 如 下 定理 . 
定理 9.16 欠 定 nxn 纤 阵 函数 已 和 寻 xmu 矩阵 函数 四, 且 吓 和 外 都 在 
开 诡 间 了 上 连续 , 则 初 值 问 题 
Yr) = PH)Y (Tz) + Q(x), Y(a)=B, (9.49) 
在 J 上 的 解 由 公式 _ 
Y(z) = F(y) (0) + F(x)! / 五 (站 四 (dt (9.50) 
给 出 , nxn 佐 阵 F(x) 的 转 置 的 第 列 为 初 值 问 题 
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Yr)=—P(r) Yr), 和 (ay 一 下 {9.51 

的 解 , 其 中 I 为 单位 矩阵 了 工 的 第 天 列 . 

我 们 再 一 次 提醒 读者 , 定理 9.16 的 证 明 是 以 定理 9.14 为 基础 的 , 但 是 我 们 尚 

未 证 明定 理 9.14, 即 尚 未 证 明 齐 次 线性 微分 方程 组 的 解 的 存在 性 定理 . 

尽管 定理 9.16 为 一 般 线性 微分 方程 组 (9.49) 的 解 提 供 了 一 个 显 式 表示 , 然而 

由 于 求 矩 阵 函 数 FF 可 能 比较 复杂 , 所 以 在 求解 线性 微分 方程 组 时 定理 9.16 给 出 的 
公式 并 非 总 是 有 用 的 . 


9.18 ”求解 齐 次 线性 方程 组 的 器 级 数 方法 


考 虚 齐 雇 线 性 方程 组 

Y'(z) = Atr}Y (zr), Y(0)=B, (9.52) 
其 中 给 定 的 ms x 如 矩阵 4(z) 有 在 某 个 包含 原点 的 开 区 间 上 收敛 的 关于 x 的 军 级 
数 展开 式 , 设 该 千 级 数 展开 式 为 

及 (7X) = A0 十 六] 十 人 六 2 十 … 十 TR 十-…， [Z| 之， 
其 中 系数 A0, 41, 4z,.… 部 是 给 定 的 nxn 矩阵 . 现在 我 们 试图 导 找 方程 组 (9.52)} 
的 一 组 形 如 
至 (z) = Bo+zBi+ eB2+... + rt B+- 

的 算 级 数 解 , 其 中 Bo, Bi, B2,…, 为 nxm 党 数 拭 阵 系数 、 由 于 Y(0) = Bo, 所 
以 当 我 们 取 Bo= B 为 预先 给 定 的 nx m 初始 矩阵 时 , 上 式 满足 初始 条 件 . 为 了 求 
其 他 系数 , 我 们 将 F(x) 和 4(z) 的 军 级 数 展开 式 代 入 微分 方程 (9.52) 并 比较 等 号 
两 边 x 的 同 次 短 的 系数 可 得 如 下 方程 组 : 


Bi= AoB, (k+l1)Bk4i = > Bi_r, k=1,2,... (9.53) 


由 .上 述 方程 组 可 依次 求 得 系数 矩阵 五 !, 互 :, …… .如果 解 得 的 Y (x) 的 震级 数 在 其 
个 区 间 lz| < mm 上 收 敏 , 那么 (2) 为 初 信 问 是 (9.52) 在 区 间 lz| <* 上 的 一 组 解 ， 
其 中 == min{ri,r2}. 

例如 , 如 果 4fz) 是 一 个 常数 矩阵 4, 那么 4o = 4 且 对 任意 > 1 都 有 
及 k 二 口 , 所 以 方程 组 (9.53) 化 为 

Bi= AB, (Kk+1)Bs1 = ABs, kl1. 
逐次 求解 该 方程 组 可 得 
Bi = AB, kl 


kl 
因此 在 这 种 情形 下 的 究 级 数 解 为 
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Pe 下 
Y(z)=B+y, TTAB = e*4B, 
k= 


这 与 在 定理 9.5 中 所 得 的 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 组 的 解 一 致 . 


9.19 习 题 


1. 令 p 为 实 值 函 数 , 分 为 n x 工 盾 阵 阔 数 , 且 和 巡 都 在 开 区 间 J -上 和 连续, 再 令 内 为 nx n 常数 矩 
阵 , 证 明 初 值 问题 
一 BC + QU Ya) = B. 
在 J 上 有 解 


“ 出 
Y{r) = et)A B+ “a 1 e AMYdt 
Lr 


其 中 gtz} 一 fe ptydt. 
2， 考 虑 习题 1 的 一 种 特殊 情形 , 设 入 为 非 奇异 矩阵 , a = 0, plx) = 二 22 以 及 QL) = zx, 其 中 局 为 常 
数 向 若 . 证 明 此 时 初 值 问题 的 解 变 为 


和 (ez] = ez24 (B+ 34-1C] 一 .41C. 


3， 令 六 [由 为 nxtt 短 阵 画 数 并 令 好 (有 = e200, 再 令 加 全 入 全 和 吾 为 mxl 列 矩阵 . 根 定 在 开 区 间 J 了 
上 头 伯 一 由 但 吾 人 半 , 如 果 aE J 了 且 A' 自在 了 上 连续 ,证 明 初 和 问题 (二 的 入 (的 十 全 人 的， 
Y(o 一 互 在 了 上 解 

Yr) = eats)e AN B+ eatr) 广 8A) tdt. 


4， 仿 百人 = e4 掏 ， 本 亚 给 出 使 得 BF'(#) 一 全 仙 至 人 划 的 矩阵 函数 站 ( 丰 的 例子 . 
fa) 令 4 的 == 太太， 其 中 入 为 nx ni 常数 算 阵 , + 为 正 回 数 ， 证 明 对 任意 实数 + 都 有 E'(t) = 
A ECE). 
(b) 令 A[ 如 为 t 的 多 项 式 且 该 多 项 式 的 系数 矩阵 可 交换 ， 即 识 


Tt 
A = Dt A, 
下 一 口 


其 中 对 任意 7 和 s 都 有 A 及 一 A A 证 明 对 任意 实 歼 都 有 配件 一 A'(tE(ND. 
{ce】 在 (一 ae, +eoy 上 解 齐 次 线性 微分 方程 组 菩提 = {了 十 tA 于 的 , YI0) = B, 其 中 A 太 为 nxn 
常数 答 阵 . 
5. 假定 nw x n 上 矩阵 函数 A[z) 有 在 |z| < .上 收 伊 的 每 级 煞 展 开 式 ,为 一 阶 齐 次 线性 方程 组 
(一 Ye， YO= BB YW = 
构造 一 个 军 级 数 求 解 程序 . 
6， 考 虑 二 阶 微分 方程 组 这 (x) 十 由 天 (z) = 局, 且 区 (0 = 吾 , (0) 二 ,其 中 六 为 nxn 常数 捧 阵 
证 明 访 方程 组 有 对 于 任意 实数 x 都 收 侣 的 晤 级 数 解 


Lea {—1)*m2r A* | _ | oo { 一 1)Rmp28 二 1 
Yfz) = ( 之 )a | (= | OR jc 


10.1 3 引 言 


在 第 8 章 和 第 9 章 中 , 我 们 用 到 过 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 , 在 本 章 中 ， 
我 们 要 用 逐次 逼近 法 给 出 存在 唯一 性 定理 的 证 明 ， 逐 次 逼近 法 是 一 种 有 力 的 迭代 
方法 (iterative brocedurej,， 它 在 许多 其 他 问题 中 也 很 衣 用 ， 逐次 青 近 法 最 初 是 由 
Joseph Liouville 于 1838 年 在 关于 二 阶 线性 微分 方程 的 研究 中 发 表 的 . 随后 ，J 
Caqué 在 1864 年 , L. Fuchs 在 1870 年 与 G. Peano 在 1888 年 将 其 推广 到 用 于 nn 阶 
线性 微分 方程 的 研究 . 1890 年 , Bmile Picard(1856 一 1941) 进一步 将 其 推广 到 非 线性 
微分 方程 的 情形 .为 纪念 Picard 的 基础 性 贡献 , 有 的 作者 将 这 个 方法 称 作 Picard 
方法 .逐次 通 近 法 不 但 有 理论 上 的 意义 , 而 且 在 某 些 情形 下 可 用 来 得 到 解 的 数值 
遍 近 . 


10.2 ”在 齐 次 线性 方程 组 Y(t) = A(t)Y (t) 中 的 应 用 


为 介绍 逐次 晕 近 法 , 我 们 先 用 它 来 证 明 下 述 徽 分 方程 初 值 问题 解 的 存在 性 与 唯 
一 性 : 


YD ADYH, Y(o)-B. (10.1) 
此 处 4 的 是 一 个 己 知 的 n xm 矩阵 函数 , 4 人 在 开 区 间 了 上 连续 , a 是 J 中 任意 
一 点 , 未 知 函 数 了 是 一 个 nx m 矩阵 函数 , BB 是 一 个 任意 纵 定 的 nx m 常数 矩阵 . 
在 很 多 应 用 中 , 我 们 对 m = 1 的 情形 感 兴趣 , 这 时 B 与 Y 都 是 ns x 1 列 甜 阵 , 不 
过 这 里 所 用 的 方法 对 BB 与 Y 为 n x m 祭 阵 的 一 般 情形 同样 有 效 . 
逐次 通 近 法 的 基本 思想 非常 简单 . 开始 时 , 我 们 任 取 一 个 Yo 人 作为 近似 解 ， 
并 用 它 代 替 徽 分 方程 (10.1) 右边 的 (8), 由 此 得 到 一 个 新 的 微分 方程 
Y(t) = A(DY os), (10.2) 
方程 (10.2) 的 右边 不 再 包含 未 知 函 数 . 通常 取 初 始 向 量 B 作为 Yo, 不 过 这 不 是 
本 质 的 . 方程 (10.2) 在 了 上 有 唯一 的 一 个 满足 初始 条 件 Yi(a) = B 的 解 了 即 


Yi(z)= B+ / "ADY ott)dt. 


然后 再 将 方程 (10.1) 右边 的 YY(#) 用 :的 来 代替 并 再 次 从 a 到 zz 求 积 , 所 得 
的 新 解 记 作 六 5, 则 Yafo) = B. 换言之 , 我 们 取 | 
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Yafz)] = 吾 十 f . 人 AY dt. 


重复 上 述 步骤 以 至 无 穷 , 则 得 到 一 个 函数 序 刚 Yo, Yi,Y2,.…, 其 中 Yopi1 通过 递 
推 公式 。 
Ye 一 吾 十 / ACYE(dt, k= 0,1,2,.- {10.3) 

从 Ys 求 出 . ” 

一 个 值得 指出 的 事实 是 , 这 样 得 到 的 函数 序列 一 定 收 襄 于 一 个 极限 函数 六, 而 
Y 是 初 值 问 题 (10.1) 的 解 且 是 它 的 唯一 解 . 在 证 明 上 述 程 序 的 收敛 性 之 前 , 我 们 先 
给 出 一 个 例子 来 说 明 我 们 所 用 的 方法 , 这 个 例子 的 解 我 们 已 用 别 的 方法 求 得 . 

例 1 考 虚 初 值 问 题 了 '(#) = 47 的 ,区 (0) = B, 此 处 4 是 一 个 nxn 常数 抵 
阵 . 我 们 由 定理 9.7 知道 这 个 问题 的 解 由 公式 Y(x) = ex*8B 给 出 , 此 处 > 为 任意 实 
数 , 为 了 用 逐次 逼近 法 得 到 这 个 解 , 我 们 取 Yolx) = B. 重复 应 用 递 推 公式 【10.3) 
得 


Yi(z) = B+/ ABdf— B+rAB, 
9 


Yas{z)= B+ / AY1{t)dt = B+ / (AB+tASB)dt= B+rAB+ 2z242 有 ， 
D u 


上 
了 1 2 ,2 Ll kakp (zrA)” 
Yr) = B+2AB+5T A B+...+ AB $ ,~ |B. 


最 后 一 式 右边 的 和 是 级 数 er4 的 一 个 部 分 和 , 因此 当天 一 oo 时 我 们 有 
lm ,oo Yh(z) = e728. 口 


10.3 ”逐次 逼近 序列 的 收敛 性 


定理 10.1 ( 齐 次 线性 微分 方程 组 解 的 存在 性 定理 ) ”给 定 一 个 在 开 区 间 了 上 连 
续 的 nxn 不 阵 削 烽 蕊 {四 , 给 定 任 意 nnx mn 常 数 算 阵 如. 若 ae J 则 由 遂 推 公式 


Yofz) = B, Yel(s)=B+ 上 ADY E(B, k=0,1,2,... (10.4) 
定义 秃头 和 0 瞪 阵 函数 序列 YofD 1(),Y2(z),.… 于 是 对 J 中 的 每 个 z, 序列 
{Yk(z)} 政 伊 到 一 个 满足 初 值 问题 

Y'(z)= Az}Y (zs), Yla)=B (10.5) 


的 nxm 趣 阵 函 教 六 (zx). 
证 明 首先 , 我 们 将 各 项 Y (zx) 表示 成 如 下 形式 : 
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丰 一 工 
Ylz) = Yo(r) + SH{Yr(r) — Yr)}. (10.6) 


"=0 


为 证 明 当 一 oc 时 , Yp(x) 趋 于 一 个 极限 , 我 们 要 证 明 对 了 中 的 每 个 zx, 无 穷 级 数 


> {Yr) — Yr()} (10.7) 
"=0 

都 收 敏 . 为 此 只 需 证 明和 矩阵 范 数 的 级 数 
人 ae) 一 于 rz (10.8) 
r=0 


收敛 即 可 . 在 这 个 级 数 中 我 们 用 的 是 9.3 节 中 介绍 的 矩阵 范 数 , 即 一 个 矩阵 的 范 数 
是 它 的 所 有 元 素 的 绝对 值 之 和 

考虑 J 的 一 个 包含 a 的 有 界 闭 区 间 石 , 我 们 要 证 明 对 五 中 的 每 一 个 x, 级 数 
(10.8) 都 被 一 个 与 x 无 关 的 收敛 数 项 级 数 所 控制 . 这 意味 着 级 数 (10.7) 不 但 收敛， 
而 且 在 五 上 一 致 收敛 . 

为 了 估计 级 数 (10.8) 中 各 项 的 大 小 , 我 们 反复 使 用 递 推 公式 ， 作 为 开始 , 我 们 


有 2 
YD- Yow)= | A Bat. 
为 简便 计 , 我 们 假定 a < zx, 于 是 得 


-Yool=| 广 aoaa| < aala (0.9) 


由 于 4 人 的 的 各 元 素 在 7 上 连续 , 因此 各 元 素 在 有 界 闭 子 区 间 由 上 有 界 . 从 
而 | 4 全 | 过 对, 此 处 24 是 4 的 的 所 有 元 素 在 区 间 站 上 的 界 的 和 ( 数 邓 与 瑟 
有 关 }, 从 而 不 等 式 (10.9) 中 的 被 积 函数 的 绝对 值 不 超过 ||BIM, 因此 对 溢 中 所 有 
了 2 都 有 


[Yn -Yoo < f BMat = HBIM(z -a). 


再 次 利用 递 推 公式 可 将 着 站 2 一 于 1 用 YY 一 Yo 表示 , 于 是 由 刚才 得 到 的 关于 
Ya 一 Yo 的 估计 , 对 五 中 所 有 的 x > a, 都 有 


(|¥2(2) — Yi1(2)| = 


/ -AW{YIE) - retoja| < f AONWBIMG ~ oat 


工 M2 2 
<1a02 f (oat= 1B. 
。 


青 由 归纳 法 即 得 , 对 上 中 所 有 的 zx > a, 都 有 
r+l(z 一 ar+i 


[Yeo -Yo < BIT 


，Y 一 和 1 2 ， 
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车 z < ea 由 类 似 的 讨论 可 得 同样 的 不 等 式 , 只 不 过 需要 将 (zx - a) 用 |z -al 代替 
而 已 . 如 果 我 们 用 工 表示 区 间 的 长 , 则 对 石 中 所 有 zx, 都 有 lz 一 al < 工 . 因此 
对 刀 中 所 有 的 z, 都 有 
Er+TIFEr+1 
[Yon — Yr < BI "= 0 2 
因此 级 数 (10.8) 被 收 敏 级 数 


下 二 
81> Be 一 
T= 二 0 


所 控制 . 出 此 证 明了 级 数 (10.8) 在 厂 上 一 致 收敛 . 口 

上 面 的 讨论 表明 , 逐次 吏 近 序列 一 定 收 化 而 且 在 六 上 一 至 收 敏 . 令 Y 表示 这 
个 收 雍 序列 的 极限 钞 数 , 即 对 五 中 的 每 一 个 z, 由 

Y(2) = lim 于) 
定义 函数 Ytz), 我 们 将 证 明 Y 具有 下 列 性 质 ， 

(a) Y 在 石上 连续 . 

(bp}) Y(7) = B+ AWMY (dt, 对 所 有 zz E 六 

(Yo =B 且 Y'(z) = A(z)Y(z), 对 所 有 ze 六 

性 质 (c} 指出 , Y 是 五 上 牧 值 问题 的 一 个 解 . 

(a] 的 证 明 ”每 个 函数 YY 都 是 一 个 n x m 矩阵 , 它 的 元 素 都 是 在 石上 连续 
的 纯 量 函数 . 极限 函数 Y 的 元 素 都 是 乒 上 连续 函 数 的 一 致 收 敏 序列 的 极限 , 因此 
Y 的 各 个 元 素 也 都 是 乒 上 的 连续 函数 , 从 而 Y 本 身 也 在 五 上 连续 . 

(b) 的 证 明 ”由 递 推 公式 (10.4), 我 们 有 


Yanitz) — B+ / “AY Dat 
由 于 序列 { 球 } 在 天 上 一 致 收 敦 , 因此 极限 符号 与 积分 号 可 以 互 换 , 即 


Y (0) = lm Yant(s) = B+ lim / A Y(t)dt 
一 百 十 1/ AGEm Yr(Dat= B+ / A(DY (Dat. 


(c) 的 证 明 ”由 (b) 立 得 (a) = 去. 由 性 质 (al 可 知 , (b) 中 的 被 积 函 数 在 六 
上 连续 , 因此 由 微 积分 第 一 基本 定理 得 Y'(x) 存在 且 在 上 等 于 A(x}Y (zx). 

五 可 以 是 了 中 包含 a 的 任意 一 个 有 界 闭 子 区 间 . 车 将 六 放大 , 求 Y(x) 的 过 
程 不 变 , 因为 它 只 牵涉 到 从 a 到 x 的 积分 . 对 了 中 的 每 一 个 x 都 存在 的 一 个 同 
时 包含 a 与 x 的 有 界 闭 子 区 间 . 从 而 初 值 问题 在 全 区 间 7 上 存在 一 个 解 . 口 

定理 10.2 ( 齐 次 线性 微分 方程 组 解 的 崔 一 性 定理 ) 设 4 人 在 开 区 间 了 上 连 
续 , 则 微分 方程 组 
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Y(t) = 407 的 
在 了 上 至 多 存在 一 个 满足 给 定 初始 条 件 工 (a) = 五 的 解 . 

证 了 明 设 Y 与 名 为 在 7 上 的 两 个 解 . 令 厂 为 7 了 的 包含 a 的 任 一 有 界 闭 子 
区 间 . 我 们 要 证 明 对 .7 中 任意 一 个 > 都 有 2(x) = {zx), 由 此 即 得 在 全 区 间 . 上 
有 名 =YY. 

由 于 与 2 都 是 解 ,因此 

ZO— Y= AW{ED — YO}. 
在 五 中 选取 x 并 对 上 式 两 边 从 a 到 z 积分 , 由 和 (oa = YY(a) 得 


Zz) _ Yr) = / AW{ZO Y(t. 
由 此 即 得 不 等 式 


12(z) -Yo < M | f “20 -Yat 


， (10.10) 


其 中 34 是 4 在 责 上 的 一 个 上 界 . 令 Mi 为 五 上 连续 函数 |‖ 204) 一 (2)| 
的 一 个 上 界 . 由 不 等 式 (10.10) 得 
| Ze) — Ye < MMilz — al. (10.11) 
将 不 等 式 (10.11) 用 于 不 等 式 (10.10) 的 右边 得 
3(2) — YN «< MM 
由 归纳 法 得 , 对 每 一 个 + > 1 都 有 
(x) — Yn) < Ma 区 = 中 (10.12) 
当 一 ec 时 上 式 右 边 趋 于 0, 因此 2Z{z) 一 六 (5 六 = 0 从 而 和 (oz = (四 完成 证 
明 . 口 
将 定理 10.1 与 定理 10.2 相 结合 即 得 下 述 存在 唯一 性 定理 ， 
定理 10.3 设 人 为 在 开 区 间 J 上 连续 的 n xn 址 阵 函数 . 若 aeJ 且 日 
是 任 一 nx m 带 数 短 崭 , 则 齐 次 钱 性 微分 方程 组 
Y(t = AADY(E), Yla)=B 
在 J 上 奉 在 下 只 存在 一 个 nxm 妈 阵 解 Y. 口 


fae 一 MM le = 


10.4 ”用 于 一 阶 非 线 性 方程 组 的 逐次 通 近 法 


逐次 还 近 法 也 可 以 应 用 于 某 些 非 线性 微分 方程 组 . 考虑 形 如 
Y= F(t,Y) (10.13) 
的 一 阶 微分 方程 组 , 其 中 FF 是 给 定 的 nx m 矩阵 函数 ,YY 是 待 确定 的 n x m 未 知 
矩阵 函数 . 我 们 要 寻找 对 某 个 区 间 J 中 的 每 一 个 t+ 都 满足 方程 
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的 = FH, YH) 
并 昌 还 满足 给 定 的 初始 条 件 YY(a) = 日 的 一 个 解 了, 此 处 we J B 是 一 个 给 定 的 
nxm 常数 矩阵 . 
与 线性 的 情形 相似, 我 们 构造 -- 个 逐次 逼近 序列 YY0, 人, sa， 其中 下 = 
互 , 对 不 一 0 12. .x+l 出 Y% 通过 递 推 公式 


Yrri(x) 二 如 + f° Flt, YE dt (10.14) 


给 出 , 对 下 作 某 些 限制 , 这 个 序列 将 收敛 于 一 个 满足 给 定 微分 方程 和 给 定 初始 条 件 
的 极限 函数 YY. 

在 研究 为 保证 收敛 性 而 应 对 加 上 哪些 限制 条 件 之 前 , 我 们 先 讨 论 几 个 具体 
例子 以 说 明 在 实际 操作 时 可 能 会 遇 到 的 某 些 困难 . 

例 1 考虑 非 线性 官 值 问题 W = 邓 二 只 当 z=0 时 yy 一 0 我 们 来 求 逐次 
下 近 序 烈 的 前 几 项 . 选取 Ylz) = 0, 然后 由 递 推 公 式 (10.14) 计算 后 面 的 3 个 近似 
解 : 


~ 


了 3 
r=-|/ t2dt 一 可， 


灵 I 好 号 了 
Yo (x) =/ + Yadt = 上/ G 十 $) 对 一 二 


工 | 地 2 3 2? grlt 15 
Ya(r) = t 一 十 一 | | 和 = 二 3 . 
3(7) / 二 (5 十 各 ) F161 071 9 


显然 , 为 计算 后 面 的 近似 解 , 工作 量 是 巨大 的 例如, 后 面 两 个 近似 解 芭 与 二 将 
分 别 是 31 次 与 63 次 的 多 项 式 . 口 
下 述 例 子 指出 了 在 计算 逐次 近似 解 时 可 能 会 遇 到 的 更 严重 的 困难 ， 
例 2 考虑 非 线 性 初 值 问题 yw = 2x 十 ef, 此 处 当 二 =0 时 y= 0 我 们 取 
w(x) = 0, 由 递 推 公式 得 


Yi (x) =/ (2¢ + 1)dt = x 十 了 
0 


于 下 
Yt{z) = f (2 + er Tt)dt = 22 十 1 et 二 dt 
站 o 


由 于 .上 述 最 后 一 个 积分 不 能 用 初等 聊 数 表 出 , 因此 进一步 的 计算 受阻 . 不 过 , 对 给 
定 的 一 个 z, 我 们 仍然 可 以 求 出 积分 的 近似 值 并 从 而 得 到 玖 (2) 的 一 个 近 侯 值 ， 口 

由 于 在 上 述 两 鲍 中 所 展示 的 困难 . 逐次 有 逼近 法 对 于 确定 解 的 显 式 表达 式 而 言 并 
不 十 分 有 用 . 这 个 方法 的 实际 价值 在 于 用 来 建立 存在 性 定理 ， 
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10.5 “一 阶 非 线性 方程 组 解 的 存在 唯一 性 定理 的 证 明 


现在 我 们 转 到 关于 一 阶 非 线性 方程 组 的 一 个 存在 崔 一 性 定理 上 来 . 对 出 现在 
微分 方程 组 
=— Flr,Y) 
右 这 的 函数 下 加 上 适当 的 限制 条 件 , 我 们 可 以 将 10.3 节 中 关于 线性 情形 的 证 明 中 
所 用 的 方法 加 以 推广 . 
令 了 表示 我 们 要 在 它 上 面 求解 的 开 区 间 ， 设 a € J 令 BB 为 结 定 的 nxm 党 
数 和 矩阵 . 令 5 表示 由 
S={r,):|r-asgnh,lY -Bl 
给 出 的 序 对 (z,Y) 的 集合 , 其 中 > 0,85 > 0. (车 n= m= 1, 这 是 一 个 以 (a, 上 B) 
为 中 心 , 底 为 2h, 高 为 28 的 炬 形 ) 假定 下 的 定义 域 包含 一 个 这 样 的 集合 5 并 且 
五 在 3 上 有 界 , 即 设 对 9 中 所 有 (z,Y) 都 有 
F(z, YH < M, (10.15) 
其 中 MY 为 正常 数 ， 
其 次 , 我 们 假定 , 对 每 一 个 在 区 间 (a 一 ,a 十 有 上 连续 并 且 对 所 有 zx e (a 一 
ha 十 hh) 都 有 (zx,Y(z)) < 5 的 函数 工 , 复合 矩阵 隙 数 G(r) = Fiz,Y({z)] 在 区 间 
fa 一 下 aa 二 PR 上 也 连续 . 这 个 假设 保证 了 逐次 逼近 法 中 达 涉 到 的 积分 的 存在 性 , 并 
且 还 保证 了 这 样 构 造 出 的 前 数 的 连续 性 . 
最 后 , 我 们 还 假设 下 满足 形 如 
Fz, Y) — F(z, 2) < CY — 2 
的 条 件 , 此 处 (z,Y) e 5, (x,Z) < 8,C 是 一 个 正常 数 . 这 个 限制 条 件 叫 作 Lipsehitz 
条 件 , 这 是 为 了 纪念 德国 数学 家 Hudolph Lipschitz(1832 一 1903), 他 在 1876 年 首次 
引入 了 这 个 条 忻 . Lipschitz 条 忻 并 未 对 函数 作出 过 多 的 限制 , 但 能 使 我 们 把 关于 在 
在 性 定理 的 证 明 从 线性 情形 推广 到 非 线性 情形 . 
定理 10.4 假定 五 在 集合 5 上 满足 有 界 性 、 连 续 性 和 Lipschitz 条 人 忻 . 令 了 
表示 开 区 闻 (a 一 La 二 荆 ), 此 处 工 为 上 与 BjiM 中 的 较 小 者 . 则 存在 唯一 的 一 个 定 
义 在 了 上 的 n xm 姑 阵 羡 数 ,使 得 Yla) 一 BB, (z,Y(x)) E 5 并 且 对 任意 x El 
都 有 
¥Y'(rz) = Flz, Y (x)]. 
证 明 ”由 于 定理 的 证 明 与 线性 情形 类 似 , 因此 我 们 只 简单 叙述 主要 步 钨 .、 令 
Yolz) = B 并 由 递 推 公式 , 
Yaprilx) = B+ / Flé, Yr(tY]dt, k=D0,1,2,... (10.16) 
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定义 I 上 的 nxm 矩阵 函数 yn ,go,……. 为 使 这 个 递 推 公式 有 意义 , 我 们 需要 确定 对 
每 一 个 ze 都 有 (zyYkfz)) < 5, 由 归 钠 法 可 以 很 简单 地 证 明 这 一 点 . 当 &=0 时 
我 们 有 (x,Yolz)) = (zx, B) < 9. 今 设 对 革 个 天 与 所 有 zz < 了 都 有 (x,Yx(x)) E 5. 
由 (10.16) 与 (10.15) 两 式 得 


lz 一 号 | < | f “Lt, Yatbllldt 


由 于 对 x e 了 部 有 |x 一 al 所 上 . 因此 得 
YEritz) — BI s ML Sb, 
由 此 可 知 对 每 一 个 x E 工 都 有 (x,Ygp41(7)) & 3. 因此 递 推 公式 对 每 一 个 开关 0 与 
每 一 个 z E 了 都 有 意义 . 
现在 可 以 和 10.3 节 完 全 一 样 来 确定 序列 {Yk(z)} 的 收敛 性 . 将 Yjp(z) 表 成 下 
述 形式 : 


< f t= Meal 


Rl 
ks(z) = Yo(z) + SY re) — Yr,(2)), 
+ 二 0 
再 通过 证 明 无 穷 级 数 
> .12) — Yr (a)l 


?一口 
在 上 收 全 而 推出 当 一 oo 时 ,Yefz) 趋 于 一 个 极限 . 利用 递 推 公式 和 Lipschitz 
条 件 , 由 归纳 法 可 得 
NY ri 一 天 川 拟 
由 此 即 得 级 数 


MO |z 上 al"+1 _ TCFEr+1 
(r +1)! (r+)! 


SYents) — Ya) 
"二 0 


的 收 敏 性 . 于 是 , 对 x e 卫 可 由 
YIx) = dm Yr(z) 


来 定 尽 极限 函数 YY. 和 线性 的 情形 完全 一 样 , 可 以 验证 Y 满足 积分 方程 
Y{z)=B+ 广 Fit, Y (lat. 
由 此 证 明了 解 的 存在 性 . 再 用 和 和 证明 定理 10.2 相 辣 的 方法 可 以 证 明 唯 一 性 . 品 


10.6 习 题 


1.， 考虑 线性 初 值 问 题 y 二 y= 28*, 当 z=0 了 时 y=1. 
(a) 求 这 个 一 阶 线性 微分 方程 的 精确 解 Y， 
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{b) 应 用 逐次 逼近 法 , 对 Yo0(z+) = 二 1, 求 出 Yn(z) 的 显 式 表达 式 间 证 明 对 所 有 实数 z 部 有 lim Yn{z) 一 
Ylx). 


， 将 逐次 逼近 法 用 于 非 线 性 初 值 问题 


六 二 下 十 瑟 ， 当 z 一 0 时 9 = 0 
取 Yolz) = 上 0, 求 Yatx). 


， 将 逐次 逼近 法 用 于 非 线性 初 值 朵 题 


y= 1+2y， 当 z= 0 时 y= 0. 


取 h(x) = 0, 求 Yt{z). 


， 将 逐次 通 近 法 用 于 非 线性 初 值 问题 


y= 十， 当 %w 二 0 时 y = 0. 
从 -个 * 坏 ”的 初始 近 优 Yn(z) = 1 开发 求 次 人 2)， 并 与 10.4 节 中 例 1 的 结果 比较 . 


， 设 a 与 8 为 实数 , 令 Ma 月 表示 & 与 5 中 较 大 者 , 考 起 在 区 间 [一 1, 1] 上 的 下 述 初 值 问题 : 


y= Miz,y), x = 0NHy=1. 
(8) 取 如 (人 = 1 对 nt 一 1,2,3,4, 用 过 次 带 近 法 求 Yn{2). 
{b) 求 此 初 值 问 题 的 解 


， 考虑 非 线性 初 值 问题 ， 


y= 2 二， 当 z=0Ny=1. 
(a) 到 加 (z) = 1, 用 逐次 逼近 法 或 22(z)， 
fb) 令 F(z, = 22 + 到, 考虑 婚 形 区 域 吾 = [一 1,1] x [1,1], 于 最 小 的 实数 由， 使 得 对 所 有 
(zz, 轨 E 吾 都 有 |1ffz 切 | 所 邮 ， 找 出 一 个 区 人 间 工 = (一 ce] 使 得 工 .上 的 每 一 个 逼近 函 妆 Y 的 图 
檬 剖 落 在 六 中 . 
{c) 假定 解 y = Y(z) 在 原点 的 某 个 邻 域内 能 展开 成 晤 级 数 ， 求 这 个 窜 级 数 展开 式 的 前 6 个 非 零 项 并 
与 fa) 中 的 结果 相 比 较 . 


， 考 嵌 非 线性 初 值 问 题 ; 


玉 一 1 十 扫 ， 当 区 一 0 时 8 = 0. 
(9) 到 区 他 ) = 0, 用 逐次 逼近 法 求 Yafz)， 
tb) 证 明 每 一 个 通 近 函数 ,都 在 整个 实 轴 上 有 定义 . 
te} 利用 定理 10,4 证 明 这 个 初 值 问题 在 任意 一 个 形 如 {一 k, 上 ) 的 区 疗 肉 至 多 只 能 有 一 个 解 . 
(d) 验证 函数 y = tan zx 在 区 间 [一 mx/2, mj/2) 中 满足 本 是 给 出 的 袜 分 方 稳 . 在 本 题 中 , 各 个 逼近 两 数 在 
整个 实 轴 上 都 有 定义 ,但 它们 只 在 区 何 【 一 zj/2, nf2) 中 收 雍 到 一 个 极限 函数 . 


， 求 同时 洱 是 方程 组 y' = sz = m93(y 十 2】 及 初始 条 忻 王 = 0 时 yy 二 1 及 x 二 1/2 的 两 个 函数 


Vy 二 Y(tr) 与 z= 二 2(z)， 从 补 嫩 近似 0(z) = 1 与 Zn(w) 二 1/13 出 发 , 用 未 次 通 近 法 求 出 通 近 北 数 


I B25 x Fa 
Yatr)=1 t + + ， 
0) -1+21 0 1+ 162 
1 Soe4 m3 3r3 Tc wl2 
Zal¥)==+ | + + . 
2 名 10 64 360 256 


. 考 虚 方程 组 sj = 2z 十 z,2 = 3zy 十 jz， 制 始 条 性 为 w= 二 0 时 y= 2,z = 二 0。 从 初始 近似 


hz) = 2, Zo0(z) 二 0 出 发 , 用 逐次 到 近 法 求 约 仔 ) 与 Za{T}. 

考虑 初任 问题 y= wy my TT 二 0 时 y= 二 5, 二 1.， 将 它 转化 为 一 个 由 甘于 两 个 未 知 函 
数 y = Ytz) 和 := 2fz) 的 两 个 方程 绝 成 的 方程 组 的 等 昼 问题 ,此 处 z = yr， 然 后 从 初始 近似 
住 (z} = 二 5 和 Zolxw) = 1 出 发 用 逐次 明 近 法 求 (x) 与 Ba{z). 


*10.8 赋 范 线性 空间 297 


*10,7” 逐次 允 近 与 算 子 不 动 点 


逐次 逼近 法 的 基本 思想 不 但 可 以 用 来 建立 微分 方程 的 存在 性 定理 , 而 且 还 可 以 
用 于 分 析 其 他 许多 重要 问题 . 下 面 几 节 将 从 一 个 新 的 视角 来 重 述 逐次 逼 近 法 , 由 此 
可 大 大 地 扩展 其 应 用 范围 . 

在 定理 10.1 的 证 明 中 , 我 们 依据 递 推 公式 


or = B+ f AWYrl)dt 


构造 出 一 个 函数 序列 {YY;}. 上 式 的 右边 可 以 看 作 这 样 一 个 算 子 工 , 它 把 某 些 子 数 
Y 转化 为 由 


T(Y)= B+ / -ANY (tat 
定义 的 新 函数 (YY. 在 定理 10.1 的 证 明 中 , 我 们 发 现 初 值 问题 Y'(z) = A(z)Y (xz)， 
Y(o) = B 的 解 Y 满足 积分 方程 
Y=B+ / "AWY (Dat 
将 上 式 用 算 子 记号 表示 即 为 T(Y) = Y. 换言之 , 解 Y 在 算 子 了 作用 下 不 变 . 这 样 
的 一 个 函数 YY 砷 作 算 子 工 的 一 个 不 动 点 (fixed point). 


分 析 中 的 许多 问题 可 以 用 某 种 适当 的 形式 提出 , 使 得 问题 的 解 依 束 于 某 个 算 子 
的 不 动 点 的 存在 性 . 现在 我 们 就 来 系统 地 讨论 这 个 问题 . 


*10.8 ” 赋 范 线性 空间 


为 了 从 一 个 一 般 的 形式 给 出 逐次 通 近 法 , 在 线性 空间 的 框架 下 来 进行 研究 是 比 
较 方 便 的 . 设 5 为 任意 一 个 线性 空间 ， 当 我 们 论 及 5 中 的 一 个 元 素 x 用 9 中 另 
一 个 元 素 y 逼近 时 , 我 们 考虑 差 x ~ y 并 将 它 称 作 表 近 的 误差 (error). 为 了 度量 误 
差 的 大 小 , 我 们 在 空间 中 引入 弗 数 . 任 一 欧 氏 空间 总 有 一 个 从 内 积 引出 的 范 数 , 即 
| zl = (zz)72， 不 过 我 们 也 对 不 是 从 内 积 引 出 的 范 数 感 兴趣 , 所 以 我 们 给 出 一 个 
在 一 般 意 义 下 的 范 数 的 定义 . 

定义 ( 范 数 )” 设 晤 为 任意 线性 空间 定义 在 9 上 的 一 个 实 值 函数 N 车 具有 
性 质 : 

(a) 对 任意 ze5, 者 有 N(x) 守 0， 

(bp) 对 任意 了 ES 和 任意 纯 量 0, 都 有 NN{ez) = |c|N(z)， 


中 本 章 中 加 星 号 的 小 节 是 选 学 内 容 , 这 些小 节 介绍 了 线性 代数 中 的 概念 在 分 析 学 中 的 进一步 应用 . 
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foe) 对 性 意 z,yE5, 剖 有 N(x 二 四 所 N(x) + NW), 

(d) 著 N(z) = 0, 则 必定 有 了 = 00， 
则 称 六 为 一 个 范 数 (norm). 定义 了 一 个 范 数 的 线性 空间 叫 必 贼 范 线 牲 空间 (normed 
linear space)}. 

z 的 范 数 N(x) 有 时 也 记 作 |lzll. 若 采 用 这 个 记号 , 则 关于 范 数 定义 的 性 质变 
为 : 

(a) 对 所 有 xz E 5, 都 有 ||z|| > 全 

fb) 对 所 有 ze 3 及 所 有 纯 量 c, 都 有 ||ezl = lelllzll; 

(ec) 对 所 有 z,y € 5, 都 有 Jz ++y < zx|| + ll; 

(d) 车 |z|| = 0, 则 必 有 z = 0， 

对 zyge5, 称 上 rz 一 囊 为 x 到 vy 的 距离 . 

例 ( 最 大 范 数 ) ” 令 CIJ) 表示 定义 在 有 界 团 区 间 了 上 的 全 体 实 值 函数 组 成 的 
线性 空间 . 对 yw E C(J), 定义 

|p = waglelz)l, 

上 式 右 边 表 示 v 在 J 上 取得 的 最 大 绝对 值 . 读者 可 以 验证 它 具 有 范 数 定义 中 的 4 
条 性 质 . 这 个 范 数 叫 作 最 大 范 数 . 口 

最 大 范 数 不 可 能 从 内 积 导 出 . 为 证 明 这 一 点 , 我 们 需要 措 出 它 不 具有 所 有 内 积 
范 数 都 具有 的 某 些 性 质 . 例如 , 车 一 个 范 数 是 由 内 积 导出 的 , 则 对 所 有 x,y e 5, 平 
行 四 边 形 法 则 


[z+ ol + lz — yl? = 2lzl? + 2ly)? 
都 成 立 ( 见 3.18 节 习 题 8). 但 对 于 极 大 范 数 , 平行 四 边 形 法 则 并 不 总 是 成 立 , 例如 ， 
令 z 与 ?为 区 间 [0,1] 上 由 
zt y=1 t+ 
给 出 的 两 个 函数 . 则 我 们 有 llzj = | 办 =z 十 名 = 一 囊 = 1 因此 平行 四 边 形 法 
则 不 成 立 . 


*10.9 收缩 算 子 


在 本 节 中 , 我 们 考虑 由 在 在 界 闭 区 间 J 上 的 全 体 连续 实 值 函 数 关 于 极 大 范 数 
Isl 所 组 成 的 赋 范 线性 空间 CTY, 考虑 算 子 
T ;00 一 cf， 
它 的 定义 域 是 C(J), 值 域 是 C{J) 的 一 个 子 集 . 即 若 w 在 了 上 连续 , 则 了 T(w) 也 在 
J 了 上 尝 续 , 下 列 公式 给 出 了 这 类 算 子 的 一 些 简单 例子 . 在 各 例 中 , yw 都 是 C(J) 中 的 


L 
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任意 函数 , 对 每 个 = & 7, 了 (wp){x) 则 分 别 由 下 述 公式 给 出 : 
Tfpifz = 入 Pp(2)， 入 为 给 定 实数 ， 


T(p)(z) = f jp( 台 dt，c 为 J 中 给 定 的 一 点 ， 
T{(p)(z) = b+ / " fwtt)dt， 此 处 5 为 常数 且 复 合 函 数 fl, y( 旭 在 2 上 连续 . 


我 们 对 那些 使 得 距离 | 了 (yp) 一 工 加 | 小 于 jp 一 证 与 某 个 固定 的 常数 =“ 之 积 
的 算 子 了 感 兴趣 , 这 里 常数 a < 1. 这 些 算 子 叫 作 收缩 算 子 ,其 定义 如 下 ， 

定义 (收缩 算 子 ) ” 设 荆 : C(J) 一 CI) 为 一 个 算 子 , 如 果 存 在 常数 n 其 中 
0 <<1, 使 得 对 于 (J) 中 的 任意 一 对 函数 p 与 蕊 , 都 有 

| 区 — Tp sg olly ol (10.17) 

则 称 工 为 一 个 收编 算 子 . 常数 a 中 作 工 的 收编 常数 . 

注 不 等 式 (10.17) 成 立 的 充分 必要 条 性 是 : 对 所 有 ze 都 有 | 了 (frz) 一 Tj)| 坊 alje 一 允 |， 

例 1 令 工 为 由 工 (yp)(z) = Xpfa) 定义 的 算 子 , 此 处 和 是 一 个 常数 . 由 于 

本 (一 了 (| 一 ez) — we)); 

因此 我 们 有 | 区 下 | = 人 Ale 一 人 因此 当 且 仅 当 | < 工时 这 个 算 子 是 收缩 
算 子 , 此 时 可 取 | 和 | 为 收缩 常数 . 口 

例 2 令 T(p)(z) =3+ 六 用 ,ed 此 处 了 对 所 有 xz < 7 以 及 所 有 实数 
与 z 都 满足 形 如 


if(z, 0) — fr, 2)| < Kly— a 
的 Lipschitz 条 件 , 其 中 下 是 一 个 正常 数 . 令 L(J 表示 区 间 J 的 长 度 . 车 KL(J)Y < 
1, 则 易 知 工 是 以 KIL(D 为 收缩 常数 的 收缩 算 子 . 事实 上 , 对 任意 x < J 我 们 都 有 


Iron — TO) = | / FE 一 Fw) < 天 / 一 wd 
<xKle -wl od < KrCNIe -tl 


壤 KILN <1, 则 工 是 以 a = KL(J) 为 收缩 常数 的 收缩 算 子 . 品 


“10.10 ”关于 收缩 算 子 的 不 动 点 定理 


下 述 定 理 指 出 任何 收缩 算 子 都 有 唯一 的 一 个 不 动 点 . 
定理 10.5 “信也 : C(J) 一 O(J) 为 一 个 收编 算 子 . 则 在 C(J) 中 存在 唯一 的 
一 个 函数 wp 使 得 
T(#) = ¥. 【10.18) 
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证 明 设 oo 为 CC 中 任意 函数 , 由 递 推 公式 
nTil 一 工 (pn )， 人 二 0,1, 2, 0 
定义 孙 数 序列 {wa}, 则 对 每 个 ”都 有 ”n+ E C( 刀 . 我 们 要 证 戎 序列 {ip。} 收 黎 到 
OC(D 中 的 一 个 极限 函数 ” 所 用 的 方法 与 定理 10.3 的 证 明 中 所 用 的 方法 类 似 . 将 
各 个 pr 表 成 和 式 ， 


n-l 
palz) = polz) + fokhifp) — Pr(t)), (10.19) 
k=0 
然后 由 无 穷 级 数 
eof(z) 十 2 {per1(7) 一 pe(z)】 (10.20) 
k=0 


在 J 了 上 的 一 致 收敛 性 证 明 序 列 {on} 收 黎 . 下面 证 明 级 数 (10.20) 的 和 就 是 所 要 求 
的 不 动 点 . 
将 无 穷 级 数 (10.20) 与 收 合 的 几何 级 数 


Mya 
k—0 
相 比 较 即 可 证 得 它 的 一 致 收 伍 性 , 此 处 M4 = eol+leal,e 是 工 的 - -个 收缩 常数 ， 
为 此 , 我 们 只 需要 证 明 对 所 有 x & 了 及 每 个 天 基 1, 不 等 式 


los 一]l < Mor (10.21) 
成 立即 可 . 注意 到 
[PartE) 一 of 一 全 (pz 一 了 (pi 和 ee — Psi- (10.22) 
因此 车 能 证 明 对 每 一 个 天 关 1 都 有 
| — Pri & Mo 1 {10.23) 


则 不 等 式 (10.21) 成 立 . 下 面 用 归纳 法 证 明 不 等 式 (10.23). 首先 , 我 们 有 

lp — oll & lpil| + eol = MM, 
即 当 == 1 时 不 等 式 (10.23) 成 立 , 今 设 不 等 式 (10.23) 对 上 成立, 则 由 (10.22) 得 

[pgt1(2) 一 PR(zZ allpr — Pa-ill & Mor. 
由 于 上 式 对 J 中 的 每 一 个 z 都 成 立 , 因此 也 有 
ls — pill & Mo®, 

即 椒 等 式 (10.23) 对 十 1 也 成 立 ， 因 此 由 归纳 法 即 得 不 等 式 (10.23}, 从 而 级 数 
(10.20) 在 了 上 一 至 收敛 . 令 yg 表示 这 个 级 数 的 和 , 则 得 


PT) = lim pn (2) = polr) + > [onH(z) 一 pkfz)j (10.24) 


二 0 
由 于 ” 是 7 上 连续 函数 的 一 到 收 化 级 数 的 和 , 因此 ”> 在 J 上 连续 . 为 证 明 yp 
是 了 的 一 个 不 动 点 , 我 们 来 比较 T(w) 与 en+l = 工 (om 利用 了 的 收缩 性 质 我 们 
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得 
(TEE) 一 pnt lr) = [TPE) — Tiprn) (P| < alels) — pn le). (10.25) 
但 由 (10.19) 与 (10.24} 两 式 我 们 有 


jp(z) — pnlo)| = 1 {peri(t) — PilT| & Do Pen(z) 一 oz 和 了 > oh， 
[ne 


k=n, R= 二 TL 


在 上 式 的 最 后 一 步 我 们 用 了 不 等 式 (10.21). 因此 由 (10.25) 即 得 


上) 一 na EM >》 CeeTT 


KE=n 
当 nm 一 so, 上 式 右 边 的 级 数 趋 于 0, 因此 yan(x) 一 T{yp}{z). 但 由 于 当 %n 一 oo 
时 pn+i(z) 一 (2), 因此 我 们 证 明了 对 每 个 x < 了 都 月 w(x) = To)j(z)， 于 是 
六 二 人 fp) 即 yp 是 一 个 不 动 点 . 
最 后 ， 我 们 来 证 明 不 动 点 w 的 唯一 性 设 六 为 CJ) 中 另 一 个 国 数 ， 使 得 
FT( 罗 = 攻 则 我 们 有 
le — = 1Te) — TAD sg ely ol. 
由 此 得 (1 ~- oj)llyp 一 串 所 0, 再 由 < 1 即 得 不 等 式 ||w 一 所 0， 于 是 再 由 
lw 一 引产 0 即 得 jw 一 是 =0, 从 而 w=. 由 此 即 得 不 动 点 定理 . 


*10.11 不 动 点 定理 的 应 用 


前 面 已 经 指出 , 不 动 点 定理 给 出 了 关于 线性 微分 方程 组 的 一 个 一 般 的 存在 唯一 
性 定理 . 为 说 明 它 应 用 的 广泛 , 我 们 用 不 动 点 定理 证 明 分 析 中 的 两 个 重要 结果 . 第 
一 个 结果 给 出 了 一 个 形 如 Fiz, 切 =0 的 方程 可 以 将 y 定义 为 x 的 函数 的 一 个 充分 
条 性 . 
定理 10.6 ( 隐 泪 数 定 理 ) 证 了 为 定义 在 矩形 带 
R={(z) arb, <Yy < +oo} 
上 的 二 元 函数 . 假定 偏 导 数 Da 了 Lr,y)? 奉 在 且 对 虹 中 所 有 的 (7, 久 都 满足 一 个 形 
如 
DO<m 人 Df EM (10.26) 
的 不 等 式 , 其 中 m 与 M4 为 正常 数 , mm 所 4H， 再 设 对 每 一 个 让 [a 中 上 连续 的 通 教 
pp， 复合 函数 gfz] = 了 Iz, w(x)] 在 [6,89] 上 也 连续 . 则 存在 唯一 的 一 个 在 [a,b| 上 连续 
的 吕 数 y= 一 Y(z), 使 得 对 所 有 ze 四 站 都 有 
了 [zy(2)] = 0. {10.27) 


人 Dz 了 (zw, 贡 1 表示 x 固定 时 , 了 f(z,y) 关于 4 的 导数 . 
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注 我 们 将 这 个 结果 表述 为 方程 Ffz, 册 一 0 在 [oa, 与 中 定义 了 的 一 个 隐 范 数 yy. 
证 明令 C 为 fw 引 上 的 连续 函数 组 成 的 线性 空间 , 由 方程 
To = p(n) — Hfle, ole)] 
定义 算 子 :C0 一 GC, 此 处 x 为 [oa,9| 中 任意 元 素 , M4 是 (10.26) 中 的 正常 数 . 当 
g eC 时 都 有 T(p) < C. 我 们 要 证 明 7 是 一 个 收缩 算 子 . 一旦 证 明了 这 一 点 , 即 


可 知 工 在 CC 中 有 唯一 的 一 个 不 动 点 YY, 对 这 个 了 我 们 有 Y= T{Y), 即 对 每 一 个 
2 [a; 相 , 都 有 


Y (2) = Y (2) — tf lz, YC). 
由 此 即 得 (10.271. 
为 证 明 了 是 收缩 算 子 , 我 们 考虑 差 
ro 加 -TWO=y 四 -ya- Eee E028) 
由 关于 导数 的 中 值 定理 得 
je ~ fles ba) = Dayle ztzllelz) -We 
此 处 zfz)] 落 在 efz) 与 B(x) 之 间 . 因 才 由 (10.28) 式 得 
TOD)(D) ~ TDD = [PD -po (1 RS ). (10.29) 
由 条 件 (10.26) 得 


og {1- 2 <1 他 

从 而 由 等 式 (10.29) 得 不 等 式 
(To) (2) — TL) & Np) 一 wz]| (1 一 蕊 ) < ol — |, (10.30) 
其 中 =1- 车 . 由 于 0< mg M, 因此 我 们 有 0 < a < 1. 不 等 式 (10.30) 对 任意 
z € [a, 5] 都 成 立 , 因此 了 是 一 个 收缩 算 子 . 证 明 完 成 . 口 

不 动 点 定理 的 第 二 个 应 用 是 建立 积分 方程 
6 

PP) = WL} 十 >/ Klz, totdt (10.31) 


的 一 个 存在 性 定理 , 此 处 区 是 一 个 给 定 的 在 [ww 如 上 连续 的 函数 , 是 给 定常 数 , KK 
是 一 个 给 定 的 在 正方 形 

晤 一 站 人 四 和 多 委员 避 委 2 入 计 
上 有 界 的 函数 ,， 儿 叫 作 此 积分 方程 的 核 (kernal). 令 C 为 由 [o, 可 上 全 体 连 续 函 数 
组 成 的 线性 空间 , 假定 核 K 使 得 由 


在 
TOjg = $n) + f Klas telat 
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给 出 的 算 子 荆 将 C 里 入 C. 换言之 , 对 所 有 o eC 都 有 To e OC. C 中 任 一 满足 
方程 (10.31) 的 通 数 yp 就 叫 作 积分 方程 的 一 个 解 . 

定理 10.7 (积分 方程 的 存在 唯一 性 定理 ) 车 在 上 述 条 件 下 , 对 所 有 (zx,W) E 3， 
都 有 


IK(z, WI & M, (10.32) 
则 对 所 有 满足 条 件 1 


的 和 ,都 存在 C 中 唯一 的 一 个 函数 9 满足 积分 方程 (10.31). 
证 明 ”我 们 来 证 明 7 是 一 个 收缩 算 子 . 取 C 中 任意 两 个 函数 wm 与 pz, 考虑 
差 
bh 
Tp) -Toaj(z) = A / K (a, tp1(t) ~ pod]at. 


利用 (10.32) 中 给 出 的 核 K(x,t) 的 上 界 , 我 们 有 

加 (全 一 工人 Pa 三 [MME — ao)llp — gal = ae ~ pall, 
其 中 a = 他人 ~ 四， 由 不 等 式 (10.33) 得 0 <& a < 1, 因此 工 是 一 个 收缩 算 子 ， 
收缩 常数 是 w. 从 而 工 在 C 中 有 了 唯一 的 一 个 不 动 点 yg, 这 个 函数 yp 满足 积分 方程 
(10.31). 口 


习题 解答 


0.8 习题 


3. 


人 b) 由 于 {&,b)(a, 9) 一 (2 52) 因此 一 个 复数 的 平方 绝 不 可 能 等 于 {一 1,0). 两 个 都 不 锋 于 零 的 复数 的 
以 积 有 可 能 为 零 . 例如 (1,0)(0,1) = (8,0)， 因 此 , 通过 先 将 f(x) 分 解 成 线性 因子 的 滋 积 再 令 各 个 线 
性 因子 等 于 零 来 解 代数 方程 F(z) = 0 的 通常 方法 对 这 样 定 浆 的 慰 法 不 再 适用 . 


0.11 习题 


1, 
2. 
3. 


(a) 2: (bh) —i (ce} di (di8+i (e) -$+ (1+ti (BO (1l+i 

(a va (bs (ol dl (Ce) va (f) ves 

{a r=20=37 (br=$0=—#r (Or=1l06=7 (dr=1,8=0 
(er=2v30=5n/6 (r=l10=dnr (r=-2vd0=ir r=2v20=——ir 
(和 一 二 VB 一 一 于 Or == -$x 


(aa 一 站 zz 任意 (bz 交 03=O (人 记 有 = 和 YY {qd) xz 一 0,y 任意 ;或 y==0, < 任意 


(ej) T=1y=0 {D5=1,y=0 


0.26 习题 

1. (1, 3) 与 (3,1). 

2, 4 = 一 2 一. 

3. a= ibh=0,c=—1. 
4. (b) f(t) = 144 — 32t. 


(c) 在 运动 的 中 点 , 即 二 = 9/2 时 , 速度 为 如 
19) 加 速度 是 #7"[#) 二 一 32. 


fa] f= 0 = 0 天 > 3/2. 


fb) 二 (inz)? 的 导数 是 到 E， 因 此， 六 dz 一 于 (nt)2; 常数 是 者 
(c) 1 一 去 ， 切 点 是 (ve, 直 “ 


(d} b = we. 
6. plx) 一 3 七 工 十 省 93 
吕 ， {bj}a=1,6=0. 
1.4 习题 


1. 
各. 


6. 


{a) (5,0, 9) 【bj (—3,6,9 (ce) (3,—1,4) ta] (—7,24,21}) fe) (oo0) 
z= $c — ea),y 一直 (2c2 一 cl) 


{a) { 诺 十 z#, 工 十 里 十 2 下 十 六 (cj 二 2,y 二 1,z 二 一 1 
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?7，{8) (全 十 2z) 王 十 革 二 对 芋 二 是 车 
名 fay {十 区 十 加 十 下 十 六 胃 


12. 平行 叫 边 形 的 对 角 线 互相 平分 . 
1.8 可 题 


(pb) 一 个 向 子 : 二 一 2,Yy=z 二 1 


[Cc) T=-1l,y=4,2=2 


. (a) 一 
2. (a) (4: BIC = 


(b} 2 (tc) 6 (do te)4 
(21, 28, —35) 


(d) ALB. OC) = (30, 60, -105) 


(b) A- (B+O=64 (0 (A+B.C=72 
(e A/{B. 吕 ) = ( 襄 , 言 ' 村 ) 


,一 2 (d) (Bb, -a) 或 (ba) 


5 一 个 铺子 : (1, 一 5, 一 3) 

6， 一 个 例子 : x 二 一 2, yy 二 1 

了 = 条 (一 1， 一 2 2),D 一 (22, -1l, 10) 

8. 一直 介入 3 生生 一 (下 ,再 , 柚 , 总 ,如 

9. (faj vi4 {bh} va14 (el vi53 td)5 

10，(a (一 二 吉 (2 (bp) (由 或 (一 1 一 1) (0) (3,2) 或 (3 

11. (8) Heh,5) (b) 2 各 元 (110,1) 
(d) A 41) (0) -全 45 

13， 册 与 瑟 , 妇 与 轧 , 妇 与 盏 媚 与 百 

13，{a) (2, -1 与 (一 2 1) fb) (2.1) 与 (一 2 一 人) (1,2) 与 {1, 一 2) 
(d) (1,2) 与 (1, 一 2 

14. 一 个 和 例子: 二 (8,1,1) 

15. 一 个 例子 : 加 = (1, 一 5, 一 3) 

16. 户 二 其 人 4 必 , 全 = 高 人 43) 

17, P= §(1,1,1,1), @= ¥{-3,—1,1,3) 

18. 土 小 (0,1,1) 

20. 任意 一 个 平行 四 边 形 的 边 发 的 平方 和 等 于 两 条 对 崩 线 长 的 平方 和 ， 

22. 412V2 

2%, C= 二 和 ,2, 3, 4 5 了 一 十 上 (10, 3 王 和 学 ， =14) 

24. C=tA,D=B-tA, 此 处 t=(A.B)/(A4. A) 

1.11 习题 

I. 如 号 

2. 38 

3，(a) 8, 总 (b) (8,3, 闻 ) 和 (证 ,学 , 鸭 

so 村,V 刘 

6. TAx/B 

8. x/B 

9.0 

10. (hb) 若 cos 8 = 1, 则 等 式 对 所 有 2 与 5 都 成 立 ; 否则 x = 9 二 0 是 仅 有 的 解 . 
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14， 除 (b} 之 外 的 全 部 
17，(c) 除了 定理 1.4(a) 之 外 的 全 部 
18. fa) 全 部 


1 jz=y= 二 (bz= -和 = 二 (r=4y=-l (dz=Ly=6 


(ce) 他 一 4 十 从 
10. (bh) j= B-AKk=#C—B (c) 0154 一 14 瑟 +5C) 
11. {4},{B}, {0},4DY, {4, B}, {A, C}, 1A, D}, 1B, C+ {0C, D} 
12. [a) 线性 无 关 ”人 b) 一 个 例子 : 已 二 及 {0) 一 个 例子 : 巨 = {0,0,0,1) td) 对 选择 百 = [0,0,0,1) 
我 位 有 其 =24 上 + 吾 一 安 十 3 瑟 
13. (ce) t=0, v2, 一 v 
14，(a) {(1,0,1,0), (0,1,0,1),(2,0, 一 1,0)} “ (b) 给 定 的 集合 “(c} 给 定 的 集合 
17. {(0,1,17,{1,1,1),{0,1,0)}, {00,1,1),(1,1,1),{0,0,1)} 
18. {{1,1,1,1),10,1,1,1),70,0,1,3),00,0,0,1)},{{1,1,1,1),{0,1,1,1),{0,1,0,0),(0,0,1,07} 
19. L(V) C L(T) C L(S) 
20.， 一 个 例子 : A = 二 {i,… ,nn}, B= 二 二 十 瑟瑟 十 再 Inii+In In +} 


1.17 习题 


1. fa) —1—i fb) 一 1+i (oii (dj lti (fe —l—i {2—1: (Ee) -i (th) 一 1 十 全 
() —3—2; 人) 2 

2， 一 个 和 例 子 ; [1 二 和 一 5 一 3%,1 一 3%) 

8. mi3 

9. 34 一 吾 十 2C 


2.6 习题 


fb) (d) 与 te) 

(a) 与 (8) 

【0), (Q) 与 (e) 

(bj (8) 与 (f) 

，fa) 不 共 线 “人 bp) 不 共 钱 【cy 不 共 线 
屿 于, 品 , D, FF 共 钱 

.相交 于 {5,9, 131 

，(b) 不 棚 兖 


. (a) 92 +8t+9 (b) 寺 wY65 
2,9 可 厢 


1. (¢) 与 (8e) 
2. {a), (b) 与 (¢) 


乓 六 由 


(9 (8,3,—7} 
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(by 2 一 S 十 下 下 一 1 十 3 王 一 8 十 嵌 


(Ff) (10,11,5) 


.Ej 企 二 1 十 二 时 二 二 $8 十 2 二 1 十 村 

4. (a) (1,2,0) 与 (2,—3,—3}) [(b}) M = {{1,2,0}) + 8(1,1,2)+t(—2,4,1)} 

6. (a), fb) 与 (中 和 一 2 十 zz 一 一 3 

7. (C8) (0,—2, 一 1) 与 (一 1, 一 2,2) (b) 村 一 8 人 0 一 2 一 品目 s 一 10;3) + t3,3,6}} 

8， 两 个 例子 ; { 一 5, 2,6) 与 【一 14, 3,17) 

9，{a) 平行 【b) 两 个 例子 ; {1,0, -1 与 (一 1,0,1) 

10、( 一 2 划一 了 

1T，、(aj， (Bb) 与 《ec) 不 平行 

13.， 填 一 芭 盖 一 1 

2.12 习题 

1. {a} (~2,3,—1) {b) (4,—5,8) {c) (4,—4,2) {d} {8,10,4) 
(8] {—2,—8,—12) (hh) (2,—2,0) 0) (~2,0,4) 

2 土 坟 (451) fp) 土生, 一 18,7) (OD) 土 训 (2,D 

3. (8) 蕊 (b) $v35 (c) 4v3 

二， 人 十 了 一 2e 

6. {bj cos8 为 负 (cl v5 

9、，(&) 有 一 个 解 是 召 一 一 一 3 (b) % 一 了 一 此 是 仅 有 的 解 

14，(a 三 种 可 能 : DD = BB++C- 态 = {0,0,2), D = A+C-B={4,-2,2),D= A-B-OC = {-2,2,0) 
(b) §v6 

12. —d; SV3; 一 二 VS3 

2.15 习题 

i. {ta} 96 {fb} 27 {0) 一 84 

2. 0, V2, —v3 

3. 2 

6，(a) (26 一 1t 十 杂 十 ck, 此 处 5 与 c 是 任意 实数 (b) 一 和 十 中 了 

11. 一 3i 十 2j 十 5 

14. (b} 1/3 

15. (hb) w2005741 

i7. w=1,y= l=2 

18. z=1y= —1l,x=2 

19. w= 1,y=4,2=1 

2.18 可 题 

1 (a) {(—7,2,—2) fh) 一 7 十 中 一 吧 一 0 Te 一 ?十 到 一 2 一 一 由 

2，(a) (于 和 一 中 (D 一 和 一 各 (6) 计 (9 站 一 基 , 基 ) 

3. 37 ~ y+2=—59/v14 

4. {b) 担 v6 

5. {a) (1,2,—2) (pb) z+2y—22=5 (c) 8 

6. 10r7— 3y ~ 7z+17=0 

7， 两 个 角 : /3 与 2x/3 
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号 ， 多 十 2 十 85 十 55 一 晶 

9. X(t = (2,1, —3) + t(4, —3, 1) 
10. (b} N=(1,3,—2) {ct=1 (d)2z+3y+2z+15=0 (ej r+ —2z+19=0 
11. T+ V2y+z=2+v2 

12. 6 

18. pl —8, —3) 

14. 了 工 一 中 十 三 一 全 

15. (3,0,) 

17. X(t) = (1,2,3)+ tl,—2,1) 
19. (b} 疡 = 一 过 (5, 一 14, 2) 

20. 2T 一 站 十 2z 一 总 一 站 

21. {b} 1 

23，3r ~— z= 人 0 

24. 2r 一 3z 一 了 


2.22 习题 


.r=edf(ll — esind);,r = —ed/{l + esin 人 fA 


3 

4. e=1,d=2 

5. = ,4=§ 

6. e= #4,d=6 

7. =2,d=1 

3. Ee= 2,d=2 

9, = 1,d=4 

10. d= 5,7=25/(0+3cos0 + 4sind) 


” 
二 - 


. dd 二 5, r=25/(5+4c0s8 +36inn) 

. d= BVv2,r= 1/(cosd + und + va),r= l/cosd + aingd — $v2) 
{a r= 1.5 x 108 (1 +cos9); 7.5 x 107 英里 
(or 二 5x107/(1 一 cos 后 ; 2.5 x 107 英里 


一 
mw ID 


2.27 习题 
i， 中心 砍 标 为 (0, 0); 焦点 奴 标 为 【 士 8, 0); 顶点 坐标 为 ( 士 10, 0); e 二 
2， 中 心 学 标 为 (0, 0); 售 点 誉 标 为 (0, 土 8); 顶点 坐标 为 (0, 土 10); e 一 证 
3， 中 心 壁 标 为 {2, 一 3); 焦点 光标 为 (2 士 V7, 一 3); 顶点 坐标 为 (6, -3), (一 2, 3;e 二 过 
4 中 心 华 标 为 (0, 0); 焦点 学 标 为 ( 士 夺 ,0); 顶点 坐标 为 ( 士 3,0); e 一 和 
5， 中 心 礁 标 为 (0, 0); 售 点 举 标 为 【 土 V3A6,0); 项 点 举 标 为 ( 土 V3/3,0); e 一 亏 
6， 中 心 坐标 为 【一 1, 一 2); 焦点 坐标 为 【一 1, 1, (一 1, 一 5); 顶点 坐标 为 【一 1, 3)，( 一 1;, 一 7); e 一 各 
7，Y7z2 十 1632 一 了 
8. 全 4 十 人- 一 1 
9. [ssa 十 二 一 处 


2 2 
10 + 一 1 


习题 解答 309 


1 Es 二 = 

12. Ei + 1 

13. .中 心 坐 标 为 (0, 0]; 焦点 誉 标 为 ( 土 2Y31,0); 顶点 誉 标 为 ( 土 10, 0); e 二 

14， 中 心理 标 为 【0, 0}; 焦点 坐标 为 (0, 2V41); 顶点 坐标 为 (0, 十 10); e = 91 

15， 中 心 坐 标 为 (一 3, 3); 焦点 态 标 为 (3 土 V5, 引 ; 顶点 坐标 为 (一 1,3), {5,3); e 二 站 

16， 中 心 坐标 为 【0, 0); 焦点 价 标 为 ( 土 5,0); 项 点 坐标 为 { 士 4,0)ie 二 

17， 中 心 坐标 为 (0, 0); 焦点 代 标 为 (0, 土 3); 项 点 坐标 为 (0, 士 鸡 ; e 一 3 

18， 中心 华 标 为 【1, 一 中; 焦点 能 标 为 代 士 V13, 一 2); 硕 点 瞧 标 为 (3, 一 2), (一 4, 一 2); e 二 3 


22. .= fl 一 2 
.5 
下 (多 十 3) 3。 Be—2)? 
23. 5 一 一 


24d. 4r2— t=11l 
25， 顶 点 些 标 为 (0, 0); 准 线 方程 为 了 = %; 对 称 轴 方 各 为 二 0 


26， 预 点 坐标 为 (0, 0}; 准 线 方程 为 了 一 一; 对 称 轴 方 程 为 yy 二 0 
27， 顶 点 坐标 为 ( 当 , 1); 淮 线 方程 为 x 一 一 3; 对 称 畏 方程 为 y 一 1 
28， 顶 点 坐标 为 (0, 0); 惟 线 方程 为 y = 一 3; 对 称 输 方 穆 为 了 一 0 
29， 顶 点 奉 标 为 {0 站; 玲 线 方程 为 y 二 2; 对 称 轴 方程 汐 x = 二 0 


30， 项 点 坐标 为 《一 3, 一 4); 鹤 线 方程 为 y = 一 量 ; 对 称 轴 方程 为 之 = 一 
31. z2 一 一 上 
32. y= BI 


33. (x +4)2 = —8(y—3) 

34. {y+ 一 5(z 一 于) 

35. (z — 3 一 2 十 二 

36. 人 一 了 2 一 一 8fz 一 1) 

37. 22 一 428 十 492 十 407 十 207 — 100=0 
38.， 42 一 288 十 吧 一 2 一 2 二 工 


2 2 
39. 大 十 项 = 二 1 
40. y2 — dr2— dy+4r=0 


2.28 关于 二 次 曲线 的 综合 性 习题 


1，fal e 二 w 2 名 二 中; 祭 点 坐标 为 【w3,0] 和 (一 w3.0 fb) 6x2 一 342 二 4 
5. (bj y= Cr #0 
6， (zc 一 扫 )2 十 (y 一 全 )> 一 和 
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3. 


25 


3. 


3. 


1. 
10, 
11. 


13. 
14. 


， 士 W 学 
bh 
. 18m 
. (a) § (b) 2x (c) 48n/5 
.A= #1+ V5)B 
[4,8) 
5 习题 
是 2. 不 是 3. 是 4. 不 是 5. 基 
是 7 ， 大 8. 是 9. 是 10. 是 
是 12.，， 是 13. 不 是 14. 是 15， 是 
是 17， 是 18. 不 十 19. 是 30， 是 
. {a) 不 星 tb] 不 是 [c) 不 是 (dh 不 是 
. {a} 是 {bh) 不 是 {中 是 {dj 是 
10 习题 | 
是 ;2 维 2.， 是 ;2 维 3， 基 ;2 维 4. 是 ; 2 维 5. 是 ;1 锥 
不 是 7. “不是 8. 不 是 9. 是 ;1 维 10， 是 ;1 维 
是 ;nn 维 12. 是 ; m 维 13.， 是 :n 维 
.是 ; 车 nn 为 偶数 则 dim = 1 十 寺 n, 车 nn 为 奇数 则 dim 一 (ni 十 1) 
， 是; 兰 n 为 癸 数 则 dim = #n, 车 nn 为 奇数 则 dim = 3(n 十 1) 
. 不 是 
. 是 ;证 1 维 
. 不 是 
. 是 ;nn 维 
. 是 ;m1 维 
， 是 ; ma 维 
,是 :nn 维 
.ladim=3 {hjdm=3 (cdim=2 {dd) dim=2 
，(3) 车 a 关 0 且 5 关 0, 则 沫 全 线性 无 关 ; dim = 3; 若 a 利 8 中 有 -- 个 为 零 , 则 集合 线性 相关 ; dim = 2. 
Lb) 线性 无 关 , dim = 2 (c) 着 4a 半 0, 则 线性 无 关 , dim = 3; 车 a = 0, 则 线性 相关 , dim 二 2 
(d) 线性 无 关 ; dim 二 3 ”[e) 线性 相关 ; dim = 2 {f) 线性 无 关 ; dim = 2 (gg) 线性 无 关 ; dim = 二 2 
(h) 线性 机 关 ; dim = 2 后 线性 泡 关 ; dim 二 2 人 线 性 无 关 ; dim 一 2 
13 习题 


{a) 不 是 内 积 。”{b) 不 是 内 积 “(ce) 不 是 内 积 ”(d) 不 是 内 积 (8) 是 内 积 
{b) + Dnt = a 一), a 作 意 


EL 
{a) $ver+1 (bgtz) 一 Ma — #4(c? + 1)),b 任意 
(0) 43 (dd) g(t) = af1l 一 ,a 任意 
(9) 不 是 内 积 ”(b) 不 是 内 税 (c) 不 是 内 积 fd) 不 是 内 积 
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15. (tc) ml3n+1 

16， (cI 1 (dj es—1 

3.17 习题 

1. (8) 与 (bp) §v301,1,1), $v60, -2,1) 

2. (a) #2(1,1,0,0), § v6(—1, 1,2,0), $v3(1, -1, 1,3) 
fb) #v301,1,0,1), 3 和 (1, -2,6,1) 


6. 3 一 In23 
7. es—1 
8. ee-1) 二 + Bp1 — Te 2 
9. mx— 29ing 
10. 3 — 了 
4.4 到 请 
1.。 线性 ; 雪 化 度 为 0, 秩 为 2 2. 线性 ; 零 化 度 为 0, 秩 为 2 
3. 线性 ; 零 化 度 为 1, 我 为 1 4. 线性 ; 零 化 度 为 1, 秩 为 1 
5.， 非 线 性 6. 非 线性 
7. 非 线性 8. 非 线性 
9. 线性 ; 零 化 度 为 0, 秩 为 2 10. 线性 ; 零 化 度 为 0, 秩 为 2 
11. 线性 ; 零 化 度 为 0, 秩 为 2 12. 线性; 零 化 度 为 0, 秩 为 2 
13.” 非 线性 14， 线性 ; 零 化 度 为 0, 秩 为 2 
15. 非 钱 性 16， 线性 ; 零 化 度 为 0, 秩 为 3 
17. 线性 ; 零 化 度 为 1, 秩 为 2 18. ”线性 ; 零 化 度 为 1, 秩 为 3 
19， 非 线 性 20. 非 线 性 
21.， 非 线 性 22. 非 线性 
23， 线性 ; 零 化 度 为 1, 秩 为 2 站 线性 , 零 化 度 为 0, 秩 为 nn 十 1 
26、 线性 ; 零 化 度 为 1 秩 为 无 穷 大 27. 线性; 零 化 度 为 2, 秩 为 无 穷 大 


28. 线性 ; 去 化 度 为 无 竺 大 , 秩 为 2 
29， 六 全 ) 是 全 体 常数 序列 的 集合 ; TIV) 是 全 体 概 限 为 0 的 序列 的 集合 
30，{dY {1, cos mysinzjl 基 TOV) 的 一 组 基 ; dim TT(W) = 二 3 


(e) N(T)= 8S 
{车 个 (让 二 cf 是 ce 关 0, 则 cf ET(WY, 因此 了 半 E THIWY, 从 而 我 们 有 fz) = ea 十 cacos 了 十 c3 3ing. 
自 了 (六 = of 得 


Drcl 十 ea COB TT Nea MnT = Cl Co COs 二 C5 sin Tz). 
著 上 =0, 则 ec=r 且 Fr] 一 eacosrteaasinz, 其 中 与 es 是 不 全 为 零 的 任意 实数 ; 若 cl 关上 0， 
则 = 一 并 旧 ffz) = a 此 处 a 为 不 等 于 零 的 任意 实数 


4.8 习题 


， 基 ; = 二 vy 二 
， 蚌 ;二 二 一 
.不 是 

. 不 是 


鳄 总 和 
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7 了， 不 是 

8. 是; 二 nv, yy = lny 

9. 不 县 

10 . 是 ;jg 二 4 一 1, yy 三 vs 一 1 

11， 是 ;全 一 去 亿 十 下 二 于 人 一 区 
12. 是 ;一直 亿 十 四 ,一 到 (29 一 多 
13， 是 ; 二 wy 二 vz 二 包 


14. 不 是 

15， 是 ; 这 二) 外 二 当 V1 2 二 于 了 

16， 是 ; 一 中 一 地 二 一切 一 尼 一 开 
17. 是 ;二 二 一 1, Y= 二 4 一 11z 一 志 十 1 
18， 是 ; ww = 一 1],W 二 4 一 2,Zz 二 灿 W 一 3 
19. 是 ;二 ,二 一 鞭 , 名 二 娘 一 人 


20， 是 ; x 三 过 (由 一 当 十 妇 ) y= 于 人 包 一 下 十 二 区 二 考 (oo 一 们 十 切 
25. (5+ TY = 52+ ST+TS+ 12, . 
{S++Tl -S++TS+ STS+ ST+HT? +TST+TS+T? 
27，faj (ST}(z YY, 2) = {Ty 二 oT 二 YE) THO) (Ry 2) 二 (十 如 十 条 十 人); 
(ST — THT, ,2) = (+ Eo gy 2); Fr, 2) = (FY 2); 
了 (人 区 = {x, 22 YF + y+ 2); 
(ST)?2 (2, y, z) = 二 (37 二 28 十 #27 十 2y 十 x, 工 十 本 十 22); 
(TH (L,Y 2) = {T+ya T2252 DY 3z); 
(ST 一 TIMz, 2 = (RY 2 一 十 十 27); 
(bY 58-18, 0, ww) = fw v0); TT by) = (Oo Oo 
{STII v0) = CY Oo Wt Oo WTI = Co 一 让 一 人 
(0) (TF Dw a) = (0 z+ ;Ts 2) = (0,0,0); 
[一 了 人 2) = (0,0,0 计生 字号 
28. (a) Rplr) = 2; 3pfo =3— 8+ rx: TD(z) 一 27 十 3z2 一 T3 十 了 4 (0937T)pfz) 一 2 十 3 一 了 2 十 区 3; 
(5S)p(z) 一 3m 一 2 十 wai (TS)2p(z) = 3 一 3 十 Ti (32 人 和) 一 一 2 十 区 3 
{3272Jpfz) 一 2 二 3z 一 ?十 了 3i (7 Srz) 一 331 (RSTYP(2) = 2 
(bj N{R) = 也 :BO 二 0}; REV) = {p :2 是 常数 ]; N{5) = {p : 2 是 常数 ] S(V) = Vi 
N(T) = {0); T(V) = {p : p(0) =0} 
(OT-1=8 {qd) (TS)? = RSnTn = 
29. (a) Dplz) 一 3 一 2 十 12z2; Tplr) = Sm 一 202 十 12r3i 
(DT)p(z) = 3 ~ 4r + 3672; (人 DJpfz) 一 一 27 + 2452; (DT 一 了 DJ)P(z 一 8 一 2 十 1272; 
(T2D? ~ D2T2)p(z) 一 8 一 1922 
tb) pfz) = am, 此 处 a 旦 任意 纯 量 
(ce) pfz) 二 ar2 十 六 此 处 与 5 为 任意 纯 量 
(d) Y 中 所 有 p 


32， 由 于 了 将 所 有 的 常数 序列 映 为 同一 个 序列 , 因此 了 不 是 …-- 的 ， 


4.12 习题 


1 (a) 单位 官 阵 斌 = (Ah 此 处 当 于 一 天 时 5 二 1 当 了 天 天时 8 一 0 
tb) 零 矩阵 OO, 官 的 每 一 个 元 素 都 是 0 


0. 


11. 


1i2. 


13. 


14. 


15. 


1 0 8 D 1 0 
| 1 | © |, , | (© 


(8) 一 于 十 了 Gt — 123 


1 -1 
，fa) (5,0, 一 1); 零 化 度 为 0, 条 为 2 {b) | 0 0 | 


1 1 
，{a)】 [一 1, 一 3, 一 外 ; 零 化 度 海 0, 我 为 2 [bY | 0 1 


习题 解答 


te) 矩阵 【ebx), 此 处 (65x) 是 (a) 中 的 单位 窃 阵 


1 2 3 0 一 了 一 工 3 0 
ol 3 of 2): 


sd 


fay 3 十 4 十 4 上 8; 零 化 度 为 0, 牧 为 3 fb) | 1 一 3 


2 0 一 2 
. 1 一 1 1 
之 1 0 


(了 (和 一 了 十 间 二 (0, 一 2); 零 化 度 为 二 秩 为 2 (b) | 01 1 


i 1 
性 性 

| 
Le i 
nm mm 
L 


D 1 -1 


o|: 6 | (dj] el = 4, ez2 = k, e3 = %, Wi = (1,1), wa = (1,—1) 


1 1 
(cj el 一 全 ea = i+ wi = {1,0,1), wa = (0,0,2), wa = (0,1,0) 


1 1 
(tc) el = ea 一 了 一 让 1 = (1,0,1), we = (0,1,0), wa = (0,0,1) 


(a) el 一 ea; 零 化 度 为 0, 秩 为 2。 (b) | 1 2 


5 | {cja=5,8=4 
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314 习题 解答 
0 -1 1 0 -1 0 0 -3 
8 1 001||0 0 
0 0 0 -1 0 0 -1 0 
[0 D 1 用 0 D 0 一 1 
1 一 0 一 2 
17. ， 
| 1 | EE 0 | 
2 一 —5 —12 
18. 3 | ， 
| 2 | | 12 | 
0 000 0 100 0000 
0 100 0 040 0 020 
19. b 
Hool YIocooo|l Sloo0o0 6 
D DO 人 0 3 DO 9 0 nD 0 0 0 0 
0 _1 0 0 0000 0 0 -8 0 
站 0 -2 n 0 1 0 0 0 0 | 一 48 
(d) (e) {f) 
0 0 0 -3 0040 00 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 9 0 0 0 0 


.到 (ga,a2,a 1 为 V 的 一 组 基 , (x2,z) 为 W 的 一 组 基 , 则 TD 的 给 阵 为 | 


14 | .24- 4 
14 
了 
0 
4 | ,A(QB— 30)= | 
8 


| 


与 8 任意 


5 
3 


一 4 
24 


20 
4.16 习题 
4 
3 15 
1. B+C=|80 2 |.,AB= 
一 15 
6 —5 
0 0 0 0 
胡扯 一 | 0 | 一 | 2 -8 
4 一 16 
mam b 一 2 a 
2 (9) [s 0| ,4 与 6 任意 人 | -> 1 
3. (aj a=0b=6c=1d=5 (ba=1l,b=6,c=0,d= —2 
-9 -2 —10 一 急 
4. {a) 6B 14 总 (Cb) 0 
—? 5 一 号 12 
6 A" - | 1 
0 1 
7 An cosng —ainng 
aim ng CDS HH 站 
工 所 mt) 
8. A 0 1 n 
0 0 1 


6 0 0 0 
00 


4 一 刀 

16 -8 |,， 
一 28 14 

30 —28 
一 30 28 


| . 


11. 


12. 


13. 


14. 


习题 解答 315 


| -1 0 4 
! | | 人 
[9 1 J —1 避 一 忆 


坊 13 9 19 
o-[; ?7-| 和 | 
8 了 村 党 


(bl (A+ B= A+AB+BA+ BI:(A+-B(A- B= A+BA- AB+B: 
《el 对 于 些 林 交换 的 算 阵 


4.20 习题 


13. 


15, 


" (x, Y, 2} 一 (8 一 记名 ) 


无 解 


. {Ty 7) = 1,—1,0) 十 二 一 3 4 11 


(zz， ¥, 2) 一 {1, —1.0} 十 让 一 当 , 和 4， 1) 


{zy 0) = (1,1,0,0) + (1, 14,5,0) 

. {ry 2 = C1, 83,0,—4) + t(2,7.3,0) 

,x 0) = 1 1,1,0,0,0) + ta{—1,0,3,—3,1) 
{zy} = ,1,1, C1) + (1,3,7,0) 十 丰 作 ,9,0,7) 

{v2) 二 《0) 十 t5, 1, 一 3) 

{a) (a 2) = ,6,3,0) 二 11,7,0) + ta{t0, 0,0, 1) 


fb] (zg, zt 二 ( 昔 ;4 担 ,0) 十 tt4, 一 11,7,22) 


—1 2 1 


Oo 下) 
Pn 

[2 2 
ht or 名 
上 区 


品 己 上 
be 
— 
| 
ta 


316 习题 解答 
0 二 0 -1 0 1 
1 0 0 00 0 
0 0 0 10 -1 
16. 
-43 0 1 00 0 
00 0 00 和 
9 0 一 3 日 1 0 


4.21 关于 矩阵 的 综合 性 习题 


:P-|: | 
5 一 1 


4 |。 小 | 了 | 与 | 1 | 与 c 任意 ,a 为 二 次 方程 a2 a 十 be 二 0 的 任意 解 
0 0 0 1 1—n 


Ga 


5.8 习题 


i. {a} 6 {b) 76 (cl 上 一 4 
2. 人 1 (bh)1 tl 
3. th) 各 一 可 人 一 Bite 一 机 人 十 站 十 本 5 (batc— ate— babtact be) 
5. (a) —8 (b) bate od oc Da-ba—e) 
te) Oate -od ae bd doatb+etd 
fd afa2 一 4fo2 — 16) (e) 一 160 


1 -3 1 去 

2 4 8 16 

0 1 一 科 1 

7. det 4 = 16, det (A-1) = 而: A-!1 二 2 4 
oo 3 -3 

1 


1 关 汐 ni 让 态 ni 产 方 
10. 下 一 | gn g2 9 ti g W|I+|ig gm 9 


h1 ha ha hh Rha hs | A jh hs 
ni fa 让 ni a 态 
11. (bp 若 五 =| 到 站 其 | 则 本 =| 有 及 其 
六 了 六 Wy fa 1 
5.15 习题 


6. det 态 = (detB)tdet D) 
7 了. (a8) 线 凰 泡 关 {bb) 线性 无 基 (ce)] 线性 相关 


习题 解答 
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5.20 习题 
| 109 113 
4 一 3 2 一 ! -40 一 9 
1 b 一 
©| 2 | {b) 6 人) 9 
—4 -2 2 
| -~50 38 
4 | 2 2 -6 <] 
2. © | | (DE| -1 3 -2 
一 3 1 
1 5 2 | 
109 -40 —4i1 一 8 
四 | 1 -92 -9 38 
306 | al 74 7 16 
一 I3 各 47 20 
3. (a A=1 (pA=0A=+3 (co A=3,A=ii 
5. {a wy=1l,z=2 (br=1l,y=1,z= -1 
5,22 关于 行列 式 的 综合 性 习题 
和 
工 一 区 ] YH 全 1 z 
1. (hb) det | Ta— Fl YY 区 一 了 | = 0;det 1 型 
I2. 2 
TTR YY 291 
23 Ya 
(zm + rr) yh) 
人 det | (za 一 2 十 (aa nn) (rae) (ye -un) 
(rs— T+ nr) {ye— mn) 
m+ty mm vy 1 
det 可 + 1 nh 1 一 [0. 
T+ za ya 1 
Z3 二 失 za ya 1 


2. (a) cof 六 = 一 工 1 
Ty 
5. BT 一 2%2 十 e3z 一 e2z) 


f. a=—7b=c=12 


6.4 习题 


1，fbj oA 十 bs 
7， 非 零 常 数 多 项 式 
8， 特 征 函 数 : f(t = Qt*, 此 处 口 冯 0 
9， 特 征 函数 : f(t) = Cet > 此 处 C 关 0 

10. 特征 函数 ; f(t) = Cet /GN 此 处 口 基 0 


多 


于 


一 13 
16 
47 
20 
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习题 解答 


11. 书 于 入 二 0 的 特征 向 量 是 极限 为 a 关 0 的 所 有 常数 序列 属于 入 = 一 1 的 特 入 向 景 是 柑 限 为 z= 二 0 的 


所 有 非常 数 序 列 . 
6.10 习题 

特征 值 特征 向 量 dim F(X) 

1. {a) 1,1 (a9) 关 (0,0) 2 

{b} 1, 1 tf1,0), +0 1 

fc) 1,1 t(0, 1)}, £ 半 0 1 

(d) 2 t(1,1), £0 1 

0 t(1,—1}, £0 1 

2.1+vab ttva,vh, 1 0 1 

ii—vab tva,—vb),t¥0 1 


.省 鲈 量 域 是 全 体 实 糙 的 集合 及 , 则 只 有 当 sin8 二 0 时 实 特 征 科 存在 , 此 时 有 两 个 相同 的 特征 慎 Ai = 


2 = 一 cos 日 其 中 cos8 = 1 或 -1 在 这 一 情形 下 每 -个 非 零 向 量 都 是 特征 向 景 , 因此 dim E(X1) = 
dim 瓦 (Xea] = 2， 若 纯 基 域 二 全体 复数 的 集合 忆 ， 如 特征 值 为 和 = cos0 二 iaing 和 它 的 共 物 复数 
A2 二 cos 和 一 sin9. 车 sin8 二 0, 则 A1 与 Az 是 两 个 相同 的 实数 . 若 sin 日 天 品 则 Ai 与 Aa 是 -- 
对 不 相等 的 此 加 复 数 ; 属于 和 1 的 特征 向 量 为 #i,1), 此 处 芋 兰 0; 属 于 hs 的 特征 向 量 为 #(1, 涪 ,此 寻 


£0: dim BAi) = dim F(Xs) = 1. 


一 巴 


| (| 


是 条 人 忻 3 二 1 一 bc 的 任意 数 


. 设 A4 二 [: a 且 令 入 二 (4 一 ?十 4be, 普 A > 0, 则 特征 值 为 两 个 不 同 的 实数 , 车 A = 0, 则 特 


征 值 为 两 个 相同 的 实数 , 着 入 < 0, 则 特征 怕 是 对 共 罗 复数 . 


. 2 二 b=c=ada=e=f=1 


特征 慎 特征 向 盟 dim ELX) 
7. (al 1,1,1 #0,0,1),t0 1 
fbj 1 #1, 一 了 四 ,下 天 日 1 
2 t(3,3, —1), t¥0 1 
21 #1,0,t¥0 1 
(0) 1 #3, 一 1,3),t+ 关 0 1 
2. 2 t(2,2,—1),t 关 0 1 


8、 对 每- 个 年 阵 , 特 狂 值 都 基 1, 1, 一 1, 一 1. 


2. 


6.12 习题 
Of so | 2 | ca 
Res = | 2 ?| sn 
5a —b 


te) 等 征 依 为 3, 3; 若 存 在 非 麻 异 和 矩阵 局 , 则 C71AC = 31, AC = 3C, A=31 
(qd) 特征 值 为 1, 1; 磅 存在 非 奇异 矩阵 局 , 则 CG-1AC = 了 AC=0C,A=I 


.C= A-lH 


习题 解答 


4，{a) 特征 值 为 1, 1, 一 ]; 特征 向 量 为 (1, 0,1), (0; 1.0), (1,0, 一 1); 


1 0 1 
C=10 1 0 
1 0 一 


fb] 特征 和 为 2, 2, 1; 特征 向 量 为 {1,0, 一 17, {0,1, 一 1), {1, 一 1, 1); 


1 Q 1 
= 0 1 -1 
一 1 —1 1 
5，{a) 特征 值 为 2, 2; 特征 向 量 为 #1, 站, 此 妃 + 关 0. 车 = | 名 | 于 处 8 亲 0, 则 


cac-|i 2 
1 2 


(b) 特征 值 为 3, 3; 特征 向 量 为 t1, D, 此 处 在 关 0. 并 局 二 [a 2 


,地 处 5 #0， 则 
OC-1AC = | | 
1 3 
65， 特征 值 为 1, 1, 1; 特征 向 最 为 t(1, 一 1, 一 1), 此 处 二 夭 昌 
6.14 习题 


A120 AA"-nA-tn— LI 
A-1—3I- 3A,A" = (2" 1A- (2" -ar 
. 41= AAr= UDIt A 


Ss 


1 _ 1 十 f 一 tm 工 一 [一 1)m 
AT- AA"- +A 


5. A 二 DO, 车 n>3 
6 nr 一 凤 洲 下 尖 1 


2+ 0 a 
7. A3—4A2—54T+2I A"=| 0 1 0 
[0 人 工 


6.16 关于 特征 值 与 特征 向 量 的 综合 性 习题 
1，fa) 特征 值 Ai = 一 1, 特征 向 最为 tf1,0,0), 此 处 + 关 70. 
特征 值 xz = 4, 特征 向 量 为 太一 2,1,0), 此 处 七 夭 0. 
特征 值 Xa = 0, 特征 坷 量 为 1, 一 2,1), 此 处 #4 关 0. 


1 -2 1 
(b=|10 1 —2 
1d 1 
1 a Q 
2,， 如 = i 一 吕 a | , 此 处 为 任意 非 零 数 
一 | a 0 
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3. [al 特征 和 值 为 A1 二 1, Xa = ha 二 3. 属于 和 1 的 特征 向 量 为 af1, 一 1, 一 1), 此 处 a 关 0, 属 二 As 各 和 a 


320 


习题 解答 


10. 


11. 


12. 


的 特征 疝 基 为 af 一 1 2 0 此 处 a 关 0. 
f 1 -1 -1 
(C=| -1 2 0 
-1 0 3 


; 此 处 x 与 gy 为 任意 数 旦 x 关羽. 


(0) D= | 0 
[2 3 


I 
0 
[i ax vy 
中 
| ; 此 处 工 与 9 为 任 章 数 且 rc 天. 
e 


特征 值 为 2 十 2 一 洁 正 交 特 征 向 量 为 (1, 纹 , (1, 一作 


1 i 
室 因 
入 ”一 1 
1 1 


2 2 


[| 


=n =n Tm (b) detQI -ND = M1 n) 


人 e) 正 交 特征 向 其 组 为 {1,1,1,1), {1, 一 1,1, 一 了) (一 1, 1, 一 1), (一 1, 一 1,1,1). 第 -个 是 属于 入 二 4 
的 特征 向 量 , 其 余 三 个 是 属于 和 = 0 的 特征 向 量 . 
(d) 除了 一 个 特征 值 为 nt 外 , 其 余 特 征 值 都 等 于 零 . 


， 除 了 -一 个 特征 信 为 nt +a -+ 外 , 其 余 特征 值 都 等 于 a 一 
= 


{a) a 二 当代 十 (一 了 )*), 太 二 当 0 一 (一 1)") (Pb) 特征 值 为 1, 1, 一 1, -1 
1 1 

i 0 

{e) C= 0 


六 
上 巴巴 


(a) A 一 16I 
fb) det (XI 一 A) = 和 一 16; 特征 人 为 2, 2, 一 2, 一 2 
(a) A2 一 24 十 3 

-2 1 1 1 


(b) A-!1=3(4 一 27) 二 二 


{0) 特征 值 为 一 1, 一 1, 一 1, 3 
(d) 特征 向 量 为 : (1, 0, 0， 一 1 (0， 1,0, -1), (0, 0, 1, 一 1 (1, 1,1, 1 


7 了 .4 习题 


3. 
6. 


fb) 车 5 为 岳 数 , 则 Tm 导 Herimite 窍 阵 , 车 n 为 背 数 , 则 Tn 是 佣 Hermite 扼 阵 . 
(d) @tT + ty) = RUT) + tiQ (NN) + TET), WD) + tT OD), x) 


7.10 习题 


1, 


ta) 对 称 矩 阵 与 Hermite 和 矩阵 


fby 不 属于 这 四 种 类 型 

{oy 持 对 称 和 矩阵 

(dy 佣 对 称 夭 阵 与 币 Hermite 尖 阵 
4. {b) | COS 自 sain# | 


Sim 一 con 


习题 解答 
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5， 特 征 值 为 = 0, 》 = 25; 标准 下 交 特 征 向 量 组 为 ta 一 诗 (4, 一 3), 42 一 #03, 4); 


ce- ?| 
3 4 


6， 特 钙 值 为 Xi 二 26, X2 = 一 24 标准 正 交 特征 向 重组 为 wa = 各 (1 一审， 


1 . 1 1 1 
arm 一 3 人 一 坊 | -， ,| 


7 特征 值 为 A1 一 1 X42 = 3, 》8 = -十 标准 正 交 特征 向 晤 组 为 ul = (1,0,3), 42 = 7 (0312: 一 了 


0 


a， 特 征 值 汐 和 1 二 1, Xa = 6, Xs = -后 标准 正 迹 特 年 向 重组 为 ua = 言 (0, 生 一 3)， 


td 


9，{ay, fb) 与 【cy 为 到 逢 禾 ; (b) 与 (0) 为 正 交 第 降 
11. 


1 . 1 Ti 1 
m= 却 - 履 = 克 |; | 


7.14 习题 


4 2 
2 I 


1. wa-| | (b=0%=5 


{c) 中 1 一 荔 山 —2), wa 一 误 @， 1); (qd) C= 次 | 


1 


5 | fb) 和 1 二 起 2 和 2 二 一 


Le 


2 @® A=| 


MP 全 


0 


i 
—2 


(cj wi = pA 1), Wz = 小 几 -1 (djC= 莓 | 1 


3. am4=|， | (bj A 一 v3 2 =—v2 


各 让 二 记 十 Ta 一 让 1+v 本 ,此 处 上 一 17V4+2v2. 
四 ci 一 上 | at 1VAT 


1 lt 


1 
—1 


5 


(ay 特征 信 为 和 二 ia, Xa 二 一 io; 标准 正 交 忽 征 向 量 绢 为 ul = 为 (1 让 


| 


322 习题 解答 
4. (a} A= | oo 下 | (by Ai = 50, X2 = 26 
i 1 1 3 4 
(e) 1 二 证 (3, 一 币 , 呈 二 (4,3); 0d 它 一 霹 | 4 3 | 
1 3 
5 a) A=| 0 3# (b) A = 0,X2 二 ,XA9 二 一 上 
1 1 0 
四 @] 
{e) wl = 高 册 一 1 一 二 ,ta 一 rl 1,1), m3 一 训 (0， 1 一切 
v3 2 0 
{C= 元 | -Vi 1 v3 
v3 1 -v3 
6. w|i | (bh) Ai1 = 1,Xs = 3,X3 = —2 
{©) 1 = (0,1,0), wa = 训 2 0,1), Wa 一 敲 岂 0, —2) 
0 2 1 
(4] C= 在 Y5 0 0 
0 1 -2 
3 2 4 
7. (a) A=| 2 0 2 (b} A1 = M2 = —1,Xhs 一 名 
4 2 3 
(ce) at = 敲 人 0 一 Da 一 了 1,4,—1), ua 一 于 (2, 1, 2) 
3 -1 2v2 
(dC= 35 0 4 v3 
-3 一 1 2v2 
38. 椭圆 ; 中 心 誉 标 为 (0, 0) 9. 双 曲 线 ; 中 心 坐标 为 (一 3, 一 32) 
10， 抛 物 线 ; 顶点 举 标 为 ( 寺 , 一 掉 ) 11. 椭圆 ; 中 心 坐 标 为 [0,0) 
12， 本 圆 ; 中 心 垒 标 为 【6; 一 和 13. 抛物 线 ; 顶点 些 标 为 { 癌 , 让) 
414， 畏 圆 ; 中 心 坐 标 为 {0, 0) 15. 抛物 线 ; 顶点 俘 标 为 (了 ,3) 
16.， 桶 图 ; 中 心 坐标 为 【一 1, 上 ) 17. 观 册 线 ; 中 心 伙 标 为 (0, 0) 
19， 两 条 相 冬 直线 19. 一 14 
7.20 习题 
BB. a = 土 #V3 
13- ta (by 与 {©) 


7.22 习题 
2，(a) 对 称 变换 (by) 都 不 是 (cj 对 称 变 换 (dj 对 称 变换 


8.3 可 题 
1 Y= er 
2， 了 一 二 2 十 于 35 
3. y= 4cosw — eos 
4、， 四 偿 于 开始 时 的 总 量 
5. flr) = Czar 或 Fe) = Can 
6. (by =e ee/ 
7 yt V2+ ee- 呈 ,此 处 天 
B. Y= ce + eae 2 
9. y= CI con 2 十 ca sin2r 
10. y= oT({el Cos27+ co sin 2%)} 
11. y=e tel + eax) 
12. (a} 8 = 10e32 ~ He” 人 人 B=2,0=—1 
13, Fo= nr, falr) = Csinnartn = 1,2,3,...) 
i185. {a) 2” —y—0 
Wb) yy — dy + dy=0 
(cy ty tt Ey=0 
{T=0 
te) vy —y=0 
16. y= ¥vB,y = —1l2y = -4v6 
8.9 习题 
1 划一 让 十 ce 十 363 
2. 3 一 Cl 十 ae 十 Ce 人 
呈 .是 一 上 十 (ea 十 加 下 je 一 2 
4. Y= {01 十 ea Car)er 
5. = (C1 十 Caz 十 C372 十 C43)e 7™ 
bB. y= oe 十 cae 一 3 4 ca eos 2 £4 Sin2r 
7 了 . 如 一 ev2zfel cos w28 十 co sin vr} 二 ev3e{ea Cog v2 十 cd Sin v2r) 
8. 1 一 cles te /2{c2 cos V3 + casin #3r)} 
9. y= ee Te 十 ew) eos {ea + caw) Bin rc} 
1D, y= {e+ cer) oor (es 十 car) sin% 
11. 多 一 多 二 oar (es cAar) cos VA + {es + caw) sin yar 
12. y= Cl 十 名 和 十 【cg CaF) Cos 2T 十 【c5 + cer sin 2 
13， 了 fm) = po GDS mr 一 Hin rey 
15. (a yd ~ sy? + dy=0 


(bh) y+ 6y" + 12y' + 8y=0 
{c) vt — 2y" + 二 0 
{dy yd _ Pad Ta 二 0 
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(e) yD) ~ yD + =0 

(ff) yt + By + 33y" + 68y + 52y 一 0 
(的 yD 一 22 + y=0 

(hb y+ dy =0 


8.15 习题 

一 2 了 3 
1. 41 一 一 2 一 工 一 三 时 
2. 3 一 lre2r 
3. 划一 他 一 后)ez 
4. Yi 二 sin 


28. 


29. 


30. 


» (0 1 = His 


,HOw = {11 — Sz)eT sin 2 十 位 一 107)ez cos 2 


二 一 ( 晶 z 十 有 02 十 让 23)e-“ 


rmeas 


Pp x 


. (b} 2D (fc 3D2 (dj nD™-! 


we) = (et — en)/5:(e) = 
U(r) = #2 Tin Sm; (TL) = Be "gin 32 


ur) = eT 2, 人 ta) = 4 十 2 


. y= (4 十 Brajex 十 (z2 — 2r + 2)e27 

.y= Arl/2 + Bx-12 

.y= Atz2 2) + Bir 

.Y= 1 34 二 Bfz 一 1)3 十 73 十 这 一 革 十 志 — {zr -13nlzg—1|] 
. (a) Pla) = —5/zr; Q(x) = Or? 


(hb) y= cz 十 coz3lmy + x4 


5. 每 一 个 入 > 0 都 是 特征 值 ; 相应 的 特征 函数 为 f(t) 一 Cetiv3, 此 处 局 关 0 
.入 有 的 可 能 特征 悄 为 入 二 0, 和 = 一 m3, 此 处 m= 1, 2. 3,.…. 属于 和 X= 0 的 特征 函数 为 f(ty = a, 此 


处 a 关 0. 局 于 入 = -ma2 的 特征 函数 为 站 站 = & cos mt 此 处 QU. 

属于 入 = 0 的 特征 函数 为 了 [8) = ot, 此 处 a 关 0. 属于 和 > 0 的 特征 函数 为 的 == csinh VAt, 此 处 
天 站 车 入 = 1, 我 们 也 有 fl 邓 二 ciet 十 cae 一! 此 处 el 与 c2 不 同时 为 零 . 属于 和 <0 的 特征 函数 
为 f() 二 asinV 二 Mt, 此 处 和 和 关 0. 

属于 和 = 0 的 特征 函数 为 ft} = el2 十 划 , 此 处 & 关 0, 属于 X > 0 的 特征 丽 数 为 f(t4) = afeY>t72 二 


te vt72) 此 处 e 尖 0. 属于 入 < 0 的 特征 函数 为 了 ft 一 alecos Vv 二 Mt 二 了 sin v 二 Ab, 此 处 


三 天 门 . 
属于 和 二 0 的 特征 函数 为 f(b = c, 此 处 = 天 0 属于 和 > 0 的 特征 丙 数 为 站 = cfe-vXevXt 二 
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e-v3t), 此 处 = 头 0. 局 于 入 < 0 的 特征 函数 分 为 两 类 ; 车 和 = -4ra2r2, 此 处 1 为 非 零 整数 , 则 属于 入 
的 特征 函数 为 (1) == el coa 2xnt 十 ca sin 2xnt, 批 处 el 与 c9 不 同时 为 零 : 若 和 <0 且 和 入 关 一 4n2m?， 


则 
ft -e(i 2 cos Vv—Mt + ein vn) ， 
些 处 e 天 站 . 
9.4 习题 
一 1 
3. (b) (PY = 3 PMP'PrT1Tm 
m= 
.11 习题 


1. {a) ATl=27— AA?—nA— (no1T 
1 0 
fb) se tea=e| 1 | 
2. (a A! = 3I— 4, A = (27 14 (2"— 2)r 


et 0 
(pD) et = (2et — et)I + (et 一 的 太一 | srt et e2t | 


-1 lr" 1 一 (一 1 
3. (a) AT! = A A = SL I+ A 


[bj ea ~ (cosh tI + (sinht)A = | cosht sinht | 


ainht cosht 


一 1 一 1 十 【一 匡 中 1 一 【一 1) 
4 8) 几 -1 二 次, An = T+ 


(b) eta = (cosh T+ (sinht}A = | er 9 | 
0 e 


a) A7= 口 , 荐 nn 之 3 


Er 


1 直 直 十 二 
fb) et =I+tA+it A =| 0 1 t 
0 0 1 


6，(&) A7 二 及 , 若 n 之 1 


1 全 一 1 et—l 
fb] ei2=It(let -lA=|0 et ei-l 


0 oD 1 

2 0 0 

7. la 43 =4A2 5AT12IAr-| 0 1 0 
dD nn 1 


et 0 0 
(bj eft* 一 0 .ct 0 
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8, (b) ta = eut cosbt Sin 三 
—sinbt cosbt 


10. ettt] = T+{e— 1 A; (est = (e— DA = | 0 ° 0 1 | 


eA Ae =) 0 | ;Atbea9 一 | ! 
0 0 0 0 
11. eA 二 了 +tA++ 入 7 
13. ee = ee ; eecA 一 ce ，eA4T 马 一 e 0 
0 1 0 1 ’ 
18. (b) et4a = (cosh nt)I + 2 (ainh nt)A 
16. (b) f(t) = Fes + $e gt) = let — Ee. 
9.14 习题 
1、estA 一 让 (3et _ et)I+ 下 feat - etyA 


2、st4 = (cosh VB)T + {sinh VEt)A 
3. eta 一 二 et 要 一 中 十 下 了 十 { 一 2 十 24 十 在 人 2 


必 

tm 
b 
局 
[ 


一 (3et 一 3e 一 六 十 e- 引 ) 荆 十 ($e: 一 48 一 对 十 3e 3 四 十 (¥e-: 一 -2 十 Be™3t)A? 
6B. ets = (det — S02 + 2te2t) 了 十 (4e2t 一 3te2t — det)A + (et — et + tert) A2 

6. et = (det 一 Go2t 十 de3t 一 edt) 了 十 (一 人 时 十 下 e2 一 7983 十 旺 ek) 册 

十 (是 et ~ 462 十 Bet 一 alt) A | (— be: + Ser 一 ie + de:)A 


7. (b) et4 = Bet{6 — BM + APE2 — AS)T + (Bt — BA + 82 
十 [3t2 — BAt3] A2 + tA3} 

9. y1 = Cl cosh W5F 十 2 sinh Vv Bt, yz = ca cosh w8 十 sinh vt 
10. y1 = et{cos 3t — sin3t), ya = et{cos 3t — 35in3t) 
11. gy = et + dte2t, ya 一 一 2et 十 e2t + dtest, ya 一 一 2et + 4e2t 
12. Wi = ete2t ya = ce:, ya = (c2t + ca)et 
13. 1 = 3e-t— 382 te ty om —3e t+- et y= 3e 上 一 12e 一 六 上 9e 一 对 
14. yl = et+?e 3 ya = 2est 一 Qe St, yg = e+ 一 让 


15. Wi 一 Bet et est, ya = —e2t + et, ys = et,y4 — et 

16. nh = 2e2: — 1,y2 = 2 一直 一 23 = 2e2t, ya = e2t 

9.16 习题 

2. {0 yi = Ble +2te+ 1 Hr 1,y = ce + 2(c+1— re 
条 人 二 一 bet 一 ett 十 et, ya — Set 一 于 tt 十 和 ct 


5. (a) Bo = B, B= AB,B2 =AB,...,Bm = HA"B 
(hb) B= -ml(AT m+tIO 


6 a) 了 二 (十 tA 十 当红 起 十 吉 代 A3)BB, 此 处 互 = -5441C= 一 高 | 这 给 出 特 解 = ga 二 


7. 
8. 


和 4. 


5. 


时 六 号 1 1 3 
1 
人 tb) 和 二 扫 = 一 -高 一 赣 ; 一 病 要 -让 + 搞 蛙 
E=B.F=1i1(AB+O) 
EE yi = ~ cos2t— dsin2, vy = —1sin2t 
2 
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(bh) on = 2 cosh 2+ 十 号 5 sinh 2+ — cos 2+t— i 二 sin 2¢ 1¥y2 二 cosh 2 十 却 1 sinh 2t — 和 Bin 2t 


9.19 习题 


(ce) YIz) = er e¥7*4B 
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车 Afz) 二 革 ziAx 则 (2) 二 再 +aC+ 交 zkBB:， 此 处 对 于 所 有 天 3 0， 都 有 
此 一 了 


t= 


下 
(+3) 估 十 了 已 tr = T Ar Br- 


10.8 习题 
1. (a) 世人 rr) = 
bb) 车 为数 , 则 Ya(z) 一 2e7 一 学 对 ; 着 n 为 偶数 , 则 Yi (7) 一 部 
= k=0 
£2 re | zll 
2 和 (一 三 十 如 5 十 5 十 区 0 
3. (0) =#+ 生 + 生 二 甸 
x2 | 11 | 183 zl1s 
4. 区 (2) 二 了 了 笑 十 es 十 和 | ss 十 Bas 
5. {ay Vifz) =1+ 过 各 
(b} rta) = ez 


全 


了 


名 


了 


人 fa) 可 [zz) =1+r+z? 二 于- + 于 + 等 十 + 村 
(bj 邮 = 省 ec 一 志 


(oj Y(z) =1+zT+22+ 寺 二 车 十 玖 十 


6 5 
一 m3 ，2p5 ，17a7 ，38z8 | 194r!! 3 ws 
(2) Yalz} 一 下 十 本 十 下 十 3 十 32235 + Id + T2285 + So535 
a5 ,17 62 : 
(d} fr) 一 tanz 一 工 十 到 > 十 等 十 3 十 和 十 … ,lz| < 
5 7 | 
Ya(r) 二 2 十 Ww 十 x3 十 和 十 各 暂 ; :28t2) = 32 + 于- FF 一 -十 驹 十 路 


Eo 
. 3 = 5+r+ 5 十 3 5 十 所 ; 


| 生 日 1] 
1 + 名 


A 
按 相 异 余子 式 展 开 ， 171 


伴随 矩阵 ，213，214 
保持 范 数 不 变 , 233 
寝 积 函 数 , 17 

逼近 定理 , 112 

必要 条 件 , 12 

变换 , 115 
变换 路 法 , 120 
标准 位 置 , 82 
标准 型 , 8% 
标准 正 交 组 , 43, 103, 211 
冰 激 淋 蛋 简 证 明 , 75 
不 变 , 182 
不 变 子 空间 , 182 
不 动 点 , 297 


Cramer 法 则 , 171 
参数, 52 

参数 方程 ,53， 
到 积 , 61 

差 , 5, 26 

差 商 , 13 

长 度 , 32 

长 轴 , 82 

充分 必要 条 件 ，12 
充分 条 件 ，12 

抽 银 线性 空间 ，89 
初等 矩阵 ,151 
垂直 ,34 

纯 重 鸡 数 方 种， 53 
印 量 乘法 ，25，181 
纯 重 积 , 30 


引 


印 量 二 重 积 , 65 
存在 , 14 


de Noivre 公式 , 20 
Dirac 矩阵 , 194 
代数 基本 定理 , 7 
单调 函数 , 122 

单位 知 阵 , 137 
单位 短 阵 的 行列 式 , 157 
单位 中 高 , 2 

单位 球面 , 227 
单位 向 量 , 37 
单位 元 的 存在 性 , 89 
倒数 ,5 

导数 , 13 

等 价 , 144 
等 中 变换 , 220 
向 卡 儿 方程 , 3, 53 
第 卡 儿 举 标 , 2 

第 二 分 量 , 2 

第 - -分量 , 2 

点 , 49, 50 

点 积 , 30 

点 斜 式 , 53 

千代 方法 , 288 
顶点 , 74, 84 

度量 性 质 , 100 
短 轴 ,82 

对 称 的 , 209 

对 称 挎 阵 , 215 

对 加 法 封闭 , 88 
对 前 顶点 , 28 

对 骨 一 次 型 , 218 

革 角 屁 算 阵 , 198 
对 角 答 阵 , 132 

对 实数 加 法 的 分 配 律 , 89 


对 数 匡 封闭 , 88 

对 Y 中 加 法 的 分 配 律 ,89 
多 重 线 性 函数 , 164 

多重 线性 性 , 162 


二 次 曲线 , 74, 221 
二 次 型 , 218 
二 阶 , 63 
二 蕉 导数 , 15 


Fourier 系数 ,-113 
法 向 量 , 71 

反射 变换 ，182 

范 数 , 32, 102, 298 
方向 向 量 , 50 

方向 余弦 , 38 

方 阵 , 135 

非 平凡 表示 , 94 
非 闸 异同 阵 , 148, 166 
非 齐 次 线性 方程 组 ，145 
非 正 常 正 变 矩 阵 ，217 
分 部 积分 公式 , 18 
分 块 对 角 和 矩阵 , 167 
分 量 , 4, 25, 63 

分 醒 律 , 5 

分 支 , 74 

辑 衣 , 8 

赋 范 线性 空间 ，29g 
复合 变换 , 120 
复 欧 氏 空间 , 101 
复数 , 4 

复线 性 宅 间 ,89，208 
复 nn 维 空 间 , 46 

负 半 平面 , 77 

负 定 , 226 

负 元 , 5, 26 

负 元 的 存在 性 ，88 

负 元 的 唯一 性 , 91 


如 


Gauss-Jordan 消 元 法 ,144 


Gram-Schmidt 正 变化 方 洲 ，107 


公理 , 155 
共 思 复数 , 9, 208 
共 轿 类 阵 , 213 


Hadamard 矩阵 ，154 
Hermite 变换 , 209 
Hermite 对 称 性 , 208 
Hermite 矩阵 ，213 
函 教 空间, 89 

核 , 117, 302 

和 , 193 

合同 , 53 

横 截 辕 ，82 

横 坐 标 , 3 

恒 正 性 , 19 


Jordan 标准 漠 , 204 
Jordan 块 , 203 
基 , 43, 94 
基 变 换 窍 阵 ，196 
积分 , 16 
积分 号 , 16 
积分 限 , 17 

迹 , 193 

极 半 径 , 3 
极 大 范 数 ,298 
极 和 ,3 

极 些 标 , 3 
极 誉 标 形式 , 20 
儿 何 级 数 , 21 
几何 向 量 , 27 
加 法 , 35 

加 速度 , 15 
简 谐 振动 , 235 
渐 近 线 , 83 
焦点 , 75 
交换 律 , 5, 8B 
结合 律 , 5, 88, 89 
解 ，142 

撼 阵 , 128 


329 


330 索 引 


和 矩阵 表示 , 128 Pp 
第 阵 蒋 法 的 结合 律 和 分 配 律 ，140 
中 许 ，53. 298 判别 式 , 80, 225 
绝对 信 , 8 抛物 线 , 74, 222 
平凡 表示 , 和 0 
KK 平均 变化 率 ，I3 
平面 ，56 
可 交换 , 126 平行 , 29, 51, 57 
可 微 , 14 平行 公设 , 51 
L 平行 六 面体 , 156 
平行 四 这 形 法 则 , 了 , 298 
Lipschitz 条 件 ，294 
Lorentz 变换 ， 153, 217 总 
关 型 , 80, 225 闲 异 150 
玖 和 齐 次 线性 方程 组 , 143 
烈 矩阵 ，128，135 求 导 公式 , 19 
列 向 量 , 128 求 积 , 16 
过 .5 权 了 本数, 101 
零 化 度 , 117, 204 咏 
等 化 度 加 秩 定 理 , 118 Sturm-Liouville 算 子 , 234 
等 空间 , 117, 182 一 角 多 项 式 119 ’ 
零 疝 量 , 26 三 角 化 , 186 
零 元 素 的 存在 性 , 88 一 角 化 定理 186 
零 元 素 的 唯一 性 ,91 商 S ’ 
MM 上 , 56 
面积 函数 ，17 实 部 4 
ja 实 哆 氏 空 间 , 100, 208 
: 实 线性 空间 ,89 
实 直 线 , 1 
N 实 轴 , 1 
nn 阶 的 行列 式 枉 数 ,157 始点 ,2 
n 维 点 ,25 收 襄 区 间 , 231 
如 维 空 间 , 25 收 第 常数 , 299 
nn 维 向 量 , 25 收缩 演 子 , 299 
鱼 序 组 ,98 双 曲 线 , 74, 222 
内 积 , 100 四 元 数 , 24 
逆 , 166 速度 ,15 
算 子 , 115 
O 


欧 氏 空间 , 50, 208 
特征 多 项 式 , 190, 198 


特征 丽 数 ，183 
特征 空间 ，181 
特征 向 量 ， 181 
特征 值 ,181 
通 解 , 143 
同 构 ,137 
同 构 定 理 ，137 
同心 , 86 
投影 , 109 
椭圆 , 74, 222 


Wronski 第 阵 , 179 
维 数 , 94, 97 

未 定义 概念 ,24 
无 限 维 空间 ，97 
误差 , 297 


入 坐标 , 2 

系数 , 90 

系数 年 阵 ，142 

下 三 钊 形 矩 阵 ， 162 
线性 变换 , 115 

线性 空间 , 24, 88, 89 
线性 生成 集 , 94 
线性 无 关 , 94 
线性 无 关 向 量 , 4 
线性 相关 , 41, 84 
线性 向 朋 空 间 , 24, 89 
线性 性 ,17 

研 性 组 合 ，37 

相似 ，197 

向 基 参 数 方程 ，52 
向 基 代 数 , 24 

向 量 方 称 ，52，59 

河 量 空间 , 89 

铺 , 115 

儿 对 称 算 阵 , 215 
斜 对 称 算 子 , 209 

笑 Hermite 凯 阵 ， 213 
和 仙 Hermite 算 子 , 209 
行 , 128 


行人 第 阵 , 135 

行 可 加 性 . 162 

行列 式 ，63 

行列 式 按 第 上 行 余子 忒 的 展开 式 , 170 
行列 式 莱 积 公式 , 166 
行列 式 的 唯 - -性 定理 , 160 
行 齐 性 , 157 

行 相 如 不 变性 , 157 

行 运算 , 145 

虚 部 , 4 

旋转 变换 ，233 

旋转 矩 星 ,131 


1 序 标 , 2 

时 ，74 
一 致 收 合 性 , 22 
映射 , 115 

西 变换 , 230 

再 矩阵 ，215 

西 空间 , 101 

有 限 基 , 97 

有 限 维 空间 , 97 
有 限 线 性 组 合 , 94 
有 心 二 次 曲线 ，82 
者 道 , 122 
右手 法 则 , 62 

让 和 干 举 标 标 ,62 
余子 式 , 170 
才子 式 类 阵 , 214 
瑟 4 相伴 的 二 次 型 ，218 
元 , 128 

元 素 , 63, 88, 128 
原点 , 2 

圆锥 截 线 , 74 


增 广 奸 阵 , 145 
展开 式 , 170 

杰 列 ，128 

正 半 平 而 ,77 
正常 正 交 舍 阵 , 217 
正定 , 226 
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正规 录 阵 , 233 
FE 交 ,34 

FE 交 变 换 , 230 
正 变 补 ，111 

正 交 化 定理 , 107 
正 交 基 , 43 


了 
了 


正 变 矩 阵 ，154，215, 217? 


正 空 组 , 43, 103 
站 立 贺 锥 ，74 
直线 ,49 

值 域 , 115 

指数 定律 ,19 
指数 级 数 ，22 
秩 , 117 

鲜 点 ,27 

轴 , 74, 84 


逐次 通 近 法 , 288 
主 对 和 角 块 , 167 
主 对 角 线 ，132 
主 辐 角 , 8 

转 秽 矩阵 , 196 
转 辕 ,154 
淮 线 , 75 
子 空 间 ,， 93 
于 式 , 172 

自 翌 矩阵 , 214 
级 坐标 ,2 
最 小 , 99 
左 逆 , 122 
举 标 , 2 


